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Vorwort zur ersten Auflage. 



In der vor vierzehn Jahren von Rieniann veröffentlichten Schrift: 
„Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer ver- 
änderlichen complexen Grösse"*) finden sich zwei Gedanken aus- 
gesprochen, die von fundamentaler Bedeutung sind. 

Während man bis dahin bei Behandlung solcher Functionen 
ausging von einem Ausdruck der Function, durch welchen ihr Werth 
für jeden Werth des Arguments definirt wird, erkannte Riemunn, 
dass es für viele Untersuchungen zweckmässiger und natürlicher 
ist, die Functionen zu definiren durch gewisse Merkmule ihrer Stetig- 
keit oder Unstetigkeit. Wenn dieser Gedanke auch nicht vollständig 
neu ist, sondern in seinen Anfängen weiter zurückreicht, so hat 
doch Rieniann zuerst sein volles Gewicht erkannt, und zuerst den- 
selben, entkleidet von aller fremdartiger Beimischung, in allgemeiner 
und zugleich bestimmter Weise ausgesprochen. 

Vollständig neu ist der zweite Gedanke. Die von G(ms$ an- 
gegebene Methode, die Werthe einer von einem complexen Argu- 
ment abhängenden Function auf einer Fläche auszubreiten, war nur 
anwendbar auf emwerthige Functionen. Riemann zeigte, dass die 
f^ie/^rwerthigen Functionen einer ganz ähnlichen Behandlung fähig 
sind, sobald man Flächen in Anwendung bringt, die aus mehreren 
über einander liegenden, an einzelnen Stellen mit. einander ver- 
wachsenen Blättern bestehen, und die, was ihre nähere Beschaffen- 
heit anbelangt, abhängig sind von der individuellen Natur der ge- 
rade betrachteten Function. 

Es scheinen diese Gedanken zu Anfang wenig beachtet zu sein. 
Welcher Wirkung dieselben aber fähig sind, zeigte sich bald und 
in überraschender Weise, als Riemann dieselben in Anwendung 
brachte auf die elliptischen und Aberschen Integrale, imd als es 
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IV Vorwort. 

ihm glückte, in diesen Regionen zu einer Theorie*) zu gelangen, 
die über die früher inne gehaltenen Grenzen weit hinausreichte, 
Vieles aufklärte, was bis dahin dunkel war, und Manches vereinigte, 
was früher getrennt erschien. 

In einefn Punkte scheint die Theorie allerdings mangelhaft zu 
sein. Sie zeigt, wie die ümkehrung der Abel'schen Integrale, so- 
bald die Thetafunction einmal hekannt ist, mit Hülfe dieser Func- 
tion bewerkstelligt werden kann; sie giebt hingegen keinen Auf- 
schluss über die innere Nothwendigkeit, welche von den AbeFschen 
Integralen zur Bildung jener Thetafunction hinleitet. Doch wird 
dieser üebelstand ohne Zweifel von selber verschwinden, sobald die 
Kiemann'schen Gedanken und die durch sie begründete neue An- 
schauungsweise erst in weiterem Umfange zur Herrschaft gelangt 
sein werden. 

Wie gewaltig nämlich die Erfolge auch sein mögen, welche im 
Gebiet der elliptischen und Aberschen Integrale durch die neue 
Anschauungsweise errungen wurden, so sind sie doch nur als ein 
erstes Beispiel zu betrachten. Es giebt andere Theile der mathe- 
matischen Wissenschaft, auf welche jene Anschauungsweise wahr- 
scheinlich von nicht minder kraftvoller Wirkung sein wird. 

Dass bisher wenig geschehen, was solche Erwartungen recht- 
fertigt, hat seinen Grund darin, dass die neuen Gedanken^ und dass 
namentlich die mit diesen zusammenhängenden neuen Methoden sich 
noch nicht hinreichend Bahn gebrochen haben. 

Um mich deutlicher ausdrücken zu können, erinnere ich an die 
Differential- und Integral-Rechnung. Die dieser Disciplin zu Grunde 
liegenden Gedanken sind ihrem Wesen nach einfach, an Zahl ge- 
ringe. Um aber diese Gedanken benutzen zu können, bedarf es 
nicht allein ihrer Kenntniss, sondern auch eines sorgfältigen und 
mühsamen Studiums der aus ihnen entspringenden Methoden. Ebenso 
verhält es sich mit der durch Riemann begründeten neuen Dis- 
ciplin. Auch hier liegt eine weite Kluft zwischen Aßr Kenntniss der 
einfachen Grundgedanken und zwischen der Kenntniss der sich an- 
schliessenden Methoden. 

Allerdings sind diese Methoden von Riemann entwickelt, ent- 
wickelt in ansehnlichem Umfange. Wer sie aber aus diesen Ent- 
wickelungen kennen lernen will, hat einen beschwerlichen und steil 
ansteigenden Weg vor sich, von vielfach wechselnder Richtung. 

*) BiemanrCs Theorie der Aberschen Functionen, und drei andere dazu 
gehörige Aufsätze in Borchardt*s Journal. Band 54. 



Vorwort. V 

Eine Vorlesung, die ich im Sommersemester 1863 an der Uni- 
versität Halle über diesen Gegenstand hielt, veranlasste mich, nach 
einem Wege zu suchen, der ein möglicht bequemes und stetiges 
Ansteigen gestattet und der zugleich in massigen Intervallen auf 
Ruhepunkte führt, von denen aus die jedesmal zurückgelegte Weg- 
strecke deutlich übersehen werden kann. Zugleich schien es, falls 
der gewählte Weg ^ie aufzuwendende Mühe lohnen sollte, nothwen- 
dig, von Anfang an ein festes Ziel ins Auge zu fassen, und Alles, 
was zu wdt ausser der so bestimmten Richtung lag, vorläufig un- 
beachtet zu lassen. Es darf daher nicht befremden, wenn in dem 
vorliegenden Lehrbuch, welches im Wesentlichen den Inhalt der 
damals gehaltenen Vorlesung ausmacht, Manches fehlt, was an und 
für sich wichtig ist, z. B. fast Alles, was auf die Convergenz der 
Reihen Bezug hat. 

Während ich übrigens in jener Vorlesung nur bis zur Umkeh- 
rung der elliptischen Integrale vorzudringen für angemessen fand, 
bin ich gegenwärtig weiter gegangen, nämlich bis zur Umkehruug 
der hyperelliptischen Integrale. Ausserdem ist in der Zwischenzeit 
auch Manches geändert, was damals nicht anschaulich genug her- 
vortrat, oder nicht hinreichend strenge zu sein schien. 

Mehie Darstellung fiisst atisschliesslich auf deni Studium der schon 
genannten Riemann selten Abhandlungen, Erwähnen muss ich dabei 
jedoch eines Gedankens, der mir aus Riemann's Vorlesungen durch 
mündliche Ueberlieferung zu Ohren kam, und der auf meine Dar- 
stellung von nicht geringem Einfluss wurde. Dieser Gedanke be- 
steht in der Projection der auf der Horizontalebene ausgebreiteten 
Functionswerthe nach einer Kugelfläche hin. Ich habe dieser (wie 
ich glaube nur beiläufig) von Riemann angegebenen Projection noch 
eine zweite (die Projection von der Kugelfläclie auf die Antipoden- 
ebene) hinzugefügt; und glaube, dass diese geometrischen Vorstel- 
lungen, obwohl für die Wissenschaft selber unwesentlich, für die 
erste Einführung in die von Riemann begründete neue Disciplin von 
grossem Vortheil sein werden. 

Was im Lauf der letzten Jahre (in directer oder indirecter Weise) 
durch die Schriften von Roch und Prym über Riemann's Vorlesungen 
bekannt wurde, konnte nicht mehr von Einfluss werden auf das 
vorliegende Lehrbuch, welches damals in Plan und Anordnung be- 
reits eine ihm eigenthümliche und feste Gestaltung gewonnen hatte. 

Als meine Arbeit fast völlig zum Abschluss gebracht war, er- 
schien das schätzbare Werk von Dunge. In demselben zeigte sich 



VI Vorwort. 

Manches behandelt, was ich ebenfalls bearbeitet hatte. Manches 
auch in helles Licht gestellt, was in meiner Arbeit nur schwach 
angedeutet war oder wohl ganz fehlte. Im Ganzen erschienen Ziel 
und Anordnung des Werkes von Durege von denen des meinigen so 
wesentlich verschieden, dass ich die Veröffentlichung meiner Arbeit 
keinen Augenblick beanstandet habe. 

Ich glaube, dass die Schwierigkeiten, welche dem Yerständniss 
der Itiemann'schen Abhandlungen entgegenstehen, durch das vorlie- 
gende Lehrbuch beseitigt sein werden. Ausgenommen bleibt dabei 
allerdings ein wesentlicher Punkt, welcher in meine Darstellung 
ihrem ganzen Gange nach nicht hineinpasste, nämlich die Darlegung 
und Anwendung des DiridiUf sehen Princips, Das Wesentliche hier- 
über gedenke ich bei späterer Gelegenheit kurz zusammenzustellen. 

Solches ist inzwischen geschehen dnrch eine kleine Schrift, die gegen- 
wärtig (October 1865) im Dmck begriffen ist, und die den Titel führt: 
JDas DirichlefscJie Prindp in seiner Anwendung auf die Biemann'schen 
Flächen. 

Basel, Januar 1865. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Während die erste Auflage nur die Theorie der elliptischen und 
hyperelliptischen Integrale enthält, umfasst die gegenwärtige zweite 
Auflage auch noch die Theorie der allgemeinen AheVsdien Integrale. 
Namentlich enthält sie das diesen Integralen zugehörige AbeVsche 
Theorem^ und das denselben entsprechende Jacdbi'sclie Unikehrproblem. 

Bei dieser Ausdehnung des Werkes war es nothwendig, das 
Birichlelfsche Princip oder vielmehr die aus diesem Princip von iZie- 
mann deducirten Existenatheoreme mit in den Kreis der Betrachtung 
hineinzuziehen. Da nun das Dirichlet'sche Princip der erforderlichen 
Strenge entbehrt, und vorläufig auch keine Hoffnung vorhanden ist, 
dasselbe [etwa durch irgend welche Modification] dieser Strenge 
theilhaftig zu machen, so entstand die Aufgabe, jene Riemann'schen 
Existenztheoreme, unter Vermeidung des Dirichlet'schen Princips, auf 
irgend welchem andern Wege zu beweisen, — etwa durch die Me- 
tlwde des arithmetischen Mittels^ unter Zuhülfenahme bekannter com- 
Unatorischer Methoden. 



Vorwort. VII 

Obwohl die Ausfahrbarkeit eines solchen Unternehmens kaum 
zweifelhaft sein konnte , so war es doch zu Anfang meine Absicht, 
derartig difficile Dinge ganz bei Seite zu lassen und jene [für die 
Theorie der AbeVschen Integrale unentbehrlichen] Riemann'schen 
Existenztheoreme im vorliegenden Werk, ohne weitere Begründung, 
nur rein historisch mitzutheilen, — was in der That, etwa in der 
Mitte des Werkes [pg. 238, 239] auch geschehen ist. — Inzwischen 
ist es mir nun aber gelungen, den Beweis jener Theoreme wirklich 
zu finden. Und demgemäss habe ich diesen Beweis dem vorliegen- 
Werke nachträglich noch beigefügt in den drei letzten Capiteln. 

Der Beweis beruht der Hauptsache nach auf den bereits genannten 
Methoden. Trotzdem erforderte die wirkliche Ausführung des Beweises 
vielfache Arbeit und Anstrengung. So z. B. zeigte sich, dass jene Me- 
thoden, mit Rücksicht auf den Yorliegenden Zweck, theils einer beträcht- 
liclien Vereinfachung fällig^ theils aber auch einer strengeren Fassung be- 
dürftig waren. Das Eine wie das Andere ist von mir dadurch erreicht 
worden, dass ich die Betrachtung einer mehrblättrigen Riemann'schen 
Kugelfläche auf die Betrachtung von lauter Kreisflächen reducirt habe. 

Demgemäss war also im vorliegenden Werk die Darlegung der Me- 
thode des arUhmetisclien Mittels nur für den Fall der Kreisfläche erforder- 
lich. Auch führt das auf diesem Wege erhaltene Theorem (pg. 410) so- 
fort zu zwei weiteren die Kreisfläche betrefl'enden Sätzen (pg. 417 und 
pg. 423), die alsdann ihrerseits eine bequeme und sichere Grundlage bil- 
den für die weiterhin in Anwendung kommenden combi^uxtorischen Metho- 
den. Dabei sei bemerkt, dass diese letztern von mir in zwei Kategorien 
gesondert sind, nämlich in disjunctive und adjunctive Methoden. 

Ich habe ferner noch Einiges zu bemerken über die Strenge der 
in meinem Werk gegebenen Expositionen. Der von Hieinann in 
seinen „Grundlagen" [Gesammelte Werke pg. 12] angegebene Satz: 

f^-ä + ^) '^^= -/(^co8 1 + rcos ,,) ds 

ist von mir ungeändert heibeJuilten, nämlich auf pg. 7 dieses Werkes 
von Neuem reproducirt worden, — obwohl dieser Satz der erforder- 
lichen Strenge entbehrt. Soll nämlich der Satz wirklich correct 
sein, so ist nicht allein die Stetigkeit der betreflfenden Functionen 
selber (welche von Riemann mit X, F, von mir mit W bezeichnet 
sind), sondern überdies auch noch die Stetigkeit ifirer ersten Ablei- 
tungen nach X, y vorauszusetzen. So z. B. wird in meinem Werk 

die letzte Formel auf pg. 6 nur dann unanfechtbar sein, wenn so- 

d W 
wohl W selber, wie auch -^ längs der Linie aa stetig sind. 



VIII Vorwort. 

Diese üngenauigkeit überträgt sich auf viele Theile des vor- 
liegeudeu Werkes. So z. B. scheint das Caudiy'sdhe Theorem (pg. 19): 

nur dann ein absolut strenges zu sein, wenn auf der Fläche %, 
ausser der Stetigkeit von ({b), auch noch die von f{ß) voraus- 
gesetzt wird. 

Absichtlich habe ich indessen in dieser Beziehung die Theorie 
in derjenigen Form, in welcher sie von Cauchy und Biemann ge- 
geben ist, zu conserviren gesucht. Denn dem Anfänger wird hier- 
durch das Verständniss meines Werkes erleichtert werden. Und 
andererseits wird der weiter Vorgeschrittene und an absolute Strenge 
Gewöhnte, die in Rede stehenden Ungenauigkeiten leicht abzu- 
streifen und die betreffenden Sätze in ihre wirklich correcte Gestalt 
zu versetzen im Stande sein. 

Ueberhaupt dürfte es ja bei der Darlegung einer mathematischen 
Theorie weniger auf eine durchweg strenge Darstellung, als viel- 
mehr darauf ankommen, dass die angegebenen Methoden die zur strengen 
Darstellung erforderlichen Mittel gewähren. In dieser Beziehung aber 
glaube ich die Theorie durch mein Werk einigermassen vervollstän- 
digt und vervollkommnet zu haben, nicht nur durch die schon be- 
sprochene Beweisführung der Riemann'schen Existenztheoreme, son- 
dern namentlich auch durch meine Betrachtungen über die Stetigkeit 
mehrdeutiger Functionen (im sechsten Capitel), sowie durch meine 
Darlegungen über das Verschwinden der Thetafunctionen (im drei- 
zehnten Capitel pg. 333 — 353). 

Schliesslich erlaube ich mir, den Leser, hinsichtlich meiner Aus- 
drucksweise, auf die letzte Seite dieses Werkes aufmerksam zu machen. 
Dabei möchte ich bitten, die wenigen von mir neu eingeführten 
Worte nicht als wirkliche Neuerungen, sondern nur als vorüber- 
gehende, dem augenblicklichen Zweck entsprechende Abbreviaturen 
anzusehen. 

Leipzig, im August 1884. 

Nenmann. 
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* 

Die allgemeinen Grundlagen der Caachy'schen Fnnetionentheorie. 

§ 1. 

neber die Anwendung geometrisoher Vorstellungen im Bereiche 

der Funotionentheorie. 

Dass' die Functionentheorie als solche von geometrischen Vor- 
stellungen unabhängig ist^ bedarf keiner Erläuterung. Wenn aber 
GatiSSy Cauchy und liieftmnn geometrische Bilder und Vorstellungen 
im Gebiet der Functionentheorie nicht nur zur Darstellung bekann- 
ter^ sondern auch zur Auffindung neuer Sätze mit Erfolg in Anwen- 
dung gebracht haben; so dürfte es wohl für uns gerathen sein^ 
diesem Beispiel Folge zu leisten, und die Beihülfe, welche die Geo- 
metrie der Functionentheorie gewährt, wenn sie im Grunde genom- 
men auch nur eine äusserliche sein mag, nicht zu verschmähen. 

Jene von Gauss, Cauchy und Rienmnn eingeführten geometrischen 
Vorstellungen gehören theils der Ebene, theils aber auch dem Raunie 
an (wie z. B. die Kiemann'schen mehrblättrigen Flächen, namentlich 
aber die von Riemann eingeführten Kugelflächen), und verlangen 
daher zu ihrer Basis die Festsetzung irgend eines rechtwinkligen 
Axensystems (x, y, is)] wobei man die Wahl hat zwischen zwei zu 
einander incongruenten Systemen (x, y\ z) und (x\ i/\ /'), von denen 
das eine angesehen werden kann als das Spiegelbild des andern. 

Hierbei tritt die Unannehmlichkeit ein, dass man rein geotne- 
trisch diese beiden incongruenten Systeme (n/, t/, /) und {af\ y\ 0') 
wohl von einander zu unterscfwidot, nicht aber das eine, gegenüber 
dem andern, durch bestimmte Merkmale kenntlicli zu machen im 
Stande ist. Zur Vermeidung, respective Beseitigung dieses üebel- 
standes bieten sich zwei Methoden dar. 

Die eine Methode besteht darin, dass man ein unbestimmtes aber 
unveränderliches Axensystem (x, y, 0) anwendet, also ganz dahin 
gestellt sein lässt, welches der beiden Systeme (o^, y\ ss) und 

Neamaun, AbeFsohe Integrale. 8. Aufl. 1 
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{x\ y\ /') darunter verstanden werden soll. Tst z. B. im Räume eine 
Linie L von bestimmter Richtung gegeben, und soll zwischen den 
beiden einander entgegengesetzten Rotationen um diese Linie (als 
Axe) unterschieden werden, so wird man als positive Rotation die- 
jenige festsetzen können, welche zur Richtung L ebenso liegt, wie 
bei jenem der Betrachtung zu Grunde gelegten Axensystem (Xy y, z) 
die xy-Rotation zur je?-Axe. Dabei ist unter der a;t/-Rotation die- 
jenige Bewegung zu verstehen, welche die a;-Axe auszuführen haben 
würde, um durch eine Drehung von 90*^ in die Lage der y-Axe zu 
gelangen. 

. Die andere Methode besteht darin, dass man wirklich ein he- 
stimmtes unter jenen beiden Systemen {x\ y' /) und (x\ y\ /') er- 
wählt, was allerdings (wie schon bemerkt) nicht rein geometrisch, 
wohl aber durch Anwendung empirisch gegebener Objecte ausführbar 
ist. So z. B. kann man die Finger der linken Hand in solcher 
Weise ausstrecken, dass der kleine Finger, der Zeigefinger und der 
Daumen nahezu aufeinander senkrecht stehen. Und man kann als- 
dann festsetzen, dass zum Axensystem (a;, y, z) dasjenige genommen 
werden soll, bei welchem die a:-Axe zur y-Axe zur ;8?-Axe ebenso liegt, 
wie bei jener linken Hand der kleine Finger zum Zeigefinger zum 
Daumen. 

Die zuletzt angedeutete Methode ist diejenige, welche heut zu 
Tage bei der Mehrzahl der Mathematiker üblich geworden ist, und 
zugleich auch diejenige, von welcher ich im vorliegenden Werke 
Gebrauch machen werde, wenn auch in etwas anderer Einkleidung. 
Da nämlich im Folgenden stets nur von Flächen die Rede sein wird, 
so erscheint es zweckmässig nur isweiy und zwar in der gegebenen 
Fläche liegenden Axen x und y einzuführen, daneben aber, als Sur- 
rogat für die positive ;8?-Axe, eine bestimmte Seite dieser Fläche als 
die obere festzusetzen. 

§ 2. 
Ueber die positive Umlaufiing einer Fläche, deren obere Seite in 

bestimmter "Weise festgesetzt ist. 

Auf der Horizontalebene sei irgend ein Gebiet % (z. B. ein 
Kreis oder eine Ellipse oder ein Quadrat u. s. w.) abgegrenzt. Ein 
Mensch, welcher auf der Horizontalebene fortschreitet, hat, wenn 
er diese Fläche % längs ihres Randes um wandern will, die Wahl 
zwischen zwei einander entgegengesetzten Richtungen. Je nachdem 
er sich für die eine oder die andere entscheidet, wird er während 



h. 




Allgemeine Grundlagen. 3 

seiner Wanderung die Fläche 21 entweder beständig zur Linken oder 
beständig zur Rechten haben. Wir setzen Folgendes fest: 

Diejenige Bichtung, in welclier inan am Rande und auf der 
oberen Seite einer gegebenen Fläche fmigehen musSy falls nmn die 
(l.) Fläclie selber beständig zur Linken haben will, soll die positive Rich- 
tung ihre^ Randes, und die Wanderung^ welclie man alsdann ausführt^ 
eifie positive Umlaufung der Fläche genannt werden. 

Diese Definition ist unmittelbar auch auf den Fall anwendbar, 
dass die Fläche tnehrere Randcurven besitzt. Sind z. B. in der 
Horizontalebene zwei concentrische Kreis- 
flächen (S und 6' gegeben, und zwar 6 
grösser als 6', und bezeichnet man die zwi- 
sehen den beiden Kreisperipherien liegende 

ringförmige Fläche mit Sl: 

8( = e _ g', 

so ist die positive ümlaufung der Fläche E 
durch den Pfeil Sj ebenso die positive üm- 
laufung der Fläche (£' durch den Pfeil s' 
dargestellt. Hingegen wird Ai^ positive üm- 
laufung der ringförmigen Fläche 21 nicht durch s und s\ sondern 
durch s und 6 dargestellt sein. Denn in der That sind s und 6 die- 
jenigen Richtungen, in denen man die beiden Randcurven von 21 zu 
durchwandern hat, falls man dabei das angrenzende Gebiet dieser 
Fläche 2( stets zur Linien haben will. 

Will man also den ganzen Rand der ringförmigen Fläche 2( 
positiv durchlaufen, so hat man zuerst den Rand der grössern Kreis- 
fläche ® positiv (d. i. in der Richtung s) sodann aber den Rand der 
kleinern Kreisfläche 6' negativ (d. i. in der zu s' entgegengesetzten 
Richtung <f) zu durchwandern. 

Ein auf der Horizontalebene markirter Punkt kann als eine 
unendlich kleine Kreisfläche angesehen werden. Demgemäss soll 
unter der positiven Umlaufimg des Punktes diejenige verstanden wer- 
den, bei welcher jene kleine Kreisfläche in positiver Richtung um- 
laufen wird. 

Lässt man eine gerade Linie um ihren festen Ausgangspunkt in 
solcher Weise rotiren, dass sie dabei beständig in der Horizontal- 
ebene bleibt, so soll diese Rotationsbewegung eine positive genannt 
werden, sobald die einzelnen Punkte der Linie um jenen festen Punkt 
in positiver Richtung herumlaufen. Hieran schliesst sich unmittel- 
bar eine gewisse Festsetzung, die wir in Betrefi' des auf der Hori- 
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zontalebene anzunehmenden Goordinatensystems machen; es ist fol- 
gende : 

Bas Coordinatensystem soll stets der Art beschaffen gedacht werden, 
(2.) dafs die x-Axe einen Winkel von 90^ m be- y 
schreiben hat, falls sie durch eine positive Rota- 
tion um den Anfangspunkt in die Lage der 
y-Axe gelangen will. 

Man kann übrigens nachträglich diese 

Festsetzung auch so einkleiden : Die beiden Axen 

des Coordinatensysterns sollen stets so zu einander 

(3.) liegen, dass der im Anfangspunkt auf der oberen 

Seite der Fläche Stehende und in der Richtung der x-Axe Fortsehende 
die y-Axe mit ausgestreckter Linken markirt*). 

Ganz analog ist diejenige Beziehung, welche [nach (1.)] bei einer 
gegebenen Fläche % zwischen der posi- 
tiven Randrichtung s und der auf diesem 
Rande errichteten innern Normale n statt- 
findet. Denn der auf der obem Seite der 
Fläche Stehende und in der positiven Rich- 
tung s ihres Randes Fortsehende hat ja 
ebenfalls die Fläche selber, mithin auch die 
auf dem Rande errichtete innere Normale 
n zur Linken. Also der Satz: 

Versteht man bei irgend einer Fläche unter s die positive Richtung 
(4.) des Randes, ferner unter n die auf dem Rande errichtete innere Nor- 
male, so liegt jederzeit s zu n wie x zu y, d. i. wie die x-Axe zur 
y-Axe. 

Die meisten der hier angestellten Betrachtungen und Fest- 
setzungen sind unmittelbar übertragbar auf den Fall krummer Flä- 
chen, wobei jedesmal vorauszusetzen ist^ dass eine bestimmte Seite 
der gegebenen krummen Fläche als obere Seite bezeichnet wird. 
Nimmt man z. B. (wie später stets geschehen wird) bei der Kugel- 
fläche die Aussenseite zur obem Seite, so wird unter der positiven 
Umlaufung einer gegebenen Kugelcalotte diejenige zu verstehen sein, 
in welcher man auf dieser äussern oder obern Seite den Rand der 




"*■) Fügt man schliesslich zu diesen beiden Axen x and y als dritte Axe, 
nämlich als ;?-Axe, noch das im Anfangspunkt auf der oberen Seite der Fläche 
errichtete Perpendikel hinzu, so erhält man dasjenige Axensystcm (a?, y, z\ welches 
zu Ende des vorhergehenden Paragraphen mittelst der linken Hand definirt 
worden ist. 
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Calotte zu durchwandern hat^ falls man dabei die Calotte beständig 
zur Linken haben will. 

§3. 
Über gewisse Cnrven- resp. Sand-Integrale. 

Auf der Horizontalebene sei ein bestimmtes Coordinatensystem 
aj, y festgesetzt. Ferner seien V=V{x,y)und W=W(Xyy) beliebig 
gegebene Functionen. Denkt man sich nun auf ß 

der Horizontalebene irgend eine Curve AB 
gezeichnet, so ist unter dem über diese Curve 
erstreckten Integral 




(!•) fWdV 

A 

bekanntlich der Ausdruck zu verstehen: 

(2.) w,, (V, - V,) + W,,iV, - V,) + 

+ W.niVfl- F„) + 

Dabei bezeichnen 1, 2, 3, 4 — a, /S, — die auf einander folgen- 
den Punkte der Curve. Was ferner die V^, V^, - - - - und W^^j 
W^s, ' ' ' ' betrifft, so ist unter Vp der Werth von V im Punkt p, 
andererseits unter Wpq der Werth von W in irgend einem Punkte 
zwischen p und q zu verstehen. 

Bemerkung. Sind F = F(x, y) und W = W{x, y) länge der gege- 
benen Carve AB eindeutig und stetig^ so hat das dnrch (1.) respective (2.) 
definirte Integral einen bestimmten endlicfien Werth; wie man solches nach 
bekannten Methoden zu beweisen im Stande ist. Den lieweis dieses Satzes 
und ähnlicher Sätze hier wirklich mittheilen zu wollen liegt ausserhxüh der 
Grenzen, welche der Verfasser im vorliegenden Werke sich gesteckt hat. 

Man kann das Integral von WdV über die gegebene Curve 
nach Belieben entweder von A nach B, oder von B nach A er- 
strecken. Bezeichnet nun aß [vgl. die vorstehende Figur] ein be- 
liebiges Element der Curve AB^ so werden die allgemeinen Glieder 
dieser Integrale 

B A 

WdV und (WdV 



j 






respective lauten: 

Wat^iVfi - Va) und Tr„^(F«- F^), 

mithin entgegengesetzte Werthe haben. Hieraus folgt, dafs die beiden 
Integrale selber ebenfalls entgegengesetzte Werthe besitzen. Es ist also: 
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(3.) fWd V + fWd F = 0. 

i B 

Wir wollen jetzt das Integral (1.) für den Fall einer näheren 
Untersuchung unterwerfen, dass die gegebene Integrationscurve AB 
eine in sich zurücklaufende ist. Und zwar werden wir hierbei zu 
Anfang voraussetzen, dass V identisch mit x oder y sei, nämlieh 
mit folgender Aufgabe beginnen. 

Es sei 31 eine auf der Horizontalehene beliebig gegebene Fläche, 
und W='W(Xyy) eine Function, die auf % überall eindeutig und 
. stetig ist. Es soll das über den Band von 31 in positiver Ricfitung 
hinerstreckte Integral 

(4.) /^ Wdx = W,, ix, - X,) + TF« (x, -x,) + --- 

untersucht werden. 

Es seien a, a und b, ß diejenigen Punkte, in denen der Rand 
der Fläche 31 von irgend zwei zur y-Axe parallelen, und einander 
unendlich nahen Linien ge- . 
schnitten wird. Der den bei- 
den Elementen ab und ßa ent- 
sprechende Tfieil des Integrales 
(4.) lautet alsdann: 

(a.) T = Waö (Xö - Xa) 

+ W„ii {Xa — Xfi\ 

Bezeichnet man nun den posi- 
tiven Abstand der beiden Pa- 
rallelen aa und bß von ein- 
ander mit dXy so ist offenbar 
^b — ^a = d^7 wnd ebenso x^i — a;« = dx\ so dass man erhält: 

(b.) T=(Waö- Wa^)dx. 

Wab ist der Werth von W in einem beliebigen Punkte zwischen a 
und 6, und kann daher z. B. durch Wa ersetzt werden; ebenso Wafi 
durch Wa. Somit folgt: * 

(C.) T= (Wa - Wa)dX, A.l=-{Wa— Wa)dx, 

Nun kann aber die Differenz Wu — Wa, vireil W auf 81, mithin 
auch längs der Linie aa eindeutig und stetig ist, in folgender Weise 
dargestellt werden: a 

W ^W=(^ 




dyy 
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die Integration biuerstreckt über alle Elemente dy der Linie aa. 
Somit folgt aus der Formel (c): 



a 



(A) T=-f^dxdy, 



die Integration erstreckt über alle Flächenelemente dxdy des zwi- 
schen aa und hß gelegenen Flädienstreif'ens. 

Denkt man sich in dieser Weise sämmtlicJie Theile T des In- 
tegrals (4.) berechnet, und all' diese Theile zusammenaddirt, so er- 
hält man schliesslich für jenes Integral den Werth 

(5-) r Wdx =-^ ff ^ dxdy, 

wo die Integration rechter Hand sich ausdehnt über alle zur Fläclie 
Sl gehörigen Flächenelemente dxdy. 

Stillschweigend haben wir bei Ableitung dieser Formel (5.) 
vorausgesetzt, die Fläche Sl besitze nur eine llandcurve, überdies 
auch noch vorausgesetzt, dass diese eine Randcurve von jedweder 
zur y-Axe parallelen Linie immer nur in zwei Funkten getroffen 
werde. Wie nun aber die Fläche 31 auch beschaffen sein mag, stets 
wird man sie durch irgead welche Linien 6 in kleinere Stücke zer- 
legen können, deren jedes jenen Voraussetzungen entspricht. Dem- 
gemäss wird also die Formel (5.) correct sein für jedes dieser ein- 
zelnen Flächenstücke. Addirt man aber alle so sich ergebenden 
Formeln zusammen, so wird man, weil [zufolge (3.)J die den Curven 
6 zugehörigen Integraltheile sich gegenseitig zerstören, wiederum 
zu einer Formel gelangen von der in (5.) angegebenen Gestalt. 
Also der Satz: 

Ist die Function W = W{Xy y) auf einer gegebenen Fläche 21 
eindeutig und stetig, so gilt die Formel: 

(6.) f^Wdx Sj^^dxdy, 

WO die Intetjration links über sämmtliche Bandcurven von % und 
zwar über jede in ihrer positiven Richtung erstreckt ist, wäiirend dv' 
Integration rechts über sämtntlicJie Flädienelemente dxdy der Fläc/ie 
% sich ausdefmt. 

In ganz analoger Weise ergiebt sich nun andererseits auch f'ol- 
gende Fortnel: 

(7.) f^^''y--^ff^^^^<'y' 
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wobei ül^er die Integrale links und rechts dasselbe 0u bemerken isty 

wie bei (6.). 

Bemerknng. Das Integral linker Hand in der vorletzten Formel (6.) 
laotet: 

J = r Wdx. 

Dasselbe ist positiv hinerstreckt zu denken über den ganzen Band der 
gegebenen Fläche %, und wird also eine 
Summe von n Integralen sein, falls 91 im 
Ganzen n Randcurven besitzt. Versteht man 
z. B. unter % die schon früher besprochene 
ringförmige Fläche, welche in beistehender 
Figur von Neuem dargestellt ist, so wird 
jenes J eine Summe zweier Integrale sein, 
deren eines über die äussere Randcurve 
in der Richtung 8, und deren anderes über 
die innere liandcurre in der zu «' entgegen- 
gesetzten Richtung a hinläuft. 

Genau dasselbe gilt von dem Integral 
linker Hand in der letzten Formel (7.). 

Genügen U = U(x, y) und V = V{x, y) den an W gestellten 
Anforderungen, so ist nach (6.) und (7.): 







und folglich 



j^ilJdx + Vdy) = - jj; {^ - II) dxdy. 

Demgemäss erhalten wir folgenden Zusatz: 

Sind die Fundionen U = U{x, y) und V = V{x, y) auf einer 
gegebenen Fläche % eindeutig und stetig, und aet^t man überdies 
vorau>s, dass der Ausdrucke 

(8.) Udx + Vdy 

ein vollständiges Differential sei, d€tss mithin U und V der Bedingung 

o— == -g— entsprechen^ so wird das über sämmtliche Bandcurven von 

81 in positiver Richtung erstreckte Integral 

(9.) / {Udx + Vdy) stets =0 sein. 

Wir wollen jetzt annehmen ü= U(x, y) und F= V{x, y) 
wären von solcher Beschaffenheit, dass nicht nur U^ V selber, son- 
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dV dV 

dern auch -^ und 0— auf 31 eindeutig und stetig sind. Alsdann 

können wir die Formel (6.) z. B. anwenden auf W = U a - , ebenso 

dV 
(7.) auf W= U-^, und erhalten hierdurch: 

/U..- dx = — ( f (^- 1^ 4- U ö-^-) ^^ dy y 
g( ox 9'J^\dy dx ' oxöy/ ^ 

mithin durch Addition: 

«/ 2j r/e/ %\()x cy oy OX/ ^ 

Also der Sa^z: 

Sind die Functionen U = U(x, y) und V = V(Xy y) auf eitler 

gegebenen Fläche ?l eindeutig und stetig, mid gilt Gleiches auf % 

dV dV 

aucfi von -0— und a- , so findet die Formel statt: 

(10.) J^UdV =JJ 3j [y, Jy - Wy J^) ^^^ '^y ' 

wöbd über die Integrationen linJcs und rechts dasselbe zu wiedcrholepi 
ist, une bei (6.). 

§ 4. 

Die oomplexen Grössen. 

Sind x^ y reelle Grössen und ist i = )/ — 1, so heisst {x + iy) 
eine complexe Grösse. Gleichzeitig heissen alsdann x und y die bei- 
den Componenten dieser complexen Grösse. Die complexen Grössen 
begreifen als specielle Fülle m sich sowohl die reellen, wie die rein 
imaginären Grössen. In der That reducirt sich der Ausdruck (x + iy) 
für y = auf das reelle x, und für x = auf das rein imaginäre iy. 

Sind irgend zwei complexe Grössen (x -j- iy) und (Xi + iy^) 
einander gleich, so folgt daraus, dass ihre Componenten einzeln ein- 
ander gleich sind. Denn aus 

^ + iy = Xi+ iyi 
ergiebt sich: {x — x^) = i(yi — y), oder, falls man zum Quadrat erhebt: 

Und hieraus folgt, weil x, y, x^, y^ reell sein sollen, sofort: 

X = x^ und y = y^. Q. e. d. 
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Zwei complexe Grössen können also nur dann einander gleich sein, 
wenn ihre Cotnponcnten einsein einander gleidi s^ind. Mit andern 
Worten: Ist der Wcrth einer coniplexen Grösse j? = (a; + iy) gegeben, 
so sind hierdurch die Werthe Hirer beiden Cofnponenten x und y bereits 
mitbestimmt Umgekehrt wird, wenn x und y gegeben sind, hier- 
durch auch der Werth von s = (x -\- iy) bestimmt sein. Demgemäfs 
kann man jede complexe Grösse z = {x '\- iy) geometrisch durch 
einen Punkt darstellen, dessen Coordinateu x und y sind. 

§ 5. 

Funotionen eines complexen Argumentes. 

Ist irgend eine Function zweier Argumente: 

F = F (X, y) 

gegeben, so kaiui dieselbe stets als Function eines einzigen Argu- 
mentes angesehen werden. Setzt man nämlich 

z = X -{- iy, wo i = y — 1, 

so werden durch Angabe des Werthes von z die Werthe von x und y, 
und folglich auch der W^'th von F bereits mitbestimmt sein; sodass 
also F lediglich von z abhängt. 

Dabei ist indessen stillschweigend vorausgesetzt, x und y seien 
reelle Variablen. Denn denkt man sich x und y als cmnplcxe Grös- 
sen, so sind offenbar durch Angabe des Werthes von z ^= x -^ iy 
die Werthe von x imd y noch Iceineswegs mitbestimmt. 

Wir wollen nun in der That für x und y irgendwelche com- 
plexe Grösse 5 = ^' + i^i i^nd ri = y -\- iy^ substituiren und fol- 
gende Frage uns vorlegen: Welclie Bcschaff'enlieit muss die Function 

F ^F{l,ri) = F{x + ix„ y + iy,) 

besitzen^ wenn dieselbe nur von dem einen Argument (6 + ^^) ^ 
hängen soll? 

Giebt man den complexen Variablen |, ri irgend welche Zu- 
wüchse d\, drij so lautet der correspondirende Zuwachs von F: 

dt = ^g dl + -^- dfi, 
oder, ein wenig anders geschrieben: 

äF = (l? + i f :) '-^ -i''- + ('4-i '^) '^- -+-^ • 

Soll nun F nur von dem Binom (§ -|- itj) abhängen, so muss dF 
stets = sein, so lange dieses Binom ungeändert bleibt, also stets 
= sein, so lange (dg -j- idr^) = bleibt. Dieser Anforderung 



Allgemeine Grundlagen. 11 

aber wird ofiFenbar, wie die vorstehende Formel zeigt, nur dann ent- 
sprochen werden, wenn F der Bedingung Genüge leistet: 

Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Sind | timl rj complexe Variable , so wird eine 
Function von der Form: 
(1.) F = F{1, ri) 

stets und nur dann eine Function von (| + itj) sein, ivenn sie der 

Bedingung entspricht: 

dF , .dF ,, 

Solches constatirt, gehen wir jetzt erst zu dem Fall zweier 
reellen Argumente x, y über, indem wir dabei folgende, durch ihre 
Einfachheit sich empfehlende Definition an die Spitze stellen: 

Definition. — Sind x und y zwei reelle Variable , so soll jede 
Function von der Form 
(2.> F=F{x,y) 

eine Function von (x + iy) genannt werden, sobald ihre BescJui/fm' 
heit von soldier Art ist, dass sie diesen Namen verdient bei unum- 
schränkter, d. i, complexer Variahilität von x und y. 

üebrigens kann man dieser Definition, auf Grund des Theorems 
(1.), auch folgende Fassung geben: 

Dieselbe Definition in etwas anderer Form. — Sind x und y 
0um reelle Variable, so soll eine Function von der Form 

(3-) F=F(x,y) 

stets und nur dann eine Funktion von (x -j- iy) genannt werden, wenn 
sie der Bedingmig Genüge leistet: 

dF . .dF ^ 

dx ' dy 

Etwas stärker accentuirt ah diese Riemann'sche Ausdruclsweise ist 
die Cauchy'sche, von der hin und wieder ebenfalls Gebrauch genuicht 
werden soll, Cauchy bezeichnet 'nämlich Functionen von (x + iy), genau 
in demselben Sinne wie sie hier defmirt sifid, als monogene Func- 
tionen von (x + iy)' 

Beispiele. — Dass Ansdrücke, wie 

sin (x + iy)y C08 {x + iy), ä*"^'^, log {x + iy) etc. etc. 
als Functionen von {x -\- iy\ oder nach Cauchy als monogene Functionen 
von {x -\- iy) zu bezeichnen sind, unterliegt nach diesen Definitionen [vgl. 
namentlich (2.)] keinem Zweifel. 
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Uingegen wird ein Ausdruck von der Form 

F = Ax^ + 2Bxy + Cy^, 

wo A, Bf C Constante sind, im Allgemeinen keine monogene Function von 
{x -4- iy) sein. Soll der Ausdruck auf diesen Namen Anspruch erhalten, 
so muss noch (3.) die Bedingung erfüllt sein: 

dF..dF ^ 
dx ' cy 

d. i. die Bedingung: 

{Ax + By) + t {Bx + Cy) = 0, 
d. h. es mufs 

A + iB ==^0 und B -\- iC = 0, 
mithin 

B =. %A und « t\B = — il 

sein. Alsdann aber nimmt F die Gestalt an: 

F =. A{x^ + Uxy - y% d. i. = ^ (o; + %y)\ 
also in der That die Gestalt einer mono^en^n JTunction. 

Es sei F irgend eine gegebene Function von {x + iy), oder, 
nach der Cauchy'sehen Nomenclatur, eine monogene Futiction von 
(x -j- iy)] so dass also [vgl. (3.)] die Gleichung stattfindet: 

dF , .dF ^ 

(4.) ä? + ^ä^ = ^- 

Wir wollen nun annehmen, es sei gelungen, diese Function in die 

Form zu versetzen: 
(5.) F=U+iV, 

wo £/= U{x,y) und V = V{x,y) irgend welche reelle Functionen der 
reellen Variablen x, y vorstellen. Substituirt man diesen Werth (5.) 
in (4), so folgt: 

(6.) '-ä^fp + i '-fftiD = 0, 

oder, was dasselbe ist: 

('■) (i^r-i:)+'(i:;+ii)=o. 

Und hieraus folgt weiter 

(80 -Q- — -Q- = und -5 f- -5— = 0. 

^ ^ ox oy oy ex 

Also der Satz: Gelingt es, eine von (x + iy) abhängende Func- 
tion jP, oder, scMrfer ausgedrückt, eiyie monogene Function F von 
{x + iy) *w die Form zu versetzen: 
(9.) F=U+iV, 

wo TJ = U{x,y) und V = V{x,y) irgend welche reelle Functionen der 
redien Variablen x, y vorstellen, so werden diese U, V stets den 
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beiden Differentialgleichungen Genüge leisten: 

(9.a) |^-'/ = und |^ + |-^ = 0. 

ox oy öy * ox 

Beispiele. — Setzt man: 

(A.) F^(^x + iy)\ d. i. = [0^^ - 2/^J + i [2a;y], 

80 ist offenbar U == x^ — y* und F= 2xy. Und diese beiden Functio- 
nen entsprechen in der That den beiden Gleichungen (9.a). 

Setzt man femer, indem man unter a und b irgend zwei reelle Con- 
stanten versteht: 

(B.) * F^{a + ib) (X + iyy, d. i. (a + ib) ([x^ - y»] + t [2xy]), 

oder, was dasselbe ist: 

F = [a(x^ -y')-h (2a:y)] + % [b{x^ - y») + a {2xy)], 

so ist offenbar: 

IJ = a (cC* — y*) — 2hxy^ 

V ^b{x^ — y«) + 2axy. 

Und man überzeugt sich leicht davon, dass diese Ausdrücke 27, V den 

Gleichungen (9.a) entsprechen. 

Setzt man femer 
(C.) F= sin(a: + ty), 

so erhält man: 

d. i. Ausdrücke, die wiedemm den Gleichungen (9.) entsprechen. 

Man kann den letzten Satz auch umkehren. Entsprechen näm- 
lich irgend zwei Functionen U= U(x,y) und V==V{x,y) den bei- 
den Gleichungen (8.), so folgt hieraus^ indem man rückwärts von 
(8.) zu (7.) zu (6.) geht: 

d{ü+tV) , . d(U+iV) 
—di + * di ^' 

also, falls man (JJ -{- iV) mit F bezeichnet: 

dx ' dy 

Zufolge der Definition (3.) ist daher dieses F eine Function von 
(x -|- iy). Also der Satz: 

Sind U = U(x, y) und V = V{x, y) irgend welche reelle Functio- 
nen der reellen Vcmablen x, y, und weiss man, dass diese Functio- 
nen den beiden Differentialgleichungen 

(10.) X ö- = <> wwa -5 — h ..- =0 

^ ^ dx oy oy * ox 
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Genüge leisten^ so wird das Binom 

F= ü+iV 

eine Function von (x + iy), oder, schärfer ausgedrückt ^ eine monogene 
Function von (x + iy) ^^w. 

Nachträgliches. — Abweichend von der in (2.), (3.) adoptirten 
Bezeichuungsweise, könnte man, falls .c, y reelle Variable sind, jed- 

wede Function derselben 
(11.) F=F{x,y) 

als eine allein von (x + iy) abhängende Function auffassen, wie 
solches sich ergiebt auf Grund der zu Anfang dieses Paragraphs 
angestellten einfachen Ueberlegung. 

Und dies ist in der That die CaucJiy'sche Auflassungsweise. 
Cauchy nennt tiämlieh jedtvede Function F{x,y)f von welcher Besdhaf- 
fenJieit sie a^idi sein mag, eine Function von (x + iy), und untersdieir 
det dabei, je ruicMefn dieselbe der Differentialgleichung 

(12.) 1^ + i 1^ = 

^ ^ ox ^ öy 

Genüge leistet oder nicht, zwei Fälle. Im erstem Faüe nennt er die 
Function, wie bei (3.) schon bemerkt unirde, monogen, im letztem 
nichtmonogen, 

(Jm auf die betreffenden Cauchy 'sehen Betraclitungen näher ein- 
zugehen, markiren wir auf der Horizontalebene den Punkt z und 
irgend einen Nachbarpunkt z + dz, d. i. diejenigen Punkte 

z = X -^ iy und jei + ^^ = (^ + ^^) + *(!/ + ^y)» 

deren Coordinaten x, y und {x + dx), (y + dy) sind, und bilden 
sodann den Differentialquotienten 

dF 
dz 

Der Zähler dF dieses Quotienten repräsentirt den Unterschied der- 
jenigen beiden Werthe F und F -f- dF, welche die betrachtete 
Function F (x, y) in jenen beiden Punkten z und z -\- dz besitzt, 
und drückt sich also aus durch die Formel: 

dF=-^-^dx+ ^ydy, 
oder, was dasselbe ist, durch die Formel: 
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Hieraus folgt, falls man durch ds = {dx -\- idy) dividirt: 



dF 
dz 



2 y^o; dyj ' 2 y^^a; ' cyj [_dx + tdyj 



Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Bruch hat aber eine 
einfache geometrische Bedeutung. Be- 
zeichnet man nämlich die Polarcoordina- 
ten des Punktes -\- dz in Bezug auf 
den Punkt mit q und d^y so ist 



x+rfx 



dx = Q cos -Ö-, 
dy ^ Q sin •9', 



. mithin 




(13.) 



dx -f- idj/ = pe"*^, 

< 

sodafs- also jener Bruch = e~*'^ wird. Somit erhält man: 
dF 



dz 



"~ 2 l^a^ * ay j ■*" 2 l^aa; "t" * dy) 



9i& 



dF 



Der Differential quotient -j- dependirt also nicht nur von dem 

dz 

eigentlich betrachteten Punkte ^== (x -\- iy), sondern hängt überdies 

auch von dem Azimuth d- des bei seiner Bildung benutzten Naefh 

barpunkies ab, und wird daher, je nach der zufälligen Wahl dieses 

Nachbarpunktes, jedesmal einen andern, im Ganzen also unendlid^ 

viele Werthe besitzen; es sei denn, dass der in (13.) im letzten Gliede 

enthaltene Ausdruck 

dF , . dF 

dx * dy 
= wäre. Denn in diesem Falle reducirt sich der Ausdruck (13.) auf 



(14.) 



dF __ 1 / 
d£; "" 2 \ 



dF 
dx 



.aF 

dy 



t 



) 



(15.) 



d. i. auf einen von d" nnah]uingi{fen Ausdruck. Man gelangt daher, 
mit Rücksicht auf die in (12.) gegebene Definition, zu folgendem Satz: 
Ist die vorgelegte Function 

F = F{x, y) 

eine monogene Fundion von {x + iy) und setzt man {x -\- iy) = jer, 
so tvird der Differentialquotient 

dz • 
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unabhängig sein von der WaM des bei seiner Bildung angewandten 
Nadiharpunktes z + dz*\ 

Ist hingegen jene Function eine nichtmonogene Function von 
{x + iy) oder z, so unrd der genannte Differentialquotient wesentlich 
abhängen von dem Azimuth des Nachbarpunktes^ z + dz, also von der- 
selben unendlichen Vieldeutigkeit sein, wie dieses Azimuth. 

Man kann also, falls man will, die Eintheilung der Functio- 
nen F = F{x, y) in monogene und nichtmonogene basiren auf das 

dF 



Verhalten des Differentialquotienten 



dz 



Und thut man dies, so 



erhält man die eigentliche Cauchy'sche Definition dieser Begriffe. 

§ 6. 
lieber Cnrven-Integrale soloher Fnnotionen , die von einem oom- 

plexen Argament abhängen. 

Unter dem über eine gegebene Curve AB erstreckten Integral 

B 

JWdV 

A 

haben wir [pg. 5] den Ausdruck verstanden : 
Demgemäss wird, falls irgend zwei von 

^ = (^ + iy) 

abhängende Functionen f{z) und 9 (je?) ge- 
geben sind, unter dem über die Curve AB 
erstreckten Integral 

(1.) ff{z) difiz) 

A 

folgender Ausdruck zu verstehen sein: 

(2.) Ut (92 - 9i) + /23 (93 — 92) + U&^^^ - 9a) + , 

wo die Indices dieselbe Bedeutung haben sollen wie früher [p. 5]. 





dF 



*) Es würde nicht correct sein, zu sagen, dass -^ (in diesem Falle der 
monogenen Function) in jedwedem Punkte e immer nur einen Werth habe. Denn 



es kann z. B. 



F ^yx-\- iy ^Vz 



dF 



sein. 



Und dann wird ^- , ebenso wie F selber, in jedem Punkte z zwei Werthe 



dz 



besitzen. 
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Für ein solches Integral gilt wiederum [vgl. (3.) p. G] die Formel: 

B A 

(^■) • ff(z)dip(z) + ff(z)dip(g) = 0. 

D. A. da& Integral besitzt entgegengesetzte Werthe, wenn man dasselbe 
über eine gegebene Curve AB das eitie Mal von A nach B, das andere 
Mal umgekehrt von B nadi A erstreckt. 

Man kann sich die Aufgabe stellen, ein solches Integral, falls 
die Functionen fiß) und q){0) nebst der Curve gegeben sind, wirk- 
lieh zu berechnen. Und hierbei wird es angemessen sein, mit fol- 
gendem einfachen Beispiele zu beginnen. 

In der Horizontalebene sei eine Kreisfläche S gegeben vom 
Radius R und mit dem Mittelpunkt c = (a -{- ib). Die peripheri- 
schen Punkte derselben mögen mit z = (x -\- iy) bezeichnet werden. 
Es soll das in positiver Richtung über den Rand dieser Kreisfläche 
erstreckte Integral 
(4.) J = /^(5-c)«d^ 

berechnet werden. Und zwar sei n eine gegebene positive oder ne- 
gative ganze Zahl. 

Bezeichnet man die Polarcoordinaten des Punktes z = {x -{- iy) 
in Bezug auf den Mittelpunkt 
c = (a -f- ib) mit R, # [wo R 
den Radius der Kreisfläche vor- 
stellt], so ist oflfenbar: 

X — a = R cos ^j 

y — b = R sin -O*, 
folglich: 
(5.) z — c = JBe'^ 

Diese Formel (5.), in welcher 
c, R gegebene Constanten sind, 
macht die Variable z abhängig 
von dem Azimuth d', und ergiebt durch Differentiation: 

(5 a.) dz = iRe*^d%'. 

Substituirt man jetzt die Werthe (5.), (5a.) in (4.), so erhält man: 



y 




X 



%n 



(6.) 







Denn es sollte die Integration positiv erstreckt werden über den gan- 

Keumann: Abersche Integrale. 2 Aufl. 2 
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zen Rand der Kreisfläche; so dass also die dem Azimuth d' ent- 
sprechenden Integrationsgrenzen in der That -^ = und ^ =2jt sind. 
Durch wirkliche Ausführung der Integration ergiebt sich nun: 

(7.) J=iJ.+x^____l. 

Hieraus folgt sofort, dass J = ist, amser für n = — 1. Denn 

für n = — 1 nimmt der Ausdruck (7.) die unbestimmte Form — an. 

Am einfachsten erledigt sich dieser Ausnahmefall mittelst der 
früheren Formel (6.). Diese nämlich giebt fiir « = — 1: 

(7a.) J = ifd^y d. i. J = 27ci. 



Also der Satz: Beschreibt man um einen Punkte eine Kreisflädte 
6 von beliebigem liadius, bezeidinet man ferner die penpherisdien Punkte 
dieser Fläclie mit z, und versteht num endlich unt^' n eine beliebige 
positive oder negative ganze Zahl, so tvird das über den Band def^ 
Kreisfläclte in positiver Bichtung erstreckte Integral 

(8.) J^{z-cydz stets =0 

sein, ausser wenn n = — l ist. Für diesen Ausnafiniefall ergiebt 
sich die Formel: 

(8a.) J^{0-c)-'dz = 2m, d.i. f^-^^ = 2ni. 

Uebrigens repräsentiren diese Formeln nur specielle Fälle vou 
viel allgemeineren Formeln, die man Cauchy verdankt und zu deren 
Ableitung wir im folgenden Paragraph uns hinwenden wollen. 

§ 7. 
Die Cauohy'sohen Theoreme. 

Es sei % eine in der Horizontalebene beliebig gegebene Fläche, 
die also z. B. beliebig viele Randcurven besitzen kann. Ferner sei 
/*= f{z) eine monogene Function von z ^= {x -\- iy), welche auf ?l 
allenthalben eindeutig und stetig ist. Denkt man sich also diese 
Function durch Sonderung des Reellen und Imaginären in die Form 
versetzt: 

so werden f7= ?7(.r, y) und F= V{Xj y) Functionen sein, die eben- 
feUs auf 31 eindeutig und stetig sind. Ueberdies werden dieselben 
[Satz p. 12] den Gleichungen Genüge leisten: 
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du dv ^ 'du , dv ^ 

ex oy oy * ox ^ 

so dasa also die Ausdrücke 

Udy + Vdx und Udx — 7dy 

vollständige Diflferentiale sind. Demgemäss sind [Satz p. 8] die 
Ober sämmtliche Randcurven von 81 in positiver Richtung erstreck- 
ten Integrale 

f^iUdy + Vdiv) und f^{Udx-Vdy) 

beide = 0. Nun ist aber : 

f{g)dg = {U + iV)(dx + idy) = (Udx — Vdy) + i (Udy + Vdx), 

mithin 

Jj(0)de -J^(Udx - Vdy) + if^(Udy + Vdx); 

und die hier auf der rechten Seite befindlichen Integrale sind die- 
jenigen, von denen soeben nachgewiesen wurde, dass sie = sind. 
Somit folgt: 

Jj(z)dz = 0. 

Also der Satz: Ist eine monogene Function f{z) auf einer gege- 
benen Fhiclie % eindeutig und stetig, so wird das über sä^mtliclic 
Bandcuroen von 81 in positiver Richtung erstreckte Integral 

(9.) ^A^)^^ '^^ =0 

sein. Aus diesem Satz ergiebt sich z. B. als ganz specieller Fall die 
frühere Fomiel (8.), vorausgesetzt, dass man dem dortigen n einen der 
Werthe 0, 1, 2, 3 . . . beilegt 

Hält man fest' an den über 31 und f{z) gemachten Voraus- 
setzungen und versteht man überdies unter c = (a + i6) irgend einen 
festen Punkt innerJmlb 81, so wird der Satz auf die Function 

(1.) 9>W = jzi-c 

nicht mehr anwendbar sein. Denn diese Function ist im Punkte c 
unendlich gross^ also unstetig. Beschreibt man aber um c eine kleine, 
völlig innerhalb 81 liegende Kreisfläche 6, und bezeichnet man das 
von 8, nach Absonderung dieser Kreisfläche 6, noch übrig blei- 
bende Stück mit 81': 

r = 81 — e. 



80 wird (p{z) auf dieser neuen Fläche 81' allenihalben eindeutig und 

2* 
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stetig sein. Auf diese neue Fläche 31' und die Function (p(z) ist 
daher der vorhergehende Satz sofort anwendbar, wodurch sich er- 
giebt: 
(2.) . f^,q>iz)dz = 0, 

die Integration positiv erstreckt über sämmtliche Randcurven von §1'. 
Diese Curven bestehen aber aus den Randcurven der ursprünglichen 
•Fläche ?l und überdies aus dem Kande von 6. Und zwar wird 
man bei einer positiven Umlaufung von 31' die Randcurven von 31 
in ihren positiven Richtungen, hingegen die Randcurve der Kreis- 
fläche ® in ihrer negativen Richtung zu durchwandern haben. Dem- 
gemäfs nimmt die Formel (2.) die Gestalt an: 

(3.) J^q,{z)dz-J^fp{z)di:=0, 

das eine Integral positiv erstreckt gedacht über den Rand von 31, das 
andere ebenfalls positiv über den von ß. Dabei ist Gebrauch ge- 
macht von dem Satz (3.) p. 17. 

Substituirt man in (3.) für q>{z) seine eigentliche Bedeutung (1.), 
so erhält man: 

r f{z)dz ^ r f{z)dz 

oder, fallß man den Werth von f(/), wie er bei Sonderung des Reellen 
und Imaginären sich herausstellt, mit 

(5.) _ fiz) ^U + iV 

bezeichnet: 

(C) ) C ^-- = C — — 4- • C —-- 

^ ' •' ^ Z—C J {^Z — c~^ J ^ z — c > 

oder, falls man für die Punkte der Kreisperipherie [ebenso wie 
früher pg. 17] je? — c = Re^'^, mithin (h = iUe^'^d^' setzt: 
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Diese Formel bleibt richtig, wie klein man den Radius B. der 
um c beschriebenen Kreisfläche ß auch wählen mag. Lässt man 
aber diesen Radius zu Null herabsinken, so verwandeln sich die bei- 
den Integrale rechter Hand respective in 27cUc und 2äFc, wo Uc 
und Vc die Werthe von U und V im Punkte c vorstellen. Somit 
erhält man also: 



(8-) ia-'^ = 2«/(r^ + ,:n), 
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oder mit Rüaksicht auf (5.): 

(9.) f^f^'}^l = 2nif{c). 

Erläuterung. — Das in (7.) enthaltene Integral 

fUd» 

eratreckt sich über den Rand der Kreisfläche (§, und entspricht also, falls 
man den kleinsten und grössten Werth von U längs dieses Randes respec- 
tive mit U* und U" bezeichnet, der Formel: 

• tTt "in tn 

U'Jd^ <fud» < i'"Jd», 



d. i. der Formel: 

'inU' < fud& < 2nU". 


Läüst man aber den Kreisradius R gegen convergiren, so convergiren 
2nU' uud 2n U" beide gegen 2n U^, Gleiches gilt daher von dem zwischen 
diesen beiden Grössen liegenden Integral 

fud». 



Mit andern Worten: Dieses Integral nimmt, falls man B zu Null werden 
lässt, den Werth 2nU^ an. 

In analoger Weise wird offenbar andrerseits auch das letzte Integral 
in (7.) behandelt werden können. U. s. w. 

Auf Grund der Formel (0.) gelangen wir schliesslich zu folgen- 
dem Satz, der, ebenso wie der vorhergehende Satz |pg. 19], von 
Cauchy herrührt: 

Ist eine monogene Function f{z) auf einer gegebenen FläcJie Ä 
eindeutig und stetig, so ULsst sich der Werth dieser Function in 
jedwedem Punkte c, der innerhalb 81 liegt, durch folgendes Integral 
darstellen: 

... 1 r f{z) dz 
(10.) f^'^-J^iJ^T^-c^ 

die Integration positiv erstreckt über sämmtUclie Ita'ndcurven von Ä. 
Dieser Satz ist also z, li. amcendhar auf f{z) = ^'*, falls n eine iwsi- 
tive ganze Zahl vorstellt, ebenso auf f(z) = j?^ = 1. Im letztern Falle 
ergibt sich die Formel: 

(11.) 2niJ^z--c 

Und diese ist identisch mit der früJieren Formel (8 a.), pg. 18. 
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Beiläufige Aufgabe. — Wir stellen uns die Aufgabe, diejenige 
monogene und auf % eindeutige und stetige Function f(ß) zu er- 
mitteln, welche längs des Randes von % cotistant, etwa = K ist. 
Zufolge des Satzes (10.) wird der Werth dieser Function in jed- 
wedem Punkte c innerhalb ?l lauten: 

ff A — J— C ^^ 

also nach (11.) sich so schreiben lassen: 

f{c) = K 

Also der Satz: Ist eine monogene Function f{s) auf eitler ge- 
(12.) gebenm Fläche ^ eindeutig und stetig, und ist ihr Werth am Rande 
von Sl constant, etwa = K, so wird sie auf der Fläche ?l allent^ 
halben = K sein. 

Ferner ergiebt sich aus (10.), dass zwei Functionen f{£) und 
fy{z), die auf 21 eindeutig und stetig sind, und am Rande von 21 
einerlei Werthe haben, auch in jedwedem Punkte innerluilh 21 gkiclie 
Werthe besitzen werden. 

§ 8. 
Ueber die Differentialquotienten einer Function mit oomplesem 

Argument. 

Durch Vertauschung der Buchstaben z und c geht die Formel 

(10.) über in: 

rr \ 1 r f{c)dc 

(13.) f'^-^nJ^c^T' 

Ist mithin f{z) auf der Fläche 21 eindeutig und stetig, so wird diese 
Formel (13.) gültig sein für jedweden Punlct z innerhalb 21; und 
hierbei ist die Integration ausgedehnt zu denken über sämmtlicJie liand- 
punhte c der Fläche 21. 

Differenzirt man nun die Formel (13.) zu wiederholten Malen 
nach z, so folgt: 

,.,, JLrM— ^ r f3^ 

V 14.; 1 . 2 ' ^^>' ~ Yni J 91 (c ~ ZY ' 

1.2.3' W 2711, /2( (c — zY' 
etc. etc. etc. 
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Diese Formeln (14) zeigen, dass f{z), f\^); f"{ß)i etc. inner- 
halb % eindeutü/ und stetig sind. 

Also der Satz: Ist eine Function f(js) auf einer gegd)enen FUicIic 
(15.) St eindeutig und stetig y so gut Gleiches auf % auch von ihren 
sämnUlichen Ableitungen f{B)j f'{z\ f"(/)j ctc^ete. 

Sind also f(ji) und (p{i) auf St eindeutig und stetig, so gilt [zu- 
folge des soeben ausgesprochenen Satzes] Gleiches auch von 9' {z), 
mithin z. B. auch von dem Product: 

Demgemäss ergiebt sich [Satz p. 19]: 

f^fi''W(^)d^-0, d.i. f^fi0)dq>(z) = O. 

Also der Satz: Sind f= f{z) und 9 = 9(^) auf einer gegebenen 
Flä<^Jie eindeutig und stetig, so ist das über sämmtliche Bandcurven 
von 3t in positiver Richtung erstreclUe Integral: 

(16.) / fdtp stets =0. 

Dieser Satz Icann angesehen werden als eine Vcrallgenieinerung des 
friiJieren Satzes pg. 19. 

§9. 

Weitere Anwendung der Oauohy^sohen Sätee. 

Wir stellen uns folgende Aufgabe: Eine Function f{z) sei auf 
der unendliclien Ebene allenthalben eindeutig und stetig. Auch sei 
bekannt, dass ihr Modul auf der unendlichen Ebene nirgends grösser 
als M ist, wo M eine gegebene endliche (positive) Constante vorstellt; 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 

■ 

n\ moAf{z)<M. 

Ausserdem sei irgendwo auf der unendlichen Ebene ein Punkt c mar- 
kirt. Es soll der Werth der Function im Pimkte c näher unter- 
sucht werden. 

Wir beschreiben um den Anfangspunkt j8f = eine Kreisfläche 
St, deren Radius JR beliebig gross sein mag, mindestens aber so gross 
ist, dass der gegebene Punkt c innerhalb St liegt. Da nun unsere 
Function f(z) auf der ganzen unendlichen Ebene, mithin auch auf 
St eindeutig und stetig sein soll, so wird sich ihr Werth im Punkte c, 
zufolge des Cauchy'schen Satzes [(10.) pg. 21], darstellen lassen durch 
die Formel: 
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(2.) f^')-iiiJ^-h-c^ 

die Integration über den Rand von ?l in positiver Richtung hin- 
erstreckt gedacht. In gleicher Weise ergiebt sich mittelst jenes 
Satzes für den Werth der Function im Anfangspunkte je? = 0, d. i. 
im Mittelpunkte der Kreisfläche Sl die Formel: 

Durch Subtractiou der beiden Formeln (2.), (3.) ergiebt sich 
weiter: 

(•4.) f{c)-m = ^.f '-^-\- 

Hieraus aber folgt (mittelst des bekannten Satzes, dass der Modul 
einer Summe kleiner als die Summe der Moduln ist): 

(5.) mod [/-(c) - m\ < / r "°- - " , ""' ^^ "- '' ^^ ■ 

^ ' L/ v / ' "^ ^J - 2«t/ 5( mod z ' mod {z — c) 

Nun ist: 

mod c = r, 

mod z = It, 

^ '- mod (z— c) = Qj 

mod (ds) = (h, 

wo r, JK, Q die in der nebenstehenden Figur 
angegebenen lintfcnmngen vorstellen, und 
wo ferner ds die gegenseitige Entfernung der 
beiden Randpunkte z und z '\- dz vorstellt; 
so dass also dieses ds ein Element der 
Kreisperipherie bezeichnet. Ausserdem ist zufolge (1.) 

iß) mod f{z) < M 

m 

Mittelst dieser Relationen (a.), (/3.) geht die Formel (5.) über in 

(6.) »"«^n/-(c)-/-(o)i<;-./;^-f^*- 

Nach der geometrischfii Anscliauung [vgl. die Figur] ist aber: 

r + Q> 11, 
d. i. 

Q>li- /•; 

und hieraus folgt, weil sowohl q als auch (J? — r) stets positiv 
sind, sofort: 
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Dieser letzten Relation entsprechend, kann die Formel (6.) auch so 
geschrieben werden: 

(7.) -^o^mc)-m\<lJ^^^y 

oder, weil r, B, M bei Ausführung der Integration constant bleiben, 

auch so: 

rM C 

(8.) mod 1 /-(c) - /(O) I < ,^-(-^— ,) • ./ gj rf«. ■ 

Das hier auftretende Integral repriisentirt aber die Lunge der Kreis- 
peripherie, und ist also = 2:rZf. Somit folgt: 

Bei der hier angestellten Betrachtung konnte der Kreisradius 
H beliebig grosa gewählt werden. Die Formel (9.) wird somit gültig 
bleiben, wenn wir das It weiter und weiter, ius Unendliche hin 
wachsen lassen. Demgemäss crgiebt sich: 

(10.) mod \f(c) - /(0)J = 0, 

und folglich: /(c) — /'(O) = 0, d. i.: 

(11.) /(c) = /(O). 

Nun repräsentirt aber c einen zu Anfang unserer Betrachtung 
auf der Ebene ganz beliebig niarkirten Punkt. Demgemiiss wird die 
Formel (11.) gültig sein, welche Lage wir diesem Punkte c in der 
Ebene auch zuertheilen mögen; und wir gelangen somit zu fol- 
gendem Satz: 

Ist eine Function f{z) auf der unendlichen Ebene überall ein- 
dentig und stetig j und ist ausserdem beliannt, dass ihr Modul eine 
bestimmte endliche Grösse M nirgcfids übersteigt, so wird die Function 
eine Consta nie sein. 

§ 10. 
Aufstellung eines gewissen später erforderlichen Hülfssatzes. 

Die Function f\z) sei auf einer gegebenen Fläche 9t eindadig 
und stetig] so dass also [Satz pg. 23 1 Gleiches auch gilt von ihren 
Ableitungen: ^{z), f\z), etc. Setzt man nun 

f(z)=U-\-iV, 

und beachtet zugleich die aus dieser Formel durch Differentiation 
nach X und y entspringenden Formjsln: 
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' ^ ^ cy ^ cy 
so folgt aus jener Eimleutiglceit und Stetigkeit von f{z) und f"{z) so- 
fort, dass diese beiden Eigenschaften den Functionen 

^' ^' ox' dx' dy' dy 

ebenfalls anhaften, und zwar in allen Punkten der gegebenen Fläche 81. 
Zufolge des Satzes pg. 9 ist daher: 

J 5( JJ g(Va; oy cy cxi ^ 

Beachtet man schliesslich die bekannten Relationen 

cV cV ^ du , dV ^ rc , .,j, 

d^-F^ = ^' ä^ + ä^==^' [Säte, pg. 12], 

und benutzt man dieselben, um im Integrale rechter Hand das V 
zu eliminiren, so gelangt man zu folgendem Satz: 

Versteht man unter f{z) eine Function, die auf einer gegebenen 
Fläclie ?l eindeutig und st^ig ist, und bezeichnet fnan den Werth dieser 
Function, une er bei So)iderung des Beeilen und hnayinären sich lieraus- 
stellt, mit 

so ist jederzeit : 

//,!©' + 0f)*)«.-/,WK, . 

wo die Integration links über die Fläche, und die Integration rechts 
in positiver liichtung über den Rand von % hinerstreckt ist 

Aus diesem Satz folgt sofort, dass der Werth des Integrals 

f^UdV 

niemals negativ sein kann, dass derselbe nämlich jederzeit entweder 
positiv oder Null ist. 

Wir wollen annehmen, es trete der letztere Fall ein, es wäre also 

(1-) f^UclV=0, 

und es wäre demgemäss auch 

Dieses letztere Integral ist, weil die Werthe von ^- , i- reell sind, 
eine aus unendlich vielen, und zwar aus lauter positiven Gliedern 
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zuHammengesetzte Summe, und kann daher niD* danu verschwindeu, 
wenn alle diese Glieder einzeln genommen Null sind. Somit ergiebt 
sich aus der Gleichung (2.), dass 
,... du , tu 

(^'^•) dx ^^^ d^ 

auf der Fläche 9t allenthalben gleich Null sein müssen. Und hieraus 

folgt mit Rücksicht auf die bekannten Relationen: 

dU dV .. , (U ,cV ^ 

o- = und o +0=0, 

ex cy cy ' dx 

dass die Grössen 

(4.) ^ä- und ö— 

^ dx oy 

auf der Flüche 31 ebenfalls überall Null sein müssen. Aus dem 
Verschwinden der Grössen (3.) und (4.) ergiebt sich sodann aber 
augenblicklich, dass U und V auf der Fläche 8[ allenthalben con- 
stant sind. Somit gelangen wir zu folgendem Satz: 

Ist die Function f{z) auf eitur gegebenen Fläclte 81 eindeutig und 
stetig, und bezeichnet ,nian den Werth dieser Function, wie er bei Sofi- 
dening des Reclloi und Imaginären sich herausstellt, mit 

f{z)^U+iV, 

so ist das in positiver liichtung um den Rand von 9t herumerstreckte 
Integral 

(5.) /a UdV 

jederzeit positiv oder Null. 

Der letztere Fall, dass nämlich dieses Integral gleich Null ist, 
kann nur dann eintreteny wenn der Werth von f(z) auf der Fläche 9t 
alkntltalben con stant ist. 
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Zweites Oapitel. 
Entwicklung einer Function nach den Potenzen ihres Argumentes. 

§ 1. 

Entwicklung einer Fonotion f{z) nach Potenzen von 2, 

Die MaclaurM sehe und Taylor'sche EntwickluDg sind, wie 
Catichy gezeigt hat, unter gewissen Bedingungen und innerhalb ge- 
wisser Grenzen anwendbar auf Functionen eines coniplexen Argu- 
mentes. Die bewundernswerth einfachen und Epoche machenden 
Sätze, zu denen Cancliy in dieser Beziehung gelangt ist, sollen im 
gegenwärtigen und folgenden Paragraph näher dargelegt werdeu. 

Die Cauchy-Haclau- 
rin'sche Reihe. — Die 
Function f(z) sei ein- 
deutig und stetig auf ^--^-"^ 
einer um den Anfangs- 
punkt jgf = beschrie- 
benen Kreisfläche 6. 
Nach den früheren 
Sätzen [pg. 22J gelten 
alsdaün für jedweden 
Punkt z innerhalb © 
die Formeln: 

(1.) /•(^) = j .. r /ii''« 

(2.) -- ^ \- f(-\z) = ^ r v-^-^'^rVi , wo n = 1, 2, 3, • • ■ 

Und hieraus ergeben sich z. B. für den Mittelpunkt der Fläche, 
d. i. für den Punkt ^ = 0, folgende Formeln: 
(la.) /-^O) = JL r /» rfc 

/ 

(2a.) , - l- /t»)(()) = -L r ^"(^u^', wo n = 1, 2, 3, . . . 

/ l-2;3---n' ^ ^ 2«»*/ gc»-l-i ' ' ' ' 

In all diesen Formeln ist die Integration über den Rand der Kreis- 
fläche ® in positiver Richtung zu erstrecken, also im Sinne des in 
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der Figur angegebenen Pfeiles. Ferner sind daselbst z und c Ab- 
breviaturen für die Binome: 

z = X -\- iy, c=i a -\- ib, 

wo X, y und a, 6 die rechtmrikVujen Coordinaten der betreffenden 
beiden Punkte vorstellen. 

Führt man, statt dieser rechtwinkligen Coordinaten, die Polar- 
coordinafen ein, setzt man also: 

X = r cos %y n = R cos 0, 

y = r sin -9-, h = Tl sin 0, 
so wird: 
(3.) = rC'^, c = Re'^. 

Nun ist nach dem Binomischen Satz: 

(*.) .L-;-i[i+(-i)" + (i)' + (5)" + ----]. 

und ebenso: 

also mit Rücksicht auf (3.): 

(6.) r^-i[i+(i)' + (^)' + (7)'+-]- 

Und zwar werden diese Entwicklungen (4.), (5.), (6.) convergent 
und gültig sein, so lange r <. R bleibt, d. i. so lange der innere 
Punkt nicht ImH an den Rand der Fläche 6 heranrückt. Sub- 

stituirt man aber in (l.) für den Quotienten die Entwicklung 

z — c 

(6.), so ergiebt sich: 

oder, was dasselbe ist: 
(8-) /•(^) = \ + A,^ + V- + A«r'+--, 

wo die A folgende Wertlie haben: 

J_ r mdc 

etc. etc. 

Diese Werthe lassen sich nach (la.), (2 a.) auch so dar- 
stellen: 
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(8.b) A. = ir(0), 

A. = ~i no), 

etc. etc. 

Also der Satz: Ist die Function f{z) auf einer um den Anfangs- 
jnmht z = besdiriebenen Kreisfläche 6 eindeutig und stetig, so 
mrd ihr Werth injedetn Punkte z innerhalb ß darstellbar sein durdt 
eine nach steigenden Potenzen von z fortschreitende BeiJw: 

(9.) f{e) = Ao + Ai0 + A,«* + Aj^- + ■ . . • 

Die Werthe der hier auftretenden Coefficienten Ibissen sich in doppelter 
Weise ausdriiekenj nämlich einerseits durch die Integrale (8.a), anderer- 
seits durch die Diff'crenticdquotienten (8.b). Dcmgetmss kann aUo 
z. B. die Beihe auch so geschrieben werden: 

(10.) f(z) = m + { no) + ,^,- r(0) + j-:^ no) + ■■■ 

oder auch so: 

(11.) «.) - [«.)].=. + -• m... + 1^ Kf'L. + ■ • ■ 

Ob diese Formeln (9.), (10.), (11.) auch noch gültig sind für 

solche Punkte z, die nidit innerhalb 5, sondern hart am Rande 

von S liqjien, bleibt zweifdlmft 

Bemerkung. — Die Integrale (8.a) bleiben in ihren Werthen un- 
geändert, wenn man sie nicht über den Rand von @, sondern über den 
Rand irgend einer Fläche $ erstreckt, die den Punkt x: =» enthält, und 
voUsUlndig innerhalb (E liegt. Bezeichnet man nämlich das von @, nach 
Absonderung dieser Fläche 5, noch übrig bleibende ringförmige FläcJien- 
stück mit ^: 

so ist die Function 

fiß) 
z 

auf 9{ überall eindeutig und stetig, und folglich [Satz p. 19]: 



/ 
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31 ^ 



die Integration positiv erstreckt über den Rand von 9i. Will man aber 
den Rand Ton 91 positiv umlaufen, so hat man erstens den Rand von G 
ebenfalls positiv, sodann aber den Rand von % negativ zu durchwandern. 
Somit geht die letzte Formel über in: 
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Auch das Rcstglied der Reihe (9.) lässt sich auf dem hier ein- 
geschlagenen Wege leicht finden, in folgender Weise: Für jede 
ganze Zahl n ist bekanntlich: 
ß« ^ 

= ^n-l ^ ^ — 2^ ^ gn — 3^2 _j_ . . . _|_ ^^ — 2 ^ ^ — 1^ 

C ~~ Z 

oder, falls man durch c" dividirt: 

■ - (;^)" = i 

C — Z C * C ' c 

oder, ein wenig anders geordnet: 

Substituirt man diesen Werth des Quotienten im Integral (1.), 

so nimmt jene Formel (1.) folgende Gestalt an: 

rc) - rä/J(i + 5 + S + • • ■ + 9-') + 5^] «"'""• 

oder, mit Rücksicht auf (8.a), folgende Gestalt: 

(12.) f(ß)=(\ + Ai;sr + A,r* + • • . + A,_.«"-») + Q., 

WO Q» die Bedeutung hat: 

Und dieses Q« repräsentirt also das aufzustellende Bestglied. 

Die Laurent'sche Betrachtung, — Es seien S und 6' zwei con- 
centrische, um z =^0 beschriebene Kreisflächen , und 6 grösser als 
S'; ferner sei SR die zwischen den beiden Kreisperipherien liegende 
ringförmige Fläche: 

JR = 6 — S'. 

Versteht man nun unter f{z) eine auf ?R eindeutige und stetige 
Function, so wird nach dem Cauchy'schen Satz [pg. 22J der Werth 
dieser Function für jedweden auf SR liegenden Punkt ß darstellbar 
sein durch die Formel: 

(14.) ^W — g^^J^^ni. 

die Integration positiv erstreckt über alle Randpunkte c der Fläche 
9i. Will man aber den Rand von SR positiv durchlaufen, so hat 
man zuerst den Rand von (£ ebenfalls positiv, sodann aber den 
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Rand von S' negativ zu durchwandern. Die Formel (1.) kann dalier 
so geschrieben werden: 

(15.) f{z) = JL. f m^ _ 1 r ««w , 

das eine Integral positiv erstreckt über die Randpunkte c der Fläche 
S, und ebenso das andere positiv erstreckt über die Randpunkte c 
der Fläche K'. 

Sind nun r, jR, R die Abstände der Punkte z, c, c vom Mittel- 
punkte = der beiden Kreise (mithin R und JB' die Radien der 
Kreise), so . ist offenbar R <r < R. Mit Rücksicht hierauf ergiebt 
sich [vergl. (4.), (5.), (6.)1: 

■ .i-i-M'+(:)'+(:r+(7r+-]. 

und andererseits: 

.-^ - i [• + ©' + CT + CT +•■•]■ 

Dies in (15.) substituirt, erhält man: 
(IG.) f(z) = [Ao + A, ^ + A,^ + A,r» + • • •] 

+ [Ai^^i + A'i«-« -t- A^s-^ + Ai5-* + •••], 
wo die A, A' die Bedeutungen haben: 

. 1 r f(c)dc .. 1 C r( '.1 ' 

(17.) A^=±-.f f^p AI =---• r /■('■') c' '/'•', 

etc. etc. etc. etc. 

Also der Satz: Ist die Function f{z) eindeutig und stetig auf 
einer ringförmigen Flädie SR, die von zwei um den Anfangspunkt 
= beschriebenen Kreisi)eripJierien begrenzt ist, so wird ihr Werth 
in jedem zwischen diesen beiden Peripherien liegenden Punlcfe z dar- 
stellbar sein durch die Reihe: 

(18.) /•(^) =3 [A„ + A, ;? + A,^* + Asr» + . . .] 

+ [Ai^i + A\ir-^ + A«4r-» + /^^g-* -\ ]. 

Und zwar sind die Coefficienten A, A' dargestellt durch die Integrale 
(17.). Von diesen Integralen laufen die einen positiv hemm um die 
von der grösseren Peripherie begrenzte Kreisfläche ®, und die andnm 
ebvnfalls positiv um die von der kleineren Peripherie begrenzte Kreis- 
fläche ß'. 
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Ob die Entunckhmg (18.) noch gültig ist für solche Punkte z, 

die nicht zwischen den beiden Periplienen, sondern unmittelbar auf 

einer derselben sich befinden^ bleibt ßiveifeViaft. 

Bemerknng. — Jene Integrale (17.) bleiben übrigens, ihren Werthen 
nach, nngeändert, wenn man sie nicht über den Rand 70n @ oder (§,\ son- 
dern statt dessen über irgend eine zwischen diesen beiden Riindern sich 
hinziehende geschlossene Curve hinerstreckt. Der Beweis hierfür ergiebt 
sich in ähnlicher Art, wie der Beweis für die Bemerkung pg. 30. 

§ 2. 
Entwicklung einer Function f{z) nach Potenzen von {s — c). 

Die Canchy-Taylor'sche Reihe. — Die Function f{z) sei eindeu- 
tig und stetig auf einer um den Punkt c =^ a -{- ib beschriebenen 
Kreisfläche S. Wir führen ein neues mit x^ y paralleles Coordina- 
tensystem $, ij ein, dessen Anfangspunkt in c liegt, und bezeichnen 
jeden beliebigen Punkt in Bezug auf das eine und andere Coordi- 
natensystem respecti- Ay 
ve mit z= x-\-iy und 
g=| + iiy. Alsdann ist: 

x = a-\-i, 

y = h + ri, 
mithin: 
(x + iy) = (a + ib) 

+ (5 + in). 

(19.) d. i. ^ = c + £, 
und folglich: 

(20.) m = f{c + i). 

Die linlce Seite dieser 
Formel ist nach un- 
serer Voraussetzung 
eindeutig und stetig 
für alle Punkte z der um c beschriebenen Kreisfläche S. Gleiches 
gilt daher von ihrer rechten Seite. D. h. die Function f(c + g) ist 
eindeutig uml stetig für alle Punkte f innerhalb der um 5 = beschrie- 
benen Kreisflädie (S. Somit folgt aus dem Satze (11.) sofort: 

f{c + - [fic + S)]c=o + f [^^1„. 

■ j*_ r dv(c + m .... 

d. i. f(c + g) = m + 1 nc) + ^^ fic) + •■■■ 

Neu mann, AbeVtche Integrale. 2. Aufl. 3 
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oder, falls man für £; [vgl. (19.)] seinen Werth (z — c) einsetzt: 

m = f\c) + "-^ f\c) + ^-#- /"(c) + • • • • 

Also der Satz: Ist die Function f{z) eindeutig und stetig auf 
einer um den Funkt c hesdiriebenen Krcisjläclie ß, so wird ihr Werth 
in jedem innerhalb 6 liegenden Punkte z darstellbar sein durch dir 
Reihe: 
(21.) f{z) = fic) + '-^ f'ic) + <^' f"{c) + i^- ^ f"\c) +•■•■ 

Dabei ist vorausgesetzt, dass z wirklich innerhalb S, nidit etwa hart 
am Rande von ß sich befindet. 

Erweiterung der Laorent'schen Betrachtang. — Ebenso wie hier 
aus der Maclaiüin^schen Reihe (11.) die Taijlor'sche Reihe (21.) ab- 
geleitet worden ist mittelst einer parallelen Verschiebung des Coor- 
dinatensystems, in analoger Weise wird sich auch aus der iMurent- 
sehen Reihe (18.) eine gewisse allgefneinerc Reihe ableiten lassen. 
Man gelangt dabei, wie leicht zu übersehen, zu folgendem Satz: 

Ist f(z) eindeutig und stetig auf einer ringförmigen Fläche 91, 
die von zwei um den, Punkt c beschriebenen Kreislinien begrenzt ist, 
so gilt für jeden zwischen diesen beiden Kreislinien befindliehen 
Punkt z folgende Entwicklung: 

^^^•■' + [Ai(2 - c)-' + A'i{s-c)-^ + K(s-c)-^ + ••■], 

wo die A, A' Constanten bezeidinen. 

§ 3. 
lieber die Constanz einer Function f(z) auf einem kleinen Linien- 
oder Fläohenelement. 

Von einer Function f^z) sei bekannt, dass sie auf einer gege- 
benen Fläche 21 eindeutig und stetig ist. Auch befinde sich inner- 
halb % ein kleines Linien- oder Fläclhenclement A, auf welchem f{z) 
constant, = K ist. Es soll die Beschaffenheit dieser Function näher 
untersucht werden. 

Sind c und Cj irgend zwei Punkte des Elementes A, so ist 
f(c) = f(Ci) = Ky mithin: 

Aci) - fic) ^ ^ 

Ol — c 

Hieraus folgt, falls man r^ auf A unendlich nahe an c heranrücken 

lässt: 

fic) = 0. 
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Aus der gemachten Voraussetzung, dass f in allen Punkton c 
des Elementes k cmistant, = K ist, hat sieh also ergeben, dass der 
Differentialquotient /" in all diesen Punkten = ist. Hieraus aber 
ergiebt sieh nun in gleicher Weise, dass der zweite Differential- 
quotient /*" in all diesen Punkten ebenfalls = ist. U. s. f. Dem- 
gemäss gelten für jedweden Punkt c des Elementes k die Formeln: 

(23.) f{c) = K, und f'{c) = f"{c) = f"\c) = = 0. 

Beschreibt man jetzt um c eine innerhalb % liegende Kreis- 
f lache fö, so ist f{z) auf S (ebenso wie auf 21) eindeutig und stetig, 
mithin in jedwedem Punkte z dieser Fläche (5 darstellbar durch die 
Reihe (21.): 

(24.) f{,) = f{c) + '-^ ' r(c) + ^'f,f r{c) + ^-"^ rir) + . . ., 

woraus mit Rücksicht auf (23.) folgt: 

(25.) f{z) = K 

Aus der zu Anfang gemachten Voraussetzung, dass die Function 
f\s) auf k constantf = K sei, hat sich also ergeben, dasß sie diesen 
Constanten Wertli K auch besitzen muss auf jeder um irgend einen 
Punkt c des Elementes k beschriebenen Kreisfläche ©, falls nur 
diese letztere vollständig innerhalb 21 liegt. In gleicher Weise 
weitergehend, wird man jetzt zeigen können, dass sie diesen con- 
stanten Werth K auch besitzen muss auf einer um irgend welchen 
Punkt c, der Fläche fö beschriebenen Kreisfläche S^, falls nur diese 
letztere wiederum vollständig innerhalb 21 liegt. U. s. f. 

Mittelst einer solchen Kette von Kreisen ©, Sj, ©2,..., deren 
jeder sein Centrum im Innern des vorhergehenden hat, und die 
sämmtlich innerhalb 21 liegen, kann man aber jedweden innerhalb 
21 gelegenen Punkt erreichen, also nachweisen, dass f{£) in jedem 
solchen Punkte = K ist. 

Also der Satz: Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche 
2t eindeutig und stetig, und ist überdies bekannt, dass sie auf 

(26.) einefn innerhalb 21 befindlichen Linien- oder Flächenelenient k einen 
Constanten Werth h-at, so wird sie diesen selben consta/nten Werth 
auch besitzen in sämmtlichen Punkten der FläcJie 21. 

Mit andern Worten: Ist die Function f{z) auf einer Flädie 21 
eindeutig und stetig, so kann innerJudb 21 kein auch noch so klei- 

(27.) nes Linien- oder Fläclienclcnient k vorlujtnden sein, auf wekJieni die 

Function constant wäre; — es sei denn, dass sie innerhalb 21 allent- 

'halben constant ist 

3* 
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§4. 

Darstellnng einer Function f{z) im Bereich, d. i. in der Umgebung 

eines einzelnen Punktes. 

Die Function f{z) sei auf einer gegebenen Fläche % eindeutig 
und stetig. Femer sei c irgend ein Punkt innerhalb Ä, und 6 eine 
um c beschriebene Kreisfläche, die ebenfalls innerhalb % liegt. Als- 
dann ist f{z) in jedem Punkte z der Fläche S darstellbar durch die 
Cauchy-Taylor' Qc\ie Reihe (21.): 

(28.) f{e) = K, + KA^-c) + fK^{z-cf + , (auf 6). 

Möglicherweise ist A^^ gleich Null, vielleicht auch A^ und A,, 
vielleicht auch A^, Aj und Ag, u. s. f. Ein Nullsein sämmtlicher 
A's in infinitmn ist aber ofi^enbar nicht denkbar; — denn sonst 
würde f(z), nach (28.), auf S; also, nach (2G.), auch auf ?l aUent- 
halben Null sein. 

Schliesst man diesen singulären Fall also aus, so wird die 
Entwicklung (28.) stets die Form haben: 

(29.) f{z) = {z-cY \K+kn^x{s-c) + Kn-^i^iz — ef + ], (auf 6), 

wo An eine von Ntdl verschiedene Coustante, und n eine endlidte ganze 
Zahl vorstellt. 

Die durch die Reihe 

A„ + A„ + i(;8f — c) + A„ + 2(^ — cy + ' 

dargestellte Function ist, ebenso wie ihre einzelnen Glieder, auf der 
Fläche ß eindeutig und stetig. Sie besitzt im Centrum c dieser 
Fläche den von Null verschiedenen Werth A», und wird daher in 
unmittelbarer Nähe des Centrums c ebenfalls von Nidl verschieden 
sein. Man wird also die um c beschriebene Kreisfläche 6 so weit 
zu verkleinern im Stande sein, dass jene Function auf 6 nirgends 
verschwindet. 

Also der Satz: Ist f{z) auf einer gegebenen Fläche ?t eindeu- 
tig und stetig j und marMrt nmn innerhalb U irgmd einen Punkt c, 
so tverden die WertJie, welrJie f(z) auf einer um c beschriebenen hin- 
reichend kleinen Kreisfläche © besitzt, in folgende!' Weise darstell- 
Ixir sein: 

(30.) m = (^ - cY E(z), 

Dabei bezeichnet n eine endliche Zahl aus der Reilie 0, 1, 2, 3, . . ., 
und E(z) eine Function, die auf ß cindeutiy, stetig und nichtver- 
schwindend ist 
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Mau hat hinzuzufügen: Dieser Satz gilt unter allen Umständen^ 
ausser wenn f{z) auf % allenthalben = ist. 

Bemerkimg. — Functionen, die eindeutig, stetig und nichtverschwin- 
dend sind, werde ich ßtets mit E oder E oder H, oder auch wohl mit den 
entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnen; wobei bemerkt sein mag, 
dass derartige Functionen ihren Charakter behalten, wenn man sie mit 
einander multiplicirt oder dividirt. Sind z. B. 

E{z), E,(z), E,{z), E,(z), E,{z) 

Functionen^ die auf einer gegebenen Fläche 31 eindeutig, stetig und nicht- 
versdimndcnd sind, so gilt Gleiches auf ^ auch von der Function 

1 

E(z)' 
ebenso von dem Product: 

* und ebenso von dem Quotienten 

E{z)E ME,if) 
E,{z)E^{z) 

§ 5. 
Die Pole oder polaren Unstetigkeiten einer Function. 

Gegeben sei im Uaume irgend welche Fläche, gleichgültig, ob 
elmi oder hrumm\ und auf dieser Fläche irgend ein Punkt c. Um 
c herum denke man sich auf jener Fläche ein kleines Flächenstück 
abgegrenzt; c selber mag gewissermassen als der Mittelpunkt dieses 
Flächenstückes angesehen werden; und demgemäss mögen die von 
c nach dem Rande des Flächeustücks hinlaufenden kürzesten Linien 
als die Hadii vectores des Flächenstücks betrachtet werden. 

Definition: Ein solches um den gegiAenen Punkt c Jterum abge- 
grenztes Flächenstüdc soll in Zukunft für den Fall, dass seine liadii 
(1.) vectores hinreichend klein, dabei aber sämmtlich von Null ver- 
schieden sind, mit einem besonderen Namen bezeichnet, nämlich das 
Bereich des Punktes c genannt werden. 

Was dabei in jedefu einzelnen Fall unter hinreichend klein 
zu verstellen ist, wird abliängen von jedesinaligen näheren Umständen. 

Liegt der Punkt c auf der Horizontalebene, so wird sein Be- 
reich dargestellt sein durch eine kleine ebene Fläche von beliebi- 
ger Gestalt, die z. B. kreisförmig, ellipsenförmig, quadratförmig, 
trapezförmig u. s. w. sein kann. 

Denkt man sich nun femer auf der gegebenen ebenen oder 
krummen Fläche die Werthe irgend welcher Function /" ausgebreitet, 
so mag folgende Bezeichnungsweise eintreten: 
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Definition: Ist die Function f in irgend einem Funkte c unstetig, 

jedoch der Art unstetig^ dass ihr reciproker Werth j im Bereidh 

(2.) des Punktes stetig bleibt, so soll der Funkt c ein Fol der Function 
fj und die Unstetigkeit, mit weldier die Function in diesem Fmikte be- 
haftet isty eine polare Unstetigkeit genannt werden. 

Es sind sehr verschiedene Arten von Unstetigkeitspunkten denk- 
bar. Wie nun aber die Unstetigkeit, welche eine Function f in 
einem Punkte c besitzt, auch immer beschaflFen sein möge, jederzeit 
wird dieselbe enttveder darin ihren Grund haben, dass der Werth 
von f bei c einen endlichen Sprung macht, oder darin, dass jener 
Werth bei c ins üncndlidie aufspringt. Gehört die bei c vorhan- 
dene Unstetigkeit zur ersten Kategorie, so wird sie nicht nur bei 
der Function selber, sondern, wie man augenblicklich übersieht, auch 
bei ihrem reciproken Werth bemerkbar, folglich keine polare Unste- 
tigkeit sein. Innerhalb der ersten Kategorie kann sich demnach 
kein polarer Unstetigkeitspunkt befinden. Daraus folgt mit Noth- 
wendigkeit, dass säramtliche polare Unstetigkeitspunkte zur zweiten 
Kategorie gehören, d. h. in einem Aufspringen des Functiouswerthcs 
ins Unendliche ihren Grund haben. Somit ergiebt sich folgender Satz: 

Ist der Funkt c ein Fol der Function f\ so tvird der Werth von 
(3.) /■ in c jederzeit unendlich gross sein. 

Oder mit andern Worten: Ist der Funkt c ein Fol für die 

Function f] so icird er jederzeit ein Nullpunkt für die Function -j sein. 

Es sei % eine in der Horizontalebene abgegrenzte Fläche, fer- 
ner f = f(z) eine Function, die auf 91 eindeutig, und, mit Ausnahme 
einzelner Fole a^, «g, . . ., stetig ist. Ueberdiess existire innerhalb 
21 ein kleines Linien- oder Flächenelement A, auf welchem /* constant, 
= K ist. Wir stellen uns die Aufgabe, die Beschafl'enhcit dieser 
Function näher zu untersuchen. 

Um die Pole «i, ««, . . . lassen sich [vgl. (2.)J Kreisflächen 

ßj, 6^,, ... von solcher Kleinheit beschreiben, dass auF denselben 

eindeutig und stetig ist. Gleichzeitig wird alsdann /' selber eindeutig 
uml stetig sein auf der Fläche 

@ = 91 _ (e, + g^ + . . . .), 

d. 1. auf demjenigen Flächenstück @, welches von 9(. nach Abson- 
derung der Kreise ß^, ß^, • • •, noch übrig bleibt. Auch kann man 
jene Kreise so klein sich vorstellen, dass das Element A oder wenig- 
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stens ein Theil desselbeu auf © liegt. Alsdaim aber ergiebt sich 
sofort [Satz pg. 35], dass /* auf @ allenthalben = K ist, also z. B. 
auch am Räude von 6;, wo ß, irgend eine der Kreisflächen Sj, 6j{, 
©3 . . . vorstellt. 

Die auf der Kreisfläche 6y eindeutige und stetige Function -j 
hat daher am Rande von 6y den constanten Werth ^« Hieraus 

folgt [Satz pg. 22], dass sie diesen constanten Werth ^ auch inner- 

lialb ©; besitzt, dass mithin /" selber innerhalb E,- überall = K ist. 
Alles zusammengefasst ergiebt sich also, dass die Function /' 
einerseits auf @ und andererseits auch auf ©1,^2, .... allenthalben 
= K ist. Also der Satz: 

Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche % eindeutig, und 

mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst audi überall stetig, 

(4.) so Icann auf 31 kein auch noch so kleines Curven- oder Flächenelement 

cxistiren, auf tvelchem die Function constant wäre; — es sei denn, 

dass sie auf 3t allenthalben constant ist 

Die Punkte, in denen eine solche Function f(z) einen gegebe- 
nen Werth K hat, können also nur vereinzelt vorkommen, ebenso 
z. B. auch diejenigen Punkte, in denen sie Null wird. Also der Satz: 
Ist di^ Function f{z) auf einer gegebenen Fläche 3t eindeutig ^ fer- 
ner mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole «j, «g? • • • daselbst 
(5.) stetig, und bezeichnet man ihre Nullpunkte auf der Fläclie 31 mit ß^, 
ß^, . . , , so werden alle diese Punkte 

^i; ^2 • • • Pu P2) • • • 

vereinzelt liegen. D. h.: Je zwei derselben werden stets durch irgend 
welchen (wenn auch noch so kleinen) Zunsdienraum von einander ge- 
trennt sein, 

Erläuterung. — Dass die Pole a discret liegen, wird vorausgesetzt 

[vgl. den Wortlaut des vorstehenden Satzes]. Dass alsdann aber die Null- 

% punkte |3 ebenfalls discret liegen, ist soeben bewiesen worden. Und dass 

endlich auch je zwei Punkte a und (3 durch irgend welchen Zwischenraum 

getrennt sein werden, ist leicht zu übersehen. Um jeden Pol a kann man 

nämlich eine Kreisfläche c von solcher Kleinheit beschreiben, dass -y, - 

innerhalb c eindeutig und stetig ist. Alsdann wird innerhalb dieser Fläche 
c die Functiou l\z) nirgends verschwinden können, so dass also innerhalb 
c keiner der Punkte ^ anzutreffen ist. Q, e, d. 
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§6. 

Die Ordnungszahlen einer Fnnoüon f{z). 

Die Function f{e) sei auf einer gegebeneu Fläche 8 eindeutig 
und mit etwaiger Ausnahme einzelner PoU a^jU^, . . , daselbst auch 
überall stetig. Ihre Nullpunkte auf Sl mögen bezeichnet sein mit 
/3i, /Sg . . . Endlich mag jedweder Punkt dieser Fläche, welcher 
weder zu den «'s nodi zu den /J's gehört, mit y benannt werden. — 
Wir wollen die Function im Bereich eines jeden solchen Punktes 
a, /3 oder y näher untersuchen. 

Zufolge (2.) ist die Function jj- eindeutig und stetig im Bereich 

des Poles a, also [Satz pg. 36] auf einer um a mit hinreichend kleinem 
Radius beschriebenen Kreisfläche ^a, darstellbar durch die Formel: 

WO p eine endliche Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, . . . vorstellt. 
Hieraus folgt sofort: 

(6.) / W = {s — a)-P E (ei) , (ebenfalls auf (£„) , 

wo E(^) = Xv^ ®i°6 Function vorstellt, die, ebenso wie E{z) sei 

ber,~auf der Kreisfläche Sa eindeutig, stetig und nicht verschwindend 

ist. Aus dieser Formel (6.) folgt übrigens sofort, dass p nicht = 

sein kann. Denn wäre p = 0, so würde t\s)^ zufolge (6.), auf 6« 

stetig sein. Dies aber ist nicht möglich, weil der Mittelpunkt a der 

Fläche S„ nach unserer Voraussetzung ein Pol, d. i. ein polarer JJn- 

stetigkeitsjninkt der Function f{e) sein soll. 

Die Function fQs) ist also im Bereich ®„ eines Poles « stets 

durch eine Formel (6.) darstellbar, in welcher p eine endliche Zahl 

aus der Reihe 
(6a.) 1> 2, 3, 4, .... 

vorstellt. Und hieraus folgt, dafs f{z) im Pole a nothwendiger Weise 
unendlich wird; was in Einklang 8t<;ht mit dem Satze (3.) 

Weiter: Der Punkt /3 ist [vgl. (5.)] von allen Punkten « durch irgend 
welche Entfernungen getrennt. Die Function f(z) ist daher im Bereich 
des Punktes ß eindeutig und stetig, also | Satz pg. 36] auf einer um ß 
mit hinreichend kleinem Radius beschriebenen Kreisfläche ©^ darstell- 
bar durch die Formel: 

(7.) . fXs)=={z-ß)''E{z), (auf©,,), 

WO q eine endliche Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, .... vorstellt. 
Nun kann aber q nicht = sein. Denn sonst würde die Formel 
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(7.) übergehen in f{z) = E(£^), mithin*) ffj) im Punkte ß nicht ver- 
schwinden; — was der Definition von ß widerspricht. Es repräsen- 
tirt somit q eine endliche Zahl der Reihe 

( I a« ) 1. j ^) Oj rk^ •••• 

Weiter: Unter y sollte irgend ein von den a's und /5's versdiiedcncr 

Punkt verstanden sein, also ein Punkt, der von sämmtlichen a's und /3's 

durch irgend welche Entfernungen getrennt ist. Demgemäss wird 

sich um y als Mittelpunkt eine Kreisfläche Sy beschreiben lassen 

von solcher Kleinheit, dass alle a und alle ß amserhalb (Sy liegen. 

Auf dieser Fläche 6y ist daher die Function f{0) eindeutig, stetig 

und nidit verschtvindetid; was angedeutet werden kann durch die 

Formel: 
(8.) f(B) = E(z), (aufßy). 

Wir können schliesslich die Formeln (6.), (7), (8.) zu einer ein- 
zigen Formel zusammenfassen und gelangen alsdann mit Uücksicht 
auf (6a.) und (7a.) zu folgendem Resultat: 

Ist f{z) auf einer gegebenen FläcJie 81 eindeutig wnd mit etwaiger 
Ausnahme einzelner Pole stetig, und tnarkirt man irgendwo auf 
der FläcJie 81 einen Punkt c, so wird die Function f{z) auf einer um 
c beschriebenen hinreichend kleinen Kreisfläche ß stets darstellbar sein 
durdi die Formel 
(9.) f{z) = {z^cyE{z\ (auf(E), 

wo ft eine endliche Zahl aus der Hcihc 

... "~~ O, "■" ^y 1, \) y Ly /Üy Öy ..... 

vorstellt y wäJirend E{z) eine Function bezciehnety die auf ß eindeutig, 
stetig und nichtverschwindend ist 

Jene Zahl (i, die sogenannte Ordnungszahl der Function f(z) 
im Punkte c, ist negativ, positiv oder Null, jenachdcm c ein Punkt 
«, ß oder y ist. Dabei sind unter den « die Pole, unter deti ß die 
Nullpunkte der Function f{z), und unter den y alle übrigen Punkte 
zu verstehen. 

Auf Grund dieser Definition der Ordnungszahlen lassen sich dieselben 
für rationale Functionen von z sofort angeben. Sind z. 13. A, B, C be- 
liebig gegebene complexe Constanten (jedoch von eiuaudcr verschieden), 
80 wird die Function 

*) £s ist beständig im Auge zu behalten, dass mit E(z)i E{z) oder H(^) 
Functionen bezeichnet werden, die eindeutig, stetig imd nichtverschwindetid sind. 
Vgl. die Bemerkung auf pg. 37. 
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in den Punkten A, B und C resp. die Ordnungszahlen 3, 4 und (— 10), in 
allen übrigen Punkten aber die Ordnungszahl besitzen. Auch übersieht 
man sofort, dass diese Function f{z) auf der Horizontalebcne überall ein- 
deutig und mit Ausnahme eines einzigen, in C liegenden Poles daselbst 
auch überall stetig ist. 

Aus der auf 6 gültigen Formel (9.) folgt durch logarithmische 

Differentiation : 

df{z) ^ jLdz_ , d E (g ) 

oder^ falls mau positiv über den Kand von @ integrirt: 

wo H(z) = -E7T> ebenso wie E(;s^) selber [vgl. die Bemerkuug pg. 37] 

auf der Kreisfläche S eindetitig, stetig und nichtverschwindcnd ist. Dem- 
gemiiss ist [Satz pg. 23] das Utzte Integral = 0, während das vor-: 
letzte [nach (8a.) pg. 18] = 2ni ist. Man erhält daher: 

Bezeichnet man also die Pole und Nullpunkte der Function f{z) auf 
der gegebenen Fläche 91 profniscue mit c, , Cj,, .... Cg, und denkt 
man sich um diese Punkte hinreichend kleine Kreisflächen (S^^, CS^, 
. . . . ß^ beschrieben, so wird für jede solche Fläche 6x die Formel 
gelten: 

wo fix die Ordnungszahl yon.f(z) im Punkte de vorstellt. 

Repräsentirt nun @ dasjenige Flächenstück, welches von der 
gegebenen Fläche 31, nach Absonderung der kleinen Kreisflächen 
©1, ©2» • • • ®i7» ^ocli übrig bleibt: 

@ = « - (e, + e, + . . . . + 6,), 

so werden auf ® weder Polo noch Nullpunkte von f{z) vorhanden 
sein. Folglich ist f(js) auf @ eimhutig, stetig und nichtverschwin- 
demi. Gleiches gilt daher auf © | vgl. Bemerkung pg. 37] auch von 

y-T-' Somit folgt [Satz pg. 23] : 

(12.) J^m ^' 

die Integration positiv erstreckt über den ganzen Rand von @. Will 
man aber den ganzen Rand von @ positiv durchwandern, so hat 
man zuerst die Randcurven der ursprünglichen Fläche ?l positiv, so- 
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dann aber die Randcurven der Flächen S^, Sj,, . . . . 6y negativ zu durch- 
laufen. Die Formel (12.) kann daher so geschrieben werden: 

(13.) r im^y r ^m^a. 

oder mit Rücksicht auf (11.) auch so: 
(*^-^ /^^-(^, + ,*, + ... + ,t,)2«i = 0. 

Also der Satz: Ist die Function f{ß) auf einer gegebenen Flädie 
?l eindeutig und bis auf einzelne Fole stetig, und bezeichnet man ihre 
auf 81 vorJiandenen Pole und Nullpunkte proiniscue mit c^, C2, . . . c^, 
ferfKr ihre in diesen Punkten vorhandenen OrdnungszaJüen mit [i^, [i^j 
Uff, so ist stets: 

(15.) ^, + ^ . . . . + ,t, = ^ifjl§ =• ^if^^iog m, 

die Integration positiv erstreckt über sämmtliche Randcurven der 
Fläche a. 

Da übrigens unter c^^c^, ... e^ sämmtliche Pole und Nullpunkte 
der Function f{z) verstanden sind, so wird sie in jedwedetn andern 
auf Sl befindlichen Punkte die Ordnungszahl haben [Satz (0.)]; 
so dass also die linke Seite der Formel (15.) die Summe sämmt- 
licher Ordnungszahlen repräsentirt, welche /"(-sr) auf 21 überhaupt be- 
sitzt. Man kann daher den vorstehenden Satz auch so ausdrücken: 

Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläelic 21 eindeutig tmd 
bis auf einzelne Pole stetig, so wird die Summe M ihrer sämmtlidicfi 
auf 31 vorJiandenen Ordnungszahlen den Werth besitzen: 

(16.) M = ^./^d log /•(.), 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von ?l. 

Dieser allgemeinen Formel (H).) subsumiren sich, beiläufig be- 
merkt, die früheren Formeln (10.), (11.) als specielle Fälle. 

§ 7. 

Ueber Ausdrücke, die aus mehreren Functionen f{z) auf rationale 

Weise zusammengesetzt sind. 

Es seien /' =» f(z) und /i = f (z) irgend zwei Functionen, die 
auf einer gegebenen Fläche 31 eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig sind. Es sollen die aus /* und /i zusammengesetzten Func- 
tionen 
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Kf+KJ^ und /y, und -^ 

/l 

näher uutersuclit werden, wo K, K^ beliebige (Jonstanten vorstellen. 
Zunächst ist klar, dass diese drei neuen Functionen, ebenso 
wie /' und /i selber , auf der Fläche Sl überall eindeutig sein werden. 
Ferner ist zu bemerken, dass die beiden ersten nur in denjenigen 
Punkten unstetig sein können, wo /' und f\ unstetig sind, und dass 
andererseits die dritte nur in denjenigen Punkten unstetig sein kann, 

wo f und ^- unstetig sind; dass also air jene drei Functionen, ebenso 
/i 

wie f und f\ selber, auf der Fläche 91 immer nur in einzelnen Punk- 
ten unstetig sein können. Zu untersuchen bleibt nun aber, welcher 
Art diese Unstetigkeiten sind, ob dieselben polarer, oder ob sie 
irgend welcher anderer Natur sind. 

Markirt man innerhalb 21 einen beliebigen Punkt c, so sind f 
und f\ [Satz (9.)] auf einer um c beschriebenen hinreichend kleinen 
Kreisfläche (S darstellbar durch: 

wo [i und fA, endUclw ganze Zahlen, die Ordnungszahlen von /' und 
f\ in c vorstellen, während E und ü\ Functionen bezeichnen, die 
auf ^ eindeutig, stetig und nichtverschwindend sind. Demgemäss 
ist die Function 

= ü:/- + Kj, 

auf E darstellbar durch die Formel: 

= A:(^ — eYE ^K^iz- cy^E,, (auf ß), 
woraus durch Multiplication mit {z — c)^ sich ergiebt: 
(19.) (;; - 60*^> = [K(z — c)^^'+" E + K^{z - c)^+"» £,], (auf (£). 

Nimmt man nun für N eine positive ganze Zahl von solcher 
Höhe, dass (JV+fi) und (J\r-f"^i) beide positiv sind, so repräsen- 
tirt der hier in der eckigen Klammer stehende Ausdruck eine Func- 
tion von z, die auf (S eindeutig und stetig ist, also eine Function, 
die [nach Satz (9.)] innerhalb eines um e beschriebenen hinreichend 
kleinen Kreises C darstellbar ist durch 

iz - cf E, 

WO a eine endliche positive ganze Zahl vorstellt, und E eine Func- 
tion bezeichnet, die auf C eindeutig, stetig und niddverschwindend ist. 
Diese neue um c beschriebene Kreisfläche c wird je nach Umständen 
bald identisch mit S, bald kleiner als (S sein. 
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Demgemäss nimmt die Formel (19.) für diese n«/c Fläche c 
die Gestalt an: 

{z — cf^ = (^ — c)" E, (gültig auf c). 

Hieraus folgt sofort: 

(20.) O = (;j — cy-^ E, (auf c), 

mithin 

(21.) ^ = ^,-cy-o^^ (aufc), 

wo H = g-; ebenso wie E selber, auf c eindetitig y stetig und nicht- 
vef'sctiwindend ist. Zufolge (20.), (21.) ist also auf c entweder <t) 
oder ^ stetig, jenachdem (ö — N) positiv oder negativ. Die Func- 
tion 4) ist somit im Bereich C des zu Anfang beliebig markirten 
Punktes c entweder stetig, oder doch nur der Art unstetig, dass 
wenigstens ihr reciproker Werth daselbst stetig bleibt. Mit andern 
Worten : Sie wird in c entweder stetig sein, oder daselbst doch nur 
mit einer polaren Unstetigkeit behaftet sein. Also der Satz: 

Sind f = f{z) und f^ = f^ {z) auf einer gegebenen FläcJie Sl ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleidies von der Function 

(22.) <i> = Kf+Kj\, 

vorausgesetzt j dass nmn unter Kund K^ irge^id welche Constanten versteht 
Was ferner die Functionen 

'~{ 

betrifft, so ergiebt sich durch Substitution der Werthe (18.): 

K^^-J ^ ^ ' (auf e), 

Q = {z-cy-f'^H, 

wo E = EEi und H = -vr Functionen vorstellen, die, ebenso wie 

E und El selber, auf der Fläche E eindeutig, stetig und nichtver- 
sch windend sind. Aus diesen Formeln (23.) folgt sofort, dass P 
und Q im Mittelpunkte c der Fläche ß nur mit einer polaren Un- 
stetigkeit behaftet sein können. In der That wird z. B., zufolge 

(23.), entioeder P oder -p auf S stetig sein, jenachdem (f* + f^i) posi- 
tiv oder negativ ist. U. s. w. 

Auch folgt aus (23.), dass die Ordnungszahlen von P und Q 
im Punkte c respective = (|[a -|- fAj) und = (ft — ^l^) sind. Also 
der Satz: 
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Sind f = f{z) und f\ = /i (js) auf einer gegebenen FlücJw 81 ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleiciws auch von den 
Functionen 

(24.) P = ft\ ww^ ö = -r- 

Sind ferner fi und ^^ die Ordnungssahlen der Functionen f und f^ in 
irgend einem Funkte c der Flädie 31, so tverden die dortigen Ordnungs- 
zahlen von P und Q die Wertlie (f^ + f^i) ^^'^^^ {f^ '~ C^i) besitzen. 

Haben z. B. f und /i auf 31 überall dieselben Ordnungszahlen, 
so wird Q Oberall die Ordnungszahl Ö besitzeo, mithin im Bereich 
eines jeden Punktes c der Fläche 3t [Satz (9.)] darstellbar sein durch 

Q = {z-c)^E{z) = E{zr 

Mit andern Worten: Es wird alsdann Q in jedwedem Punkte c der 
Fläche 81 eindeutig, stetig und niditverschwindmul sein. Also der Satz: 
Sind die Functionen f = f{z) und /i = /*, {z) auf einer gegebmxen 
Fläche 3t eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und besitzen über- 
dies diese beiden Functionen auf 3t überall dieselben Ordnungszahlen, 
so wird ihr Quotient 

(25.) • Q = f 

auf der Flüelie 3t überall eindeutig, stetig und nichtverschwin- 
dend sein. 

Die Sätze (22.), (24.) lassen sich übrigens sofort verallgemei- 
nern, und führen alsdann zu folgendem Resultat: 

Sind die Functionen f = /i(^), /i = f^i^)^ • • • • A = /«(^) «'^/ 
einer gegebenen FläcJw 3t eindeutig und bis auf einzelne Pole stefir/, 
so gilt Gleiclies von jedwedem Ausdrucke: 

(26.) V = Rsitf.(A, f,,....fn). 

der aus f^, f^j > * - - fn cmf rationale Weise zusammengesetzt^ ist, also 
z. B. auch von den Ausdnicken: 

(27.) P=rj,...f„ und Q = py"'y , 

falls man nur über F^, F^y . , . Fp dieselben Voraussetzungen madit, 
une über /i, /i, . . . /li. 

Sind femer ft^, ^, . . . /in und M^ Mg, . . . M^ die Ordnungszahlen 
der Functionen /i, ^2> • • • fn ^^^ F^y F^y - • - Fp in irgend einem Punkte 
c der FläcJie 3t, so werden die dortigen Ordnungszahlen von P und 
Q lauten: 

(28.) (fti + ^, . . . + ;*«) und [(/t, + fig . . . + fi«) — (Ml + M2 . . . + Mp)]. 
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Zm den Functionen /*, F, auf welche diese Sätze amvendhar sind, 
gdkört selbstverständlich auch diejenige, deren Wcrth auf % allenthalben 
= 1 , deren Ordnungszahl also daselbst übet all = ist. 

Ferner gehört zu diesen Functionen f, F, auf welche die Sätze 
anwendbar sind, z. B. auch diejenige, welche durch das Argument 
selber dargestellt ist. Denn die Function f(z) = z ist eindeutig uiui 
stetig auf jedweder Fläche St, falls nur alle Punkte derselben im 
Endlichen liegen. Somit ist dem Satz (26.) folgender Zusatz bei- 
zufügen: 

Versteht nian unter 
(29.) V = Ratf. (z) 

irgend eine rationale Function von z, so tvird V auf der Fläclie %, 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Dabei ist vorausgesetzt, 
duss dieFläctie% mit all* ihren Punkten im Endlichen liegt, — eine 
Voraussetzung, die wir übrigetis stillschweigend bei den mit Sl bezeich- 
neten Flächen stets supponirt Iwben. 

Es sei jetzt /* = f{z) eine beliebig gegebene Function, die auf 
einer Fläche 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig ist. Ihre 
Pole und Nullpunkte auf der Fläche S( seien bezeiclniet mit «i, a^, 
. . . «a und ß^, /3j{, ... ßi,, ferner ihre dortigen Ordnungszahlen mit 
(— |),), ( — p^, . . . (— JPa) und (?,, g^, . ' * (Z/,; sodass also die p 
und q [vgl. den Satz (9.]) lauter positive ganze Zahlen vorstellen. 

Genau diesellfcn Eigenschaften besitzt ofi'enbar auch die ratio- 
nale Function: 

Nach dem Satze (29.) ist nämlich V{z) auf 91 eindeutig und bis auf 
einzelne Pole stetig. Auch erkennt man aus der Beschaffenheit des 
Ausdrucks (30.) sofort, dass die Pole und Nullpunkte von ^(z) re- 
spective in cc^, a.^, ... cca und /^j, ß^. - - - ßb gelegen sind. Und über- 
dies erkennt man [mittelst des Satzes (9.)], dass die in diesen Punk- 
ten vorhandenen Ordnungszahlen der Function V(jSf) respective durch 
( — i^i), ( — p<^y . . . ( — Pa) und ^1, q^, ... qt, dargestellt sind. 

Da nun aber f{z) und ^{z) auf 91 eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig, ferner überall mit denselben Ordnungszahlen ver- 
sehen sind, so folgt aus dem Satze (25.) sofort, dass der Quotient 

m 

VW 

auf 91 eindeutig, stetig und nichtverschwindend ist. Man gelangt daher 
zu folgendem Resultat: 
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Ist die Fundiofi f{z) auf einer gegebenen Fläche % eindeutig und 
bis auf einzelne Pole stetig, und bezeichnet nian ihre auf 91 liegenden 
Pole und Nullpunltte respektive mit «i, «2? • • • ^« ^^'^^ ßiy ßiy - - - ßf>f 
ferner ihre dortigen Ordnungszahlen respedive mit (— 2h), { — P2)f - • • 
( — j|)a) «wrf q^, q^, . . > qb, so wird sie auf der Fläche ?l darstellbar 
sein durclh die Formel: 

?e'o 2?(;?) eine Function vorstellt, die auf% eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend ist 

Versteht mau inabesondere unter 91 eine um den Anfangspunkt 
= beschriebene Kreisfläche, so wird die auf 91 eindeutige und 
stetige Function 

{z - ft)«. {s - ß,)o^ ...{z- ß,)'"'E{z) 

innerhalb 9t entwickelbar sein [Satz pg. 30] in eine Maclaurin'sche 
Reihe 

so dass man also zu folgendem Satze gelangt: 

Ist die Function f(z) auf einer um den Punkt z = beschrie- 
benen Kreisfläclw Ä eindeutig und bis auf einzelne Pole «j , «g , . . . «a 
stetig j und bezeichnet man ihre Ordnungszahlen in diesen Polen mit 
( — Pi), ( — pj), ... ( — pa)y so wird dieselbe innerlialb 91 darstellbar 
sein durch die Formel: 

WO Ay By C, D, . . . Constnnten sind, tväJircnd die ps (ihrer Defini- 
tion zufolge) positive ganze Zahlen vorstellen. 

Besitzt insbesondere die Function f{z) auf der Kreisfläche 91 nur 
einen einzigen Pol, und liegt dieser im Miitelpunlie von 91, d. i. in 
z = Oy so nimmt der Satz die speciellere Gestalt an: 

Ist die Function f(z) auf einer um z ^= hesehriclmien Kreisfläche 
91 eindeutig, und bis auf einen in z = gelegenen Pol stetig, so wird 
dieselbe innerJialb 91 darstellbar sein durch die Formel: 

(33.) m = ^+^L+^£l±^flHL_^ , 

d. i. durch die Formet: 
(34.) f(z) = Az-P + Bz-p^"^ + Cz-p+^ + D^P+^ + • • . , 

wo A, B, C, D, . . . . Constante sind, während p eine positive ganze 
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Zahl vorstellt. Es repräsentirt nämlidi ( — p) die Ordnungszahl von 
f{z) in jenem Pole jer = 0. 

§ 8. 

Ueber die Differentialqaotienten einer Fiinotioii f{z), 

Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche 51 eindeutig 
(1.) und stetig, so gut GleicJies daselbst auch von ihren sämmtlicJien Dif- 

ferentiaiquoti^iten —}„-, ~i~t } ^^- ^^<^' 

So lautet der früher [pg. 23] erhaltene Satz. Wir wollen jetzt 
nun aber das Verhalten der Differentialquotienten für den Fall unter- 
suchen, dass die ursprüngliche Function mit irgend welchen Polen 
behaftet ist. 

Die Function f{z) sei also auf 31 eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig. Markirt man alsdann auf % einen beliebigen Punkt Cj 
so ist [Satz pg. 41] f{z) innerhalb einer um c beschriebenen hin- 
reichend kleinen Kreisfläche 6 darstellbar durch die Formel: 

(2.) f{z) = {is-crE{z), (auf®), 

WO ft die Ordnungszahl von f(z) in c vorstellt, während E(^z) eine 
Function bezeichnet, die auf S eindeutig, stetig und niditverschunn- 
dend ist. In Folge dieser Eigenschaften ist E{z) innerhalb der Kreis- 
fläche 6 entwickelbar in die Cauchy-Taylor'sche Reihe: 

E{z) = A + Ai» -c) + Ai.^ -cf + ...., 

WO A^ versdneden von ist. Denn andernfalls würde E{z) im Cen- 
trum c der Kreisfläche 6 verschwinden, was dem Charakter dieser 
Function widerspricht. 
Man .erhält also: 

(3.) f(z)^(z-cY[A^ + A,(js-c) + A{ii-cy + ■■■'], (auf®), 
und hieraus durch Differentiation: 

(4.)-dT = (*-c>'-^[;tA+(ft+i)^i(^-<^)+(;*+2)A(^-c)'+...], 

(auf 6). 
Ist nun ft von verschieden, so hat diese Formel die Gestalt: 

(5-) ^ = (^ - cy-'\ßo + -B. {z-c)+B,{z-cf + ...-\, (auf 6), 

WO Bq (ebenso wie das frühere -4^) von verschieden ist. 

Ist hingegen fA = 0, so verschwindet in (4») der erste Coeffi- 
cient: ft^o* Möglicherweise verschwinden aber gleichzeitig auch noch 

Nenmann, Aber>che lutegrftle. 2. Aufl. 4 
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einige der folgendeu Coefficienten. Denn die -4^, A^, A^, ... sind 
unbekannte Constanten, die ebensogut Null, wie von Null verschieden 
sein können. Im Falle ft == besitzt daher die Formel (4.) die Gestalt: 

(6-) ^ = (^-<'y [C^o + ^i(^ - ") + ^*(^ -«)* + •••], (auf e), 
WO p eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, ... vorstellt, und Cq eine vmi 
verschiedene Constante bezeichnet. 

Die in (5.) in der eckigen Klammer stehende Function ist auf 
S eindeutig und stetig. Sie besitzt im Mittelpunkt c dieser Fläche 
den von verschiedenen Werth JB^, folglich in unmittelbarer Nach- 
barschaft von c ebenfalls von verschiedene Werthe. Man kann 
daher S zu einer concentrischen Kreisfläche c von solcher Klein- 
heit zusammenschrumpfen lassen, dass jene Function innerhalb c 
nicht bloss eindeutig und stetig, sondern auch nichtverschunndend ist. 
Analoges gilt von der in (6.) in der eckigen Klammer stehenden 
Function. 

Innerhalb einer um c beschriebenen, hinreichend kleinen Kreis- 
fläche c nehmen daher die für /t ^ 0, respective für /lc = gelten- 
den Formeln (5.) und (6.) folgende Gestalt an: 

(7.) ^^0:'*g) = (^-c>'-i £(;.), (auf c), 

(8.) (, = O:^ = (0-cyHig), (aufc), 

WO p eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, ... vorstellt, während £{0) und 
H(z) Functionen bezeichnen, die auf c eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend sind. 

Diese Formeln (7.), (8.) zeigen, dass die Function -^— im Punkte 

c entweder stetig oder aber polarunstetig ist; sie zeigen ferner, dass 
die Ordnungszahl dieser Function im Punkte c entweder = {[i — 1) 
oder =:p ist. Also der Satz: 

Ist die Function f{z) auf einer gegd>enen Fläche Ä eindeutig und 
' bis auf einzelne Pole stetig y so gut Gleiches auf 8 audi von dem Dif- 
ferentialquotienten 

dB 

Sind femer ^ und (i die Ordnungszahlen von f{z) und — -^ in 

irgend einem Punkte c der Flädie Ä, so ist: 

(9.) ft' = f* — 1, falls fA 5 0, 

hingegen: 
(10.) ft' = 0, 1, 2, 3, 4, , falls (i = 0. 
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Oder mit andern Warfen: Besitzt die Ordnungszahl fi im Punkte c 
einen der Werthe: 

^ = ....-3, -2, -1, +0, +1, +2, +3, 

so wird der zugehörige Werth von fi respedive dargestellt sein durch: 

^'= . . . . - 4, - 3, - 2, +!>, + 0, + 1, + 2, . . . . 

wo das p eine unbekannte Zahl aus der BeQ^ 0, 1, 2, 3, ... . rr- 
präsentirt, 

Demgemäss hat also ^— der Lage nacfi genau dieselben Pole 

wie die ursprüngliche Function f{z); während hinsicJUlicIi der Null- 
pufikte eine derartige üebereirtötimmung im AUgefneinen nicht existirt. 



Drittes Oapitel. 
Fanctionen in ilirer Aasbreitang aof der Ragelfläche. 

§ 1. 

Die Horizontalebene nnd die Kngelfläche als Träger gegebener 

Funotdonswerthe. 

Soll irgend eine Function f{z) in ihrem ganzen Umfange unter- 
sucht werden, so wird man als Träger ihrer Werthe die ganze un- 
endlicfie Horizontalebene anzuwenden haben. Die bisher gefundenen 
Sätze beziehen sich aber nur auf endliehe Flächenstücke %, Und 
man wird daher mittelst dieser Sätze die Werthe der Function 
in den unendlich fernen Punkten der Horizontalebene nicht mehr zu 
untersuchen im Stande sein. Wie sich dieser Uebelstand beseitigen 
lässt, soll in diesem und dem folgenden Paragraph gezeigt werden. 

Es sei der höchstgelegene j^^ q X x 

und ff der tiefstgelegene Punkt " ' 

einer Kugelfläche vam Durcfimcsser 
1 ; femer sei MN die die Kugel- 
fläche in berührende Horizontal- 
ebene] und in dieser Ebene befinde 
sich (wie bisher) ein rechtwink- 
liges Axensystem xOyy dessen 0' 
Anfangspunkt in liegt. Die nebenstehende Zeichnung repräsentirt 
irgend welchen durch die Linie 00' gehenden Durchschnitt der 
räumlichen Figur. 

Wir denken uns zuvörderst die Werthe der gegebenen Function 
f{z) in gewöhnlicher Weise auf der Horizontalebene MN ausgebrei- 
tet, und verpflanzen sodann diese Werthe von jener Ebene nach der 
Kugelfläche hin, indem wir dieselben auf geradlinigen, gegen ff con- 
vergirenden Bahnen nach der Kugelfläche hingleiten lassen. In sol- 
cher Weise wird z. B. auf den Kugelflächenpunkt Z [vgl. die Figur] 
derjenige Werth f(js) fallen, welcher ursprünglich in z sich befand. 
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Durch, dieses Verfahren verwandelt sich die ursprüngliche Aus- 
breitung der Function auf der Horizontalehene in eine Ausbreitung 
derselben auf der Kugelfläche. 

Beispiele. — Die Function /" =- ( — ) ist auf der Horizontalebene ein- 

detUig, und in den imendlich fernen Punkten durchweg = 0. Projicirt 
man nun die Werthe dieser Function in der angegebenen Weise auf die 
Kugelfläche, so fällt auf den tiefsten Punkt (7 derselben von allen Seiten 
her ein und derselbe Werth, nämlich der Werth 0. Es wird daher diese 
Function auf der Kugelfläche im Punkte (7 eindeutig sein, und selbstver- 
ständlich auch in jedwedem andern Punkte der Kugelfläche. 

Analoges gilt von der Function f = z^ ^ welche in den unendlich fer- 
nen Punkten der Horizontalebene durchweg »» cx> ist. Verpflanzt man also 
die Werthe dieser Function nach der Kugelfläche, so wird auf den Punkt 
(/ von allen Seiten her ein u/nd derselbe Werth, nämlich der Werth oo 
fallen. Es ist mithin diese Function f = z^ wiederum auf der Kugelfläche 
übercdl eindeutig. 

Was wir bei diesen beiden Beispielen sehen, gilt aber nicht allge- 
mein für jede Function. So ist z. B. die Function 



sm 2 



sm (x + ly) = I sm x '- I + • I cosaj ^ I 



auf der Horizontalebene überall eindeutig. Und trotzdem wird sie bei 
ihrer Ausbreitung auf der Kugelfläche im Punkte Ü' unendlichvieldeutig 
sein. Denn diese Function besitzt, wie man leicht übersieht, in den un- 
endlich fernen Punkten der Horizontalebene oder (anschaulicher ausge- 
drückt) in den einzelnen Punkten einer in der Horizontalebene um mit 
unendlich grossem Radius beschriebenen Kreisperipherie versdiiedene Werthe. 
Und air diese verschiedenen Werthe fallen, beim Uebergange zur Kugel- 
fläche, auf den Punkt 0\ 

§2. 
Die Antipodenebene als Träger der Fonotionswerthe. 

Durch Ausbreitung der Werthe einer Function auf der Kugel- 
fläche wird erreicht, dass wir alsdann alF diese Werthe im Und- 
lidien vor uns ha- »|- q x N 

ben : wobei aber der > '" " 



X 



/ 



Nachtheil eintritt, ■■ , 

dass als Träger die- / /vk 



ser Werthe nicht \ 



\ 



/ 
/ 



/ 



mehr eine eben/Cj 

sondern eine Ärtw»- _. _ _ __. . _^^ ^ 

me Fläche dient. ~^ ^' ^ ^' 

Um diesen Nachtheil zu beseitigen, construiren wir eine m/oeiie 

Hori0(mtalebene M'If, welche die Kugel in (7 berührt, und welche 
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zur bequemeven Unterscheidung die Äntipodenebene heissen mag. 
Projicirt man nun die auf der Kugelfläche ausgebreiteten Functions- 
werthe auf geradlinigen, von auslaufenden Bahnen nach der Anti- 
podenebene, z. B. [vgl. die Figur pg. 53] von Z nach /, so sind alsdann 
sämmtliche Functionswerthe auf dieser Antipodenebene ausgebreitet. 

Diese Antipodenebene erstreckt sich aber nach allen Seiten ins 
Unendliche, sodass wir jetzt schiesslich denselben Uebelstand haben, 
der mit der ursprünglichen Ausbreitung der Function auf der Hori- 
zontalebene verbunden war. 

Bei jeder der drei Ausbreitungsmethoden (auf der Horizontal- 
ebene, auf der Eugelfläche und auf der Antipodenebene) ist also 
der störende Umstand vorhanden, dass die angewandte Fläche ent- 
weder eine tmendliche oder aber eine krumme ist. Um beide Uebel- 
stände zu vermeiden, zerlegen wir die Kugelfläche durch irgend eine 
geschlossene Curve ftv (z. B. durch ihren Aequator oder durch einen 
Parallelkreis) in zwei Teile © und ©', von welchen der eine den 
Punkt 0, der andere den Punkt ff enthält, und projiciren sodann 
die Functionswerthe des Theiles S von ff aus nach der Horizon- 
tal-, und die des Theiles ©' von aus auf die Antipodenebene. 
Solches ausgeführt ge- jj^ 

dacht, sind alsdann 
sämmtliche Werfhe der 
gegebenen Function aus- 
gebreitet auf zwei ebe- 
nen endlichen Flä- 
chenstücken %, %\ von 
denen das eine in der 
Horizontal-, das andere ^ 

in der Antipodenebene liegt. Die Werthe, welche auf der Kugelfläche 
längs der Curve ^v vorhanden waren, kommen bei dieser Ausbrei- 
tung doppelt vor, indem sie sowohl auf den Rand von Ä, wie auf den 
von ?l' fallen; so dass also die Bandwertlie von % identisch $ind mit 
denen von W, 

§3. 

Die Horizontalebene, die Kugelfläohe und die Äntipodenebene sind 

anzusehen als verschiedene Zustände ein und derselben Fläche. 

Man kann die Horizontalebene, die Kugelfläche und die Anti- 
podenebene als verschiedene Zustände ein und derselben biegsamen, 
dehnbaren und zusammenziehbaren Fläche auffassen. Auch' kann 
man die Uebergänge dieser Fläche aus dem ersten in den zweiten 
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und dritten Zustand in solcher Weise sich vorstellen, dasa je drei 
Punkte, wie z, Z, [vgl. 
die Figur pg. 53] nichts 
anderes sind als drei ver- 
schiedene Lagen ein und 
desselben Flächenpunktes. 

Die [in der nebenstehen- 
den Figur] mit a, a, a be- 
zeichneten Seiten der drei 
Flächen sind alsdann unter- 
einander identisch, und ebenso andererseits auch b, ß, b\ Da man 
nun bei der Horizontalebene a als die obere und b als die untere 
Seite zu bezeichnen hat, so erscheint es notwendig, mit dem erstem 
Namen auch a und a, mit dem letztern ß und V zu belegen. 

Bei der AnUpodenebene wird also, ebenso tvie bei der Horizontal- 
ebene, unter der obern Seite die der Kugelfläche abgewendete zu ver- 
stellen sein. Und andererseits wird bei der Kugelfläche selber unter 
der obern Seite ihre Aussenseite zu verstehen sein. 

Bei der Untersuchung der auf der Horizontalebene ausgebrei- 
teten Functionswerthe haben wir [in den vorhergehenden Capiteln] 
häufig die Worte links und rechts gebraucht. Und zwar haben wir 
bei Anwendung dieser Worte unsem Standpunkt stets auf der obern 
Seite der Horizontalebene gewählt. Demgemäss wird es für den 
stetigen Fortgang unserer Betrachtungen geboten sein, unsem Stand- 
punkt auf dieser obern Seite auch dann noch beizubehalten, wenn 
jene Ebene im Verlauf der Untersuchung in die Kugelfläche oder in 
die Antipodenebene übergeht. 

Nehmen wir also an, die Kugelfläche sei ein Bild unserer Erd- 
kugel, und unser Wohnort auf der Erdkugel sei in 0, Dann werden 
wir selber denjenigen Standpunkt haben, welcher zur Beurtheilung der 
auf der Horizontalebene ausgebreiteten Functionswerthe geboten ist. 
Und gleichzeitig werden unsere bei (/ wohnenden Antipoden einen 
Standpunkt haben, une er erforderlich ist zur Beurtheilung der auf der 
Antipodenebene ausgebreiteten Functionswerthe, Dies ist für die 
Zukunft unveränderlich festzuhalten. Und hierin liegt auch der 
Grund für die Wahl des Namens Antipodenebene. 

Nachdem in solcher Weise die obern Seiten der betrachteten 
Flächen fixirt sind, können solche Ausdrücke wie positive oder nega- 
tive Umlaufung sofort angewendet werden, ohne dass dabei irgend 
ein Missverständniss zu befürchten wäre. 
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Will man nämlich ein beliebig gegebenes Flächenstück in posi- 
tiver Richtung umlaufen, so muss man [vgl. die Regel pg. 3] auf 
der obem Seite des Flächenstücks längs seiner Randes in solcher 
Richtung fortschreiten, dass man dabei das Flächenstück selber zur 
Linken hat. 

Die obere Seite der Kugelüäche ist aber ihre Aussenseite. Will 
man also z. B. das 



Flächenstück @ längs 
seiner Randcurve fiv 
positiv umlaufen , so 
hat man längs dieser 
Curvevon Westen nadi 
Osten zu wandern, falls 
man nämlich für den 
Äugenblick als 



« 




31' 



Nordpol und 0' als Südpol der Kugel bezeichnet. Will mau hin- 
gegen das andere Flächenstück @' positiv umlaufen, so hat man 
längs ^v in entgegengesetzter Richtung, nämlich von Osten nach Westen 
fortzuschreiten. 

Ferner bemerkt man, dass die positiven Umlaufungen der bei- 
den Flächenstücke @ und Sl unter einander harmoniren. Denken 
wir uns z. B. in (7 einen leuchtenden Punkt, so wird, falls wir sel- 
ber das Flächenstück @ pos^itiv umlaufen, gleichzeitig unser auf die 
Horizontalebene geworfener Schatten in positiver Richtung um 31 
herumlaufen. 

In ähnlicher Weise harmoniren unter einander die positiven 
Umlaufungen von ©' und 81', wobei ein leuchtender Punkt in an- 
zubringen sein würde. 



§4. 

Die Coordinatensysteme xOy und x'(yy in der Horizontal- und 

Antipodenebene. 

Ebenso wie wir das Axensystem in der Horizontalebene mit 
xOy bezeichnet haben, ebenso wollen wir das in der Antipoden- 
ebene festzusetzende Axensystem xCfy nennen. Und zwar mögen 
die Axen Ox und Cf x' parallel und von gleicher liidUung sein. Sie 
mögen beide liegen in der Ebene der nebenstehenden Zeichnung. 

Der in auf der obem Seite der Horizontalebene Stehende und 
in der Richtung Ox Fortsehende wird alsdann die Richtung Oy 
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(1.) 



(a.) 



21 




markiren mit ausgestreckter Linken [Satz (3.) pg. 4]. Daraus folgt, 
dass der Punkt y hinter der Ebene der Zeichnung liegt. 

Andererseits wird 
[zufolge desselben Sa- 
tzes] der auf der obem 
Seite der Antipoden- 
ebene in (y Stehende 
und in der Richtung 
(/x' Fortsehende die 
Richtung O'y'mit aus- 
gestreckter Linken 
markiren. Hieraus folgt, dass der Punkt f/ vor der Ebene der Zeich- 
nung liegt, dass mithin (/y und Oy entgegengesetzte Richtungen sind. 
Sind also xOy und xO' y die in der Horizontal und Antipoden- 
ebene festgesetzten Axensysteme, so hohen Ox und 0' x' gleiche Rich- 
tung, hingegen Oy und öy entgegengesetzte "Richtungen, 

Es mag dabei noch auf folgenden Umstand aufmerksam gemacht 
werden. Die Ebenen xOy und x (/ y sind zwei Tangentialebenen der 
Kugelfläcbe. Denkt man sich die eine derselben als eine bewegliche Tan- 
gentialebene, so wird man dieselbe durch Verschiebung ihres Contact- 
punkteq stets in eine solche Lage versetzen können, dass mit CX, femer 
Ox mit Cf x' und gleichzeitig Oy mit O'y zur Deckung gelangt. 

Es seien z, Z, / irgend drei einander correspondirende Punkte. 
Alsdann sind die beiden Dreiecke OO'zvmi OCfz ähnlich dem Drei- 
eck OOf Zy also auch unter einander ähnlich. Hieraus folgt: 

{pz\ _ {oa) 
{fla)~ {Ozy 

{Oz){az')^(0(y)\ 

Bezeichnet man also die Entfernungen o 

(Oz) und ((//) mit r und r\ und 
setzt man ausserdem fest, dass der Kugel- 
durchmesser (Off) = 1 sein solle, so 
erhält man: 

rr' = 1, 

Es seien nun z und / zugleich die Abbreviaturen für die die- 
sen Punkten z und / zugehörigen Binome; also 

z = x + iy, 

z = x-\-%y, 

wo X, y die Coordinaten des Punktes z im Coordinatensystem xOy, 
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(3.) 



(4.) 



(5.) 




«rar' 



und x^ y die Coordinaten von ^ im Coordinatensystem xO'y vor- 
stellen. Alsdann ergiebt sich: 

{a; = r cos %^, |a;'= r cos ^^ 
y = r sin %, \y = — r sin -ö-, 
wo 0" das in beistehender 
Figur*), angegebene Azi- 
muth repräsentirt. Hier- 
aus folgt weiter: 

X •{- iy = re*^, 
X + it/ = r' c'^j 

also mit Rücksicht auf (1.) : 
{x + iy) {a! + iy) = 1. 

Also der Satz: Zwischen je sicei einander corre^xmdirenden 
Ftmlcten z = x -]- iy und z ^= x -\- iy der Hoi'izontal' und Anti- 
podencbenc findet stets die Relation statt: 

(6.) (^ + iy)(x' + iy') = l, d.i. ^/ = 1. 

Dabei ist vorausgesetzt, dass der Durchmesser der Kugel = 1 sei, 
dass fmier in jenen beiden Ebenen die x-Axen gleiche liichtung, uml 
die y-Axen entgegengesetzte Richtung Jujiben, wie solches näher an- 
gegeben wurde im vorhergehenden Satz [pg. 57]. 

§5. 

Eine rationsde Funotion von z in ihrer Ausbreitung auf der 

Kugelfläohe. 

Die Werthe irgend welcher Function f{z) erleiden, falls man 
die Horizontalebene in die Kugelfläche, und diese wieder in die Anti- 
podenebene übergehen lässt, keine Grössen -Veränderung, sondern nur 
eine Orfe -Veränderung. Derselbe Werth nämlich, welcher ursprüng- 
lich in z war, kommt später nach Z, und schliesslich nach z, falls man 
nämlich unter z, Z, z irgend drei einander correspondirende Punkte 
versteht [Figur pg. 57]. 

Demgcmäss wird also z. B. auch die rationale Function 

(^ -A){z- B) 



(7.) 



= 



z - C 



in je drei solchen Punkten z, Z, z ein und denselben Werth haben. 



*) Diese Figur soll die Yorhergehende von Neuem darstellen, dieselbe 
betrachtet aus der Vogelperspective. 
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Dabei sollen Ä, -B, C beliebig gegebene reelle oder complexe Con- 
stanten vorstellen. 

Nun kann man aber, weil bei je drei correspondirenden Punkten 
z, Zy / die Relation (6.) stattfindet: ss = l, hiervon Gebrauch 
machen, um jenem in Zy Z\ z vorhandenem Werth (7.) eine andere 

Form zu geben, indem man z=^— substituirt. In solcher Weise 
ergiebt sich: 

C^O ^ ij' (1 — Gz) 

Auch wird es bequem sein, diesen den drei Punkten Zy Z, / 
gemeinscJiaftlichen Werth bei z in der Form (7.), hingegen bei / 
in der Form (8.) zu verwenden. 

Thut man dies, und berücksichtigt man dabei den Satz (29.) 
pg. 47, so ergiebt sich aus (7.), dass die Function auf jedem 
endliclten Stück der Horizontalebene eindeutig und his auf einzelne 
Pole stetig ist. Und ebenso ergiebt sich alsdann aus (8.), dass 
dieselben Eigenschaften besitzt auf jedem endlichen Stück der Anti- 
podenebene. 

Denkt man sich also, wie früher, die Kugelfläche durch eine 
Curve fti/ in zwei oj 

Theile @ und ©' zer- 
legt, und die mit diesen 
Theilen correspondi- 
renden Theile der Ho- 
rizontal- und Antipo- 
denebene mit 91 und 
Sl' bezeichnet, so wird 
O eindeutig und bis auf ^ 

einzelne Pole stetig sein sowohl auf Sl wie auf ^T, mithin diese Eigen- 
schaften auch besitzen auf © und ©' [vgl. die folgende Erläuterung]. 
Demgemäss wird also 4> diese Eigenschaften besitzen auf der ganzen 
Kugelfläche, 

Man übersieht nun sofort, dass man in genau derselben Weise 
verfahren kann bei jeder heliebigen rationalen Function von Zy und 
gelangt also zu folgendem 

Satz. — Eine rationale Function von z wird hei ihrer Ausbrei- 

(9.) tung auf der Kugelfläche daselbst überall eindeutig y und bis auf einzelne 

Pole dasdbst auch überall stetig sein. 

Erläuterung der vorhergehenden Schlüssfolge. — Sind z and Z zwei 
auf ^ und @ einander correspondirende Punkte, so wird eine in z stetige 
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Fanction offenbar in Z ebenfalls stetig sein. Ist andererseits in ;;; 
mit einem Vol behaftet, also daselbst unstetig, jedoch in solcher Weise, 

dass der reciproke Werth - im Bereich des Punktes z stetig bleibt, so 

wird dieses — auch stetig sein in dem Bereich des correspondirenden 
Punktes Z, Folglich wird in ^ ebenfalls einen Toi haben. Q. e, d. 
Nimmt man insbesondere eine ganze rationale^ z. B. die Function 
(10.) ii> = (js-A){z^B){z^ C), 

so lässt sich dieser den drei Punkten z, Z, z gemeinscliaßliche Werth 

mittelst der Substitution z =^ — auch so darstellen: 



(11.) 



(1 — Az) (1 — Bz) (1 — C/) 



z^ 



Aus (10.) ersieht man, dass O eindeutig und stetig ist auf ?l, mithin 
auch auf @. Andererseits ersieht man aus (11.) j dass O auf %' 
eindeutig und his auf einen in Ö liegenden Pol stetig ist, dass mithin 
diese Eigenschaften auch auf ©' besitzt. Demgemäss ist also 
die Function O auf der Kugelflädie eindeutig, und bis auf einen in Cf 
liegenden Fol stetig. Genau dasselbe wiederholt sich oflFenbar bei 
jeder beliebigen ganzen rationalen Function. Also der 

Satz. — Eine ganze rationale Function von z wird bei ihrer 

(12.) Ausbreitung auf der Kugelfläche über all eindeutig, und, bis auf einen 

bei O' dr i, bei z = oo licgendm Pol, daselbst überall stetig sein. Man 

kann nämlich die Punkte und 0' nach den zugehörigen Werthen 

von z respective mit z = und mit z = oo bezeichnen. 

§6. 

Ueber die Umkehrbarkeit der Sätze des vorhergehenden 

Faragraphs. 

Ist eine nicht näher bekannte Function f{z) auf der Kugel- 
fläche überall eindeutig und stetig, so gilt offenbar Gleiches auch von 
ihrem Modul. Es wird also dieser Modul auf der Kiigelfläche überall 
stetig, mithin auch überall endlich sein. Ist mithin M der grösste 
Werth dieses Moduls, so repräsentirt M eine bestimmte cndlicfie 
Constante von positivem Werth. 

Demgemäss ist also f(z) auf der Uorizmitalcbene überall eindeu- 
tig und stetig, und gleichzeitig ist der Modul von f{z) daselbst 
überall < M. Hieraus aber folgt [Satz pg. 25], dass f{z) eine Con- 
stante ist. Also der 
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(13.) 



Satz. — Ist eine Function f(0) hei ihrer Ausbreitung auf der Kugd- 
fläche cMentlialben eindeutig und stetig, so wird sie eine Constante sein. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Function /*(jer) sei auf der Kugel- 
flache überall eindeutig, und bis auf einen bei == (x> (d. i. in (/) 
liegenden Pol daselbst auch überall stetig. Es soll die Beschaffen- 
heit dieser Function näher untersucht werden. , 

Zerlegt man die Kugelfläche durch irgend einen ParaUeUcreis 
(IV in zwei Theile © und ©', und bezeichnet man die correspon- 
direnden Theile der Horizontal- und Antipodenebene mit 81 und Sl', 




(14.) 



(15.) 



(16.) 



SO ist f{i2) auf ©', mithin auch auf 31' eindeutig, und bis auf den 
Pol (/ stetig. Folglich ist f(2) [Satz (34.) pg. 48] innerhalb dieser 
Kreisfläche %' darstellbar durch die Formel: 

f(0) = A/-P + 2?/-^+i + C/-P+^ (- P/~i 

-f (2-f-E/ + Ä/2+ T/»-f- , (gültig auf 9r), 

wo A, B, C, - - - P, Qy R, S^ T, ' • ' ' Constanten sind, während j) eine 
positive ganze Zahl repräsentirt. 

Solches constatirt, soll jetzt die Differenz untersucht werden: 

^(js)=f{ß) _ {Az-P + Bz-P^"^ + C^-P-^^ h P/-^], 

welche, da zz = 1 ist, auch so sich darstellen lässt: 

^{z) = f{z) — [AzP + BzP-^ -f CzP-^ \-Pz\. 

Nimmt man diese neue Function g){z) in der Gestalt (15.), so folgt 
aus der Formel (14.) sofort, dass sie auf 91' identisch ist mit 

Q + Bz +Sz^ + Tz'''\ , 

dass sie also auf ?l', mithin auch auf ©' überall eindeutig und stetig 
ist. Und nimmt man andererseits die neue Function <p(z) in der 
Gestalt (16.), so folgt mit Rücksicht auf die über f(z) gemachten 
Voraussetzungen, dass q>{z) auf ^, mithin auch auf © iiberall ein- 
deutig und stetig ist. 
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Beides zusammen genommen, ergiebt sich also, dass q){0) die 
Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit auf der ganzen Ku- 
gelfläche besitzt, dass also [zufolge des vorhergehenden Satzes (13.)] 
g){i) eine Constante ist. Demgemäss erhalten wir aus (16.): 

(17.) f(g) = Const + A0P + B^P-^ + CzP"^ \- Pz, 

und gelangen daher zu folgendem 

Satz. — Ist die Function f{z) auf der Kugelfläche überall ein- 
(18.) deutig, und bis auf einen hei z = oo (d. i. in (/) gelegenen Pol daselbst 
auch überall stetig, so mrd sie stets eine ganze rationale Function 
von z sein. 

Wir gehen jetzt zu der allgemeinsten Aufgabe über, die sich 
hier darbietet. Es sei nämlich f(z) eine Function, die auf der Kugel- 
fläche eindeutig, und bis auf einzelne unbekannte Pole stetig ist. Es 
soll die Beschaffenheit von f(z) näher untersucht werden. 

Möglicherweise liegt einer der unbekannten Pole in 0'. All' 
diejenigen Pole aber, die nicht in (/ liegen, mögen mit «j, a^^-'-cCa 
benannt werden, und zur Zerlegung der Kugelfläche in zwei Theile 
© und ©' [vgl. die vorhergehende Figur] mag ein Parallelkreis ftv 
benutzt werden, der so nahe an (7 liegt, dass all' jene mit a^, «g, • • • a« 
bezeichneten Pole innerhalb © liegen. Sind nun wieder ?l und Sl' 
die mit © und ©' correspondirenden Theile der Horizontal- und 
Antipodenebene, so wird f(z) auf ©, mithin auch auf Sl eindeutig, 
und bis auf die Pole a^, «g, • • • «a stetig sein, also [Satz (32.) pg. 48] 
• auf der Kreisfläche 21 darstellbar sein durch die Formel: 



• ■ • • 



(19.) ^(-) = (7— >73^--;-.l^«>-a' (^'^^^)' 

wo A, B, C, D, ' ' ' Constanten vorstellen, während die p's positive 
ganze Zahlen sind. 

Solches constatirt wollen wir jetzt das Product untersuchen: 

(20.) 9(^) = fi^) ' [(^ - «i)''^ (z-a^)P-^"{z — ««)"«]. 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck ist eine 
rationale Function von z, also [nach Satz (9.)] auf der Kugelfläche 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Gleiches gilt aber, nach 
unserer Voraussetzung, auf der Kugelfläche auch von f(z), und daher 
[Satz pg. 46] auch von dem Product (p{z). 

Diese neu eingeführte Function g)(z) ist mithin auf der Kugel- 

(21.) fläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Es handelt sich 

darum; diese noch unbekannten Pole zu ermitteln. Und zu diesem 
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Zwecke sind nacheinander die beiden Theile © und ©' der Kugel- 
fläche zu durchmustern. 

Zuvörderst folgt aus der Gleichung (19.), dass die neue Function 
9(jSf), (20.), auf % darstellbar ist durch 

dass sie also auf Ä, mithin auch auf © überall stetig ist. Sie kann 

(22.) somit auf §t odef' © keinen Pol haben. 

Was ferner %' oder ©' betriflft, so besteht q>{z), nach (20.), 
aus zwei Factoren. Der erste Factor f(js) kann [zufolge unserer 
Construction] auf ©' nirgends einen Pol haben, also auch nirgends 
unendlich werden, — ausser vielleicht in 0'. Und der zweite Factor, 
der in (20.) in eckige Klammern eingeschlossen ist, kann, wie sein 
Anblick zeigt, auf ©' ebenfalls nirgends unendlich werden, ausser 
für ;? = oo, d. i. in (X. Demgemiiss wird also auch das Product ' 
q)(z) dieser beiden Factoren auf ©' nirgends unendlich sein können, 

(23.) ausser in ff. Und hieraus folgt weiter, dass (p{z) auf ©' keinen 
Pol hesitzen kann, ausser in ff. 

Mit Rücksicht auf diese Ergebnisse (22.), (23.) wird jetzt also 
der Satz (21.) dahin auszusprechen sein, dass die Function q>{z) auf 
der ganzere Kugelfläche eindeutig und mit etwaiger Ausnahme eines in 
ff liegenden Poles daselbst auch überall stetig ist. Hieraus aber folgt 
[mittelst des Satzes (18.)], dass (p{z) eine ganze rationale Function 
von z ist. Solches constatirt, ergiebt sich jetzt aus (20.), dass f(z) 
eine gebrochene rationale Fmidion von z ist. Also der 

Sats. — Ist die Function f{z) auf der Kugelfläelie eindeutig und 

(24.) ^ ^^f ^^^elne Pole stetig, so wird sie stets eine rationale Function 
von z sein. 

Genauer genommen, ist übrigens offenbar hinzuzufügen, dass 
der Satz nur dann Giltigkeit hat, wenn die Anzahl jener einzelnen 
Pole eine endliche ist. 
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Einftthmng der Riemann sehen ebenen Fläehen nnd der 

Riemann'sehen Kngelflächen. 

§ 1. 

neber die Biemann'schen Windungsfläohen. 

Ein Strahl, welcher von einem festen Punkte c ausgeht, um c 
drehbar ist, und nun längs irgend einer im Räume gegebenen Leit- 
curve fortgleitet, wird einen Kegelmantel beschreiben. Ist die Leit- 
curre eine in sich zurücklaufende, so gilt Gleiches auch von dem 
Kegelmantel, 

Befindet sich die Leitcurve auf einer um den Punkt c mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kugel, so heisst bekanntlich derjenige Ober- 
flachentheil dieser Kugel, welcher von der Leitcurve umschlossen 
wird, die Oeffnung des Kegelmantels. 

Wir wollen uns nun auf der um c beschriebenen Kugel eine 
Leitcurve denken, welche etwa die Form einer 8 besitzt, nämlich 
annehmen, dass diese Curve, ebenso wie es bei der 8 der Fall ist, 
durch einen Zug entsteht, welcher zuerst nach Ausführung einer 
Wendung sich selber durchschneidet, und welcher sodann nach Aus- 
führung einer zweiten, entgegengesetzten Wendung in seinen Anfang 
zurückläuft. Der Punkt, in welchem jene 8 förmige Curve sich sel- 
ber durchschneidet, mag der Doppelpunkt der Curve genannt und 
mit d bezeichnet werden. 

Lassen wir den von c ausgehenden Strahl dem Zuge dieser 
Leitcurve folgen, so wird der von ihm beschriebene Kegelmantel, 
ähnlich wie jene Curve selber, zuerst nach Ausfuhrung einer Wen- 
dung (in der Linie cd) sich selber durchsetzen, und sodann nach 
Ausführung einer zweiten, entgegengesetzten Wendung in seinen An- 
fang zurücklaufen. Es wird demnach dieser Kegelmantel zivei OefF- 
nungen besitzen, von welchen die eine dem unteren, die andere dem 
oberen Theile der 8 entspricht. 
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Wir haben hier eine Fläche vor uns, welche in einer gewissen 
Linie sich selber durchsetzt Mit Flächen solcher Art werden wir in 
Zukunft häufig zu thun haben ; und es wird daher zweckmässig sein/ 
wenn wir uns hier zu Anfang sogleich mit einer gewissen Grund- 
vorstellung bekannt machen, welche — wie gezwungen sie im ersten 
Augenblick vielleicht auch erscheinen mag — bei jenen Flächen in 
Zukunft beständig festgehalten werden muss. 

Wir setzen nämlich ein für allemal fest, dass maischen zwei FUi- 
chentheileny welche einander in irgend einer Linie durchsetzen, längs 
(1.) dieser Linie hin kein Zusammenhang, also auch keine Nach- 
barschaft stattfinden soll. 

Denkt man sich z. B. im Räume zwei gleich grosse Kreisflächen, 
welche einander längs eines Durchmessers durchsetzen und unter 
irgend welchem Winkel gegen einander geneigt sind, so werden 
diese beiden Kreisflächen als zwei von einander völlig getrennte 
Flächenstücke anzusehen sein; nämlich als zwei Flächenstücke an- 
zusehen sein, welche unabhängig von einander ihre Lage im Räume 
ändern können, mithin an beliebige und beliebig weit von einander 
entfernte Stellen des Raumes versetzt werden können. 

Sobald von einem Punkte die Rede ist, welcher auf einer ge- 
gebenen Fläche fortgeht, oder fortschreitet, oder fortläuft, so versteht 
man darunter bekanntlich jederzeit einen Punkt, welcher seine Lage 
auf der Fläche stetig ändert, also einen Punkt, der von jedweder 
Stelle der Fläche immer nur zu einer benachbarten Stelle sich fort- 
bewegt. Die aufeinander folgenden Lagen eines solchen Punktes 
werden demnach in ihrer Gesammtheit eine Curve bilden, welche 
aus lauter zusammenhängenden Punkten der Fläche besteht. 

Zwei Flächentheile können als zwei Systeme von Punkten ange- 
sehen werden; die Punkte des einen Systems sind alle unter ein- 
ander zusammenhängend, ebenso auch die des andera. Durclhsetzen 
aber die beiden Flächentheile einander, so findet — nach der von 
uns angenommenen Vorstellung — zwischen den Punkten des einen 
und denen des andern Systeins längs der Durch setzungslinie kein 
Zusammenhang statt. 

Der auf einer gegebenen Fläche fortlaufende Punkt wird daher, 
weil seine Bahn aus lauter zusammenhängenden Punkten bestehen 
muss, sobald er auf seinem Wege zu einer Linie gelangt, in welcher 
der Flächentheil, auf dem er sich gerade befindet, von einem andern 
Flächentheile durchsetzt wird, niemals in diesen andern Flächentheil 
hinübergehen können. Oder mit andern Worten: 

Neumann, Abel'sche Integrale. 2. Aufl. 5 
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Bei einer Linie, in welcJier zwei TheiU einer Fläche einander 
durclisetzen, ist die Bewegung eines auf der Fläche fortlaufhulen Punk- 
(2.) tcs nothwendig immer der Art, als iväre der eine von diesen beiden 
Flächcntlieihm gar nicht vorhanden. 

Wir haben früher, um die Werthe irgend einer Function räum- 
lich auszubreiten; bald eine ebene Fläche, bald eine Kugelfiäclie be- 
nutzt. Unter Umständen wird es zweckmässig sein^ zu diesem Be- 
huf irgend welche andere Flächen in Anwendung zu bringen. Jeder 
Punkt der gerade gewählten Fläche wird alsdann der Träger eines 
gewissen Functionswerthes werden. TriflFt es sich, dass hierbei zur 
samnierüiängende Flächenpunkte auch jederzeit mit stetig zusammen- 
hängenden Functionswerthen belastet sind, so wird die Function eine 
auf jener Fläche überall stetige zu nennen sein. 

Wiederum wird hierbei, falls zwei Theile der in Anwendung ge- 
brachten Fläche einander durchsetzen^ wohl zu beachten sein, dass 
zwischen den Punkten des einen und denen des andern Theiles längs 
ihrer Durchsetzungslinie kein Zusammenhäng stattfindet. 

Soll detnnach irgend eine Function auf einer soldien FläcJie ste- 
tig sein, so wird dazu^ was iJtre Werthe auf jenen beiden einander 
durchsetzenden Flächentlieilen anbelangt, nur crforderlidi sein, dass jeder 
(3.) von diesen beiden Thcilen für sich allein betrachtet mit lauter 
stetig zusamnienMngenden Werthen belastet ist — gleichgültig, ob 
die Werthe, welche der eine^ und welclie der andere Theil in der Nähe 
ihrer Durclisetzungslinie besitzen, unter einander gleich oder verschie- 
den sind. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen kehren wir zu dem zu 
Anfang betiachteten Kegelmantel zurück. Wir wollen uns diesen 
Kegelmantel als eine materielle Fläche denken, und wiederum an- 
nehmen, sein Scheitelpunkt befinde sich im MittclpunM, und seine 
8 förmige Leitcurve auf der Oberfläche irgend einer Kugel. Der Kreis, 
in welchem die Kugel von einer durch ihren Mittelpunkt gelegten 
Horizontalebene geschnitten wird, mag der Aequator genannt wer- 
den; und jene 8 förmige Leitcurve mag auf der Kugel eine solche 
Lage haben, dass die eine Schleife derselben oberhalb, die andere 
unterhalb des Aequators, dass mithin ihr Doppelpunkt d gerade im 
Aequator liegt. Während nun der Doppelpunkt jener Curve im 
Aequator ungeändert liegen bleibt, mag sich die eine Schleife auf 
der obern, die andere auf der untern Halbkugel mehr und mehr 
ausdehnen; die Ausdehnung mag so weit fortschreiten, bis zuletzt 
die eine Schleife von oben, die andere von unten her denh Aequator 
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unendlicli nahe kommt. Gleichzeitig werden sich alsdann die den 
beiden Schleifen entsprechenden Theile des Kegelmantels mehr und 
mehr abplatten, und zwar so weit 
abplatten^ bis zuletzt beide Theile, der 
eine von oben, der andere von unten 
her, fast vollständig in die Horizontal- 
ebene hineinfallen. 

In dem gegenwärtigen Zustande 
wird alsdann der Kegelmantel eine 
Fläche repräsentiren, von welcher die 
Horizontalebene überall doppelt be- 
deckt ist, es mag diese Fläche eine 
Windungsfläcfiej und ihr Scheitelpunkt 
ein Windungspunkt genannt werden. 

Die Winduugsfläche kann auf beliebige Weise begrenzt, oder 
auch iinbegrenzt sein. Denken wir uns z. B. unsere Windungsfläche 
von ihrem Scheitelpunkte aus nur bis zu der um c beschriebenen 
Kugelfläche hin fortgesetzt, so wird die Begrenzungslinie derselben 
eine kreisförmige Gestalt besitzen. Und zwar wird, weil längs der 
Linie cd hin zwischen den beiden daselbst einander durchsetzenden 
Flächentheilen kein Zusammenhang stattfindet, zwischen den beiden 
im Punkte d einander durchkreuzenden Theilen der Begrenzungs- 
linie ebenfalls kein Zusammenhang vorhanden sein. Es wird dem- 
nach die Begrenzung der Windungsfläche aus einer einsigen Curve 
bestehen, welche nach zwei vollen Kreisumläufen in sich selber 
zurückkehrt. 

Wir würden übrigens, wie wir sofort übersehen, eine solche 
kreisförmig begrenzte Windungsfläche auch dadurch erhalten kön- 
nen, dass wir zwei ebene Kreis- 
flächen übereinanderlegen, diesel- 
ben längs zweier übereinanderlie- 
genden Radien aufschlitzen, und 
sodann die entgegengesetzt liegen- 
den Ränder des oberen imd des 
unteren Schutzes mit einander zusammenheften, nämlich den Rand 
a mit pfj imd a mit ß. 

Ein auf der Windungsfläche fortgehender Punkt wird, sobald 
er die Linie cd passirt, aus dem unteren Blatt der Fläche in das 
obere, oder auch umgekehrt aus dem oberen in das untere gelangen. 
Aus diesem Grunde wird es zweckmässig sein, die Linie cd eine 
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Uehergangslinie zu nenneu. Ein üebergang aus dem unteren Blatt 
in das obere hinein kann übrigens auf doppelte Weise bewerkstelligt 
werden. Denkt man sich nämlich einen Beobachter, welcher in c 
auf der horizontal liegenden Windungsfläche steht und nach d hin 
fortsieht, so kann dieser üebergang entweder von linTcs unten nach 
rechts oben, oder auch umgekehrt von rechts unten nach links oben 
erfolgen. Charakteristisch für die hier betrachtete Fläche ist es, 
dass ein auf derselben fortlaufender Punkt den Windungspunkt zwei- 
mal umkreisen muss, ehe er in seine Anfangslage zurückkommt. 

Durchaus unwesentlich ist es, dass wir uns bis jetzt die Ueher- 
gangslinie geradiinig gedacht haben; es kann dieselbe eine Curve 
von beliebiger Krümmung sein. Wir brauchen nämlich die beiden 
ebenen Kreisflächen, welche zuletzt zur Construction der Windungs- 
fläche in Anwendung gebracht wurden, nicht gerade längs eines 
Badius hin aufzuschlitzen, sondern können dieselben auch längs 
irgend einer andern vom Mittelpunkt nach dem Rande hingehenden 
Curve aufschlitzen. Wenn wir alsdann wiederum die entgegengesetzt 
liegenden Ränder des oberen und unteren Schlitzes zusammenheften, 
so haben wir eine Windungsfläche, in welcher die Uehergangslinie 
durch ' eine Curve von lyeliebiger Gestalt repräsentirt ist. 

Zur Construction einer Windungsfläche sind bis jetzt zwei Me- 
thoden angegeben worden. Eine dritte Methode zur Construction 
einer solchen Fläche ist folgende: 

Man markire in der Horizontalebene einen Punkt c, und construire 
sodann in dieser Ebene eine zweimal um c herum- und schliesslich 
in sich zurücklaufende Curve, und bezeichne den 
Doppelpunkt derselben mit d. Diese Curve be- 
trachte man als die Leitcurve eines Kegels, des- rf) 
sen Scheitelpunkt irgendwo im Baume liegt; und 
denke sich sodß.nn diesen Scheitelpunkt auf irgend 
welchem Wege näher und näher an den Punkt c 
herankommend; dann wird sich die Mantelfläche 
des Kegels mehr und mehr abplatten, bis sie zu- 
letzt vollständig mit der Ebene der Leitcurve zu- 
sammenfällt. In diesem Endzustande wird dann die Mantelfläche 
des Kegels wiederum eine Windungsfläehe sein. Der Punkt c wird 
den Windungspunkt, und die Linie cd die Uehergangslinie vorstellen. 

Es wird zweckmässig sein, hier zugleich andere Windungs- 
flächen, nämlich Windungsflächen höherer Ordnung, mit in unsere 
Betrachtung hineinzuziehen. 
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Die letzterwähnte Leitcurve lief nach zwei vollen Umdrehungen 
in ihren Anfang zurück. Nimmt man statt dieser eine Curve, die nach 
m vollen Umdrehungen in ihren Anfang zurückläuft, so erhält man : 

für m= 1 eine gewöhnliche einblättrige Fläche (Windungsfläche 
0*®' Ordnung; bei einer solchen Fläche wird irgend ein beliebiger 
Punkt als der Windungspunkt derselben zu bezeichnen sein), 

für m = 2 die soeben betrachtete, der letzten Figur entspre- 
chende zweiblättrige Windungsfläche (nach Riemann's Ausdrucks weise: 
eine Windungsfläche 1*®' Ordnung), 

ferner für w == 3 eine dreiblättrige WindungsfläcJie (nach Rie- 
mann: eine Windungsfläche 2*®' Ordnung). U. s. w. U. s. w. 

Bemerkungen. — Man ersieht hieraus, dass eine emblättrige Win- 
duugsfläche nichts anderes ist, als eine gewöhnliche einblättrige Fläche 
(z. B. eine Kreisfläche), imd also gar Iceine Uebergangslinie besitzt. 

Ferner ergiebt sich aus den angestellten Betrachtungen sofort, 
dass eine zweihl&itnge Windungsfläche mindestens eine Uebergangs- 
linie besitzt. Doch kann sie deren auch 

mehr haben. In der That kann man eine ^ -^.^^ 

solche zweiblättrige Fläche z. B. erhalten X ^ ; 

unter Anwendung der nebenstehenden / y^ • \ / 

Curve, welche [ebenso wie die der vor- 1/ ' / / 

hergehenden Figur] nach zwei vollen Um- f\ y / y 

laufen in sich zurückkehrt. Diese besitzt ^\^^^^^ 

alsdann offenbar aber drei Uebergangs- 

linien, welche in der Figur durch Punktirung angegeben sind. 

Eine dreiblättrige Windungsfläche besitzt, wie man leicht über- 
sieht, mindestens zwei Uebergangslinien. Diese beiden können ent- 
weder irgend welchen Winkel mit einander bilden, oder auch dicht 
neben einander, respective über einander liegen, wie solches leicht 
zu übersehen ist. U. s. w. U. s. w. 

§2. 

Ueber die stetige Umformung einer Windtmgsfläche in eine 

gewöhnliche einblättrige Fläche. 

Liegt auf der HorizontäUbene ein in sich zurücklaufender Faden 
(etwa ein Gummifaden), dessen einzelne Elemente biegsam, dehnbar 
und auf der Ebene verschiebbar sind, so kann man diesen Faden in 
stetiger Weise aus der Gestalt 1. in die Gestalt 2., sodann in die 
Gestalt 3., endlich in die Gestalt 4. übergehen lassen-, [vergl. die 
folgende Figur]. 
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Denkt man sich den betrachteten Faden als die Leitcurve eines 
Kegels, dessen Spitze irgendwo im Baume, etwa gerade über dem 
Mittelpunkt der Curve liegt, so werden den verschiedenen Zustän- 



1. 




2. 



3. 
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den 1., 2., 3., 4. der Curve ebenso viele verschiedene Zustände des 

Kegels entsprechen. Und ebenso, wie jene vier Zustande der Curve 

stetig in einander übergehen, ebenso wird Gleiches zu sagen sein 

von den vier entsprechenden Zuständen des Kegelmantels. 

Es soll nämlich jede Umformung, bei welcher Zerrcissungen und Zu- 
sammenheftungen vermieden werden, eine stetige heissen. Wenn wir den 
hier betrachteten Kegelmantel aus dem Zustande 1. in die Zustände 2., 3., 4. 
übergehen lassen, so müssen wir dabei zwei Flächentheile dieses Mantels 
in einer gewissen Linie einander durchsetzen lassen. Eine solche Durch- 
setzung geht nun aber [zufolge unserer Vorstellungen pg. 66] vor sich, 
ohne dass dabei die Punkte des einen Flächentheiles mit denen des andern 
längs jener Linie hin in irgend welchen Zusammenhang treten, geht also 
vor sich, ohne dass dabei irgend welche Zusammenheftungeti eintreten. 
Ebenso wenig finden dabei Zerrcissungen irgend welcher Art statt. Dem- 
nach ist die Umformung unseres Kegels aus dem Zustande 1. in die Zu- 
stände 2., 3., 4 in der That eine stetige zu nennen. 

Die Umformung des Kegels 1. in die Gestalten 2., 3., 4. ist 
eine stetige zu nennen, an welchem Ort des Raumes die Spitze des 
Kegels auch liegen mag. Sie wird also auch dann noch eine ste- 
tige bleiben, wenn wir uns jene Spitze in der Ebene der Curve, oder 
wenigstens dieser Ebene unendlich nahe gelegen denken. Thun wir 
aber dies, und verfiigen wir im Uebrigen über die Lage jener Spitze 
in geeigneter Weise, so ist der Kegel 1. eine gewöhnlicJie einUättrige 
Fläche, und der Kegel 4. eine zweihlättrige Windungsflüdw. 

( 1 .) Also der Satz : Eine gewöhnlic/ie einblättrige Fläche kmm mittelst s te- 

tiger Umformung in eine zweihlättrigeWindungs^läclie verwandelt iverdetu 
Man sieht bereits, dass man durch die angegebene Operations- 
methode sofort auch zu folgendem allgemeineren Satz gelangt: 

Eine gewöhnliche einblättrige Flädie lann durch stetige Umfor- 
mung in eine m -blättrige Windungsfläche verwamlelt werden, wo m 

(2.) <^'^ß beliebig gegebene Zahl aus der Reihe 1, 2, 3, 4 . . . vorstellt. 
Selbstverständlich ist dieser Frocess auch rückivärts ausführbar, so 
dass man also eine beliebig gegebene m- blättrige Whulungsfläelie mit- 
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telst stetiger Umformung in eiiie getvöhnliclie eitiblättrige Fläche zu 
verwandeln vermag, 

§. 3. 

Analytische Einkleidung des in Bede stehenden Umformungs- 

proeesses. 

Man kann eine Linie durch die Bewegung eines Punktes, und 
ebenso eine Fläche durch die Bewegung einer Linie entstehen lassen. 

Wir denken uns in der icy-Ebene einen Radius, welcher um 
seineu Ausgangspunkt e in positiver Richtung und mit beliebiger Ge- 
schwindigkeit rotirt, und dessen Länge sich y 
von Augenblick zu Augenblick auf ganz be- 
liebige Weise ändert. Durch die Rotations- 
bewegung des Radius wird eine ebene Fläche 
erzeugt werden, welche, so lange jene Be- 
wegung andauert, fortwährend im Wach- 
sen begriffen ist. Diese Fläche ist in jedem 
Augenblick begrenzt von denjenigen beiden 
geraden Linien R(y und JK, durch welche 
die Änfangsla^ge und die augmblickliclie Lage des Radius dargestellt 
sind, und überdies von derjenigen krummen Linie S, auf welcher 
der Endpunkt des Radius sich inzwischen fortbewegt hat. Von 
diesen drei Begrenzungslinien ist es die Linie H, welche, während 
sie in ihrer Rotationsbewegung weiter und weiter fortschreitet, ein 
fortwährendes Wachsen der Fläche bewirkt. 

Neben der Fläche (RqRS) denken wir uns gleichzeitig eine 
zweite, und ebenfalls noch im Wachsen begriffene Fläche (Pj^PZ). 
Diese letztere mag an irgend einer andern 
Stelle des Raumes, etwa in der |iy-Ebene, 
auf ganz analoge Weise entstehen, nämlich 
erzeugt werden durch einen Radius, der in 
jener Ebene in ^yositiver Richtung um seinen 
Ausgangspunkt y rotirt, und dessen Länge 
sich ebenfalls von Augenblick zu Augenblick 
ändert. 

Bei der Fläche {R^IiS) waren die Ge- 
schwindigkeit, mit welcher der erzeugende 

Radius rotirt, und die Schnelligkeit, mit welcher die Länge des Radius 
zu- oder abnimmt, durchaus willkürlich. Anders soll es sich bei 
der Fläche (PqPI) verhalten. Sind nämlich in irgend einem Augen- 
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blick R und P die Längen der beiden erzetigendefi Radien^ und w und 
G) die von ilinen beschriebenen Rotationswinlcel, so soll beständig 



p == Yb und (o=- 



sein^ ICO m eine beliebig gegebene positive ganze Zahl vorstellt. Lässt man 
nun das Azimuth w von 0® bis m , 360^, mithin das Azimuth o von 
0^ bis 360^ anwachsen, so wird sich, auf diese Weise und unter sonst 
geeigneten Dispositionen, die eine Fläche in eine m-blättrige Windungs- 
fläcJiCy die andere in eine geivöhnliche einblättrige Fläche verwandehi. 
Erläutenmg. — Die Flächen {BqRS) und (PqPI) entstehen und wach- 
sen gleichzeitig. Wahrend aber das Wachsen der ersteren auf völlig freie 
und willkürliche Weise vor sich geht, ist das Wachsen der letztem auf 
bestimmte Weise gebunden an das der erstem. 

Wir wollen uns beide Flächen materiell denken. Die Fläche (B^BS) 
wird in dem Augenblick, wo ihr erzeugender Radius einen Rotationswinkel 
von 360^ beschrieben hat, zwei Randgebiete Bq und B besitzen, welche 
dicht neben einander liegen. Zwischen diesen beiden Randgebieten mag 
aber keine Vereinigung eintreten. Wir wollen nämlich den erzeugenden 
Radius, sobald er nach einer Drehung von 860° zu seiner Anfangslage Bq 
zurückgekehrt ist, in seiner Rotationsbewegung weiter fortfahren lassen, 
und gleichzeitig wollen wir das von ihm nachgeschleppte, neu entstehende 
Flächengebiet, ohne mit dem bei Bq schon vorhandenen in Zusammenhang 
zu treten, über dieses hinweg sich fortschieben lassen. Die Fläche (B^BS) 
wird alsdann die Gestalt einer Schraübenfläche annehmen, in welcher die 
Anzahl der über einander liegenden Blätter mit jeder Umdrehung des er- 
zeugenden Radius um Eins zunimmt, und bei welcher eine Vereinigung 
der bei jß^ und B liegenden Randgebiete nun weiterhin völlig unmög- 
lich ist. 

Wir ändern gegenwärtig unsere Vorstellungen. Die Fläche (BqBS) 
mag nicht geradezu wie eine Schraubenfläche , sondern in etwas anderer 
Art wachsen. Während nämlich bei Entstehung einer Schraübenfläche das 
im Wachsen begriffene obere Blatt der Fläche beständig auf dem schon 
vorhandenen darunter liegenden Blatt sich fortschiebt, nehmen wir an, dass 
bei Entstehung der Fläche (B^BS) das im Wachsen begriffeuc Blatt die 
schon vorhandenen Blätter beliebig oft, und an beliebigen Stellen durch- 
setzen dürfe, dass also die voranschreitende Begrenzungslinio B des neu 
entstehenden Blattes sich gewissermassen wie eine scharfe Kante oder 
Schneide verhalte, welche die schon fertigen Blätter nach Belieben durch- 
dringen kann. 

Wir lassen nun die voranschreitende Kante B von ihrer Anfangs- 
lage Bq aus im Ganzen m volle Umdrehungen machen, und lassen die- 
selbe im Verlaufe dieser Umdrehungen in jedem Augenblick nach Belie- 
ben entweder das schon früher entstandene Flächengebiet durchschneiden, 
oder ohne dasselbe zu verletzen ruhig darüber hingleiten; jedoch so, dass 
sie schliesslich nach Ablauf jener m Umdrehungen in ihre Anfangslage Bq 
hineinfallt. Ihre Länge mag sich während jener m Umdrehungen von 
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Augenblick za Augenblick beliebig geändert haben, zuletzt aber vriederum 
ebenso gross geworden sein, als sie zu Anfang war. Die in solcher Weise 
entstandene Fläche (E^RS) wird alsdann zwei bei R^^ und B unmittelbar 
neben einander liegende Randgebiete haben. Lassen wir zwischen diesen 
beiden Randgebieten eine ZusammcnscJimelzung eintreten, und setzen wir 
ferner [in Uebereinstimmung mit den von uns angenommenen Grundvor- 
stellungen ; pg. 65] fest, dass in jeder Linie, wo zwei Theile der Fläche 
einander durchsetzen, zwischen diesen beiden Theilen Arein Znsammenhang 
vorhanden sein soll, so haben wir eine Fläche vor uns, die nichts Anderes 
ist, als eine m-hläUrige Windungsfläche^ deren Windungspunkt in c liegt, 
und deren Rand durch eine einzige nach m vollen Umgängen in sich sel- 
ber zurücklaufende Curve S dargestellt wird. 

Während nun die Fläche (Rq R S) in solcher Weise anwächst und 
schliesslich in eine t^t-blättrige Windungsfläche übergeht, nimmt gleich- 
zeitig die von ihr abhängende Fläche (PoP^) eiiie sehr viel einfachere Ge- 
stalt an. I^a nämlich die von den Radien B und P gleichzeitig beschrie- 
benen Rotationswinkel w und co in jedem Augenblick durch die Gleichung 

w 

CO BBS — 

tn 

mit einander verbunden sind, der Radius R aber tn volle Umdrehungen 
gemacht hat, so wird gleichzeitig der Radius P nur eine Umdrehung aus- 
geführt haben. Und da femer die Längen jener beiden Radion in jedem 
Augenblick durch die Gleichung 

verbunden sind, der Radius R aber nach Ablauf seiner m Umdrehungen 
wieder seine ursprüngliche Länge Rq angenommen hat, so wird auch der 
Radius P nach Ausführung seiner einen Umdrehung wiederum zu seiner 
anfänglichen Länge P^ zurückgekehrt sein. 

Nach Ablauf des ganzen Proeesses haben wir also in der 

a;t/- Ebene eine m-bUiUrige Windungsflädhey mit dem Centrum oder 

Windtmgspiinlct c, andererseits in der gi^- Ebene eine gewöhnliche eiiv- 

blättrige Fläche mit dem CerUrnm y. Zerlegt man die erstere in 

360 Sectoren von je 1 Grad, so besitzen die correspondirenden 8ec- 

toren der letztem je — Grad. Dabei wird die gegenseitige Lagerung 

benachbarter Sectoren auf der einen Fläche genau dieselbe sein, wie die 
gegenseitige Lagerung der correspondirenden Sectoren auf der andern. 
Durch geeignete Biegungen und Dehnungen wird man daher die eine 
Fläche mit der andern, und zwar jeden Sector der einen mit dem cor- 
respondirenden der andern zur Deckung bringen können. Demgetnäss ist 
die eine Fläche als eine stetige Umformung der andern zu bezeichnen [wie 
solches auf anderm Wege schon früher erkannt wurde, Satz (2.) pg. 70]. 
•Versteht man jetzt unter correspondirenden Funkten der beiden 
Flächen solche, die auf correspondirenden Badien liegen, deren Azi- 
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inuthe also der Relatiou entsprechen: m = , und deren Ceutral- 

distanzen überdies der Gleichung Genüge leisten: Q = Vr , so hat 
man für je zwei solche einander correspondirende Punkte (r, w) und 
{(f, ö) die Formeln: r = qI^ und w = wo, mithin: 

(3.) re»'^ = {q^^^Yj wo i = 1/— 1 . 

Bezeichnet man die rechtwinkligen Coordinaten dieser corre- 
spondirenden Punkte (r, w) und (p, o) respective mit {Xy y) und 
(I, 1^), und setzt man a; + iy = ^, ebenso S + ii^ = J;, so ergiebt 
sich sofort [vgl. die Figuren p. 71]: 

(ß.) z — c=re'^ und i— y = q&^. 

Dabei steht c für a + «6 und y für a + ^ßj wo (a, 6) und (a, /3) 
die rechtwinkligen Coordinaten dieser Punkte c und y vorstellen. 
Mittelst dieser Relationen (R.) geht aber die Formel (3.) über in 

(4.) ;5 _ c = (g - yy\ 

Also der Satz: 7^^ in der z- Ebene eine m-hläUrige Windungs- 
flädie mit deni WindungsptmJct c, femer in der t- Ebene eine geivöhn- 
lieJie einblättrige Fläche mit detn Windungspimkt y gegeben, und setzt 
man zwischen den Funkten z und i dieser beiden Flächen die Corre- 

spondenz fest: 

(5.) z — c = {t- yy\ 

so tvird fnan durch stetige Umformung die eine Fläche in die andere, 

und zivar jedweden Funkt z der eifien in den cor respondir enden 

Funkt % der andern zu verwandeln im Stande sein, 

Bemerkung. — Die Einrichtung der in uusem Figuren pg. 71 gezeich- 
neten Axensysteme zeigt sofort, dass als obere Seite der a;y- Ebene und 
1 97 -Ebene diejenigen zu bezeichnen sind, die in jenen Figuren wirklich 
nach oben gewendet sind. Läset man nun den Punkt z den Eand der m-blätt- 
rigen Windungsflächo umlaufen, so wird gleichzeitig der correspondirende 
Punkt f den Rand der einblättrigen Flüche durchwandern. Und diese bei- 
den einander correspondirenden Umlauf sbewcgungen sind, wie man sieht, 
entweder beide positiv, oder aber beide negativ. 

§ 4. 



Betraohtimg der Function Yiz — cj {z — cS) {z — 6*3). 
Wir wollen die Function 



(1.) /'= /'W = V{^ — Ci) {z - c^) {z - C3) 

untersuchen^ indem wir die Variable z und die Constanten c^y c^, c^ 
als Punkte in der Horizontalebene uns vorstellen. Sind r,, r^, r^ 
die Entfernungen des variablen Punktes z von den festen Punkten 
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^17 ^j ^3> ^^^^ '^i> ^2} '^3 ^^® Azimuthe dieser Entfernungen gegen 
die a;-Axe des zu Grunde gelegten Coordinatensystems^ so ist 

— q = rje*'^!, 

folglich: «i^L±A±.^»> 

(2.) f^V^^s-e ' "", 

oder was dasselbe ist: 
(2a.) f = y^;^, [cos (?L+^Ü») + i sin ( ^' + ^' + ^)] , 

wobei unter Yr^^r^r^ stets der positive Werth dieser Wurzel zu ver- 
stehen ist Aus (1.) wie aus (2.) folgt, dass f nur dann verschwin- 
det, wenn s in einen der Punkte c^, c^, c^ hineinfallt. 

Versteht man nämlich unter qp eine redle Grösse, so kann ein Aus- 
druck von der Form 

cos (p -{- i sin 9 

niemcUs verschwinden. Denn zu seinem Verschwinden würde ein gleich- 
zeitiges Nullwerden von cos qp und sin (p erforderlich sein; was zufolge 
der Relation cos' (p -}- sm* (p s= 1 unmöglic/i ist 

Der in (2 a.) auf der rechten Seite stehende Ausdruck kann daher nur 
dann verschwinden, wenn einer der Factoren fj , r^, fg verschwindet. U. s. w. 

Für jedwede Lage des Punktes is hat die Function /' zwei ein- 
ander entgegengesetzte Werthe: /' und ( — f). Diese simultanen 
Werthe f und ( — f) ändern sich, falls man z irgend eine Curve 

(ö.) /,/',/" z 

durchlaufen lässt. Schritt für Schritt in stetiger Weise, und liefern 
also zwei der Curve entsprechende Reihen: 

(ß-) (- n, (- n, (- n, . . . (- f), 

deren jede aus lauter stetig zusammenhängenden Werthen besteht 
Passirt die Curve (ö.) eine der Stellen c^, Cgj ^; so erfolgt in die- 
sem Augenblick ein Contact der beiden Reihen, indem alsdann die 
augenblicklichen Werthe derselben einander gleich, beide = wer- 
den. Setzt man hingegen fest, die Curve (<y.) solle jene drei Stellen 
Cj, ^2, Cg vermeiden, so sind die simultanen Werthe der beiden 
Reihen («.), (/3.) stets von einander verschieden. Bei der genannten 
Festsetzung wird also zwischen den beiden Reihen niemals ein Con- 
tact, mithin auch niemals eine Verwechselung möglich sein; so dass 
also jede derselben durch Angabe ihres Anfangswerthes längs der 
ganzen Curve eindeutig bestimmt ist. 
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Lässt man also den Punkt z, unter Vermeiduny der drei Stel- 
len Ciy c^, C3, irgend welche Curve 

z\ z'\ z"\ Z 

durchlaufm, so entsprechen dieser Curve zwei stetige WerthreQien der 

Function 

(3.) r = >/(« - c,) {g - c,) (e - c») . 

Und zwar unrd jede dieser beiden Reilien durch Angabe itires Anfangs- 

wertlies längs der ganzen Oiirve eindeutig bestimmt sein. 

Eine wesentlich andere Frage aber ist die, ob eine soldie Werth- 

(4.) reihe zu ihrem Anfangswertlie zurücIcJcefirt, sobald man den Pmikt z 

nach irgend welcJwr, die Stellen c^,c^, c^ vermeidaulen Bewegung scKliess- 

lidi wieder in seine Anfafigslqge zurückführt. 

Bemerkung. — Die Anwendung des Wortea Contact dürfte im Vor- 
hergehenden um 80 zutreffender sein, als dasselbe einer nahe liegenden 
geomdriscJien Vorstellungsweise entspricht. Setzt man nämlich 

mithin 

(-/) = (-«) + i {- V), 
und betrachtet man u, v und (— u), (— v) als zwei Punkte in der ut?- Ebene, 
so werden diese beiden Punkte, während z die Curve (a.) durchwandert, 
irgend welche Bahnen beschreiben. Dabei aber werden diese beiden Punkte, 
so lange die Stellen c^^ c^^ c^ von der Curve (0.) vermieden werden, niemals 
mit einander in Coniact kommen können. 

Wir gehen über zur Beantwortung der in (4.) gestellten Frage. 
Lässt man den Punkt z eine geschlossene Curve durchlaufen, welche 
keinen der Punkte c^, Cg, C3 
umschliesst, so kehren hier- 
bei [wie die geometrische An- 
schauung zeigt] die Azimuthe 
t)*!, -O-g, d-^ zu denselben Wer- 
then zurück^ die sie zu An- 
fang dieser Bewegung be- 
sassen. Gleiches gilt selbst- 
verständlich von r^, rg, r^j 
und zufolge (2 a.) also auch 
von /'. Denn es sollte unter 

V^i^i^d ^^^ ^®r positive 

Werth dieser Wurzel verstandn werden. 

Lässt man hingegen den Punkt z eine geschlossene Bahn durch- 
laufen^ welche einen der Punkte Cj, Cg, c^, z. B. den Punkt Cj um- 
schliesst ^ so wird -O*! um + 2ä wachsen , während d'^, d^^ und r^, 
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^2} '3 



(5.) 



r^ zu ihren anfänglichen Werthen zurückkehren. Hieraus folgt, 
dass die Function /'(2 a.) bei einem solchen Umlauf einen Werth er- 
erlangt, der zu ihrem an- 
fönglichen Werthe entgegen- 
gesetzt ist. 

Lässt man ferner den 
Punkt eine geschlossene 
Curve durchlaufen, welche 
zwei der Punkte c^, Cjj, c^, 
z. B. q und Cg umschliesst, so 
wird jedes der beiden Azi- 
muthe d'ij d"^ um +2 7t wach- 
sen, und zwar entweder beide 
um -}■ 2ä, oder beide um 
— 27t, Hieraus folgt, dass 
die Function /"(2 a.) bei einem 

solchen Umlauf zu ihrem anfänglichen Werthe zurückkehrt, ü. s. w. 
U. s. w. 

Auf Grund dieser Ueberlegungen kann der vorhergehende Satz 
(3.) jetzt weiter vervollständigt und so ausgesprochen werden: Ixisst 
nian den Punkt z, unter Vermeidung der Stellen c^yC^yC^^ irgend welche 
Curve: z\ z\ z"\ . . . . y? 

durctUaufeUj so entsprechen dieser Curve zwei stetige Werthreiken der 
gegebenen Fundion 




f=V(ß -Oj) {z - c,) {z — Ca). 



Jede soldie Reihe , ^„ ^,„ ^ 

ist durch Angäbe ihres Anfangswerthes f längs der ganzen Curve ein- 
deutig bestimmt. Lässt man nun jene Curve , immer unter Vermei- 
dung der Punkte c^yC^.c^, in sicih zurückkehren, also Z identisdi wer- 
den mit z, so vnrd sich für diese Reihe ein Endwerth F herausstellen, 
welcher mit ihretn Anfangswerth f gleich oder entgegengesetzt ist, 
jenachdem die Anzahl der von der Curve umschlossenen Punkte e^,c^,c^ 
gerade (0, resp. 2) oder ungerade (1, resp. 3) ist 

§5. 



Weitere Betrachtung der Function Y{^ — ^i) (^ "" ^) iß — ^)- 
Zerlegung ihres ganzen Werthvorraths in zwei gesonderte Systeme. 

Es seien (-f- /J,) und (— /J,) die Werthe von f in irgend einem 
Punkte Zq. Wir beschreiben um Zq ein kleines Flächenstück und 
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pflanzen auf diesem Flächenstück sowohl dasjenige Werthsystem 
S (+ /q) auf, welches an (+ fl) sich stetig anschliesst, als auch 
dasjenige Werthsystem S{ — /^), welches mit ( — /J^) stetig zusam- 
menhängt. 

Wir lassen nun jenes kleine Flächenstück nach allen Seiten 
hin mehr und mehr anwachsen und gleichzeitig die genannten bei- 
den Werthsysteme in entsprechender Weise sich ausdehnen, indem 
wir dabei zu jedem der beiden Systeme immer nur solche Werthe 
hinzutreten lassen, die sich stetig anschliessen. 

Wir haben alsdann zwei im Wachsen begriffene Werthsysteme 
vor uns, deren gemeinschaftliche Peripherie sich ähnlich wie ein im 
Punkt 3f^ erregter Wellenring, nach allen Seiten weiter und weiter 
fortbewegt. Geschieht diese Fortbewegung nach allen Seiten hin mit 
gleicher Geschwindigkeit, so wird jene Peripherie, falls sie ursprüng- 
lich kreisförmig war, beständig kreisförmig bleiben. Ist hingegen 
die Geschwindigkeit nach verschiedenen Seiten verschieden, so wird 
jene Peripherie im Verlaufe der Zeit andere und andere Gestalten 
annehmen können, und zwar Gestalten von beliebig unregelmäs- 
siger Form. 

Wie dem auch sei, — jedenfalls wird ein Contact zwischen 
jenen beiden im Wachsen begriffenen Werthsystemen S (+ /o) und 
S{ — /Jj), mithin auch die Gefahr einer Verwechselung 7ii€f}iäls ein- 
treten können, falls man nur dafür sorgt, dass die gegebenen Punkte 
Ci, Ca, Cg beständig ausserhalb der gemeinschaftlichen Peripherie der 
beiden Systeme bleiben. Um die Hauptsache hervorzuheben; 

So la/nge die Funkte q, Cg, c^ ausserhalb der gemeinscJiafÜichai 

(6,) PcripJierie der Systetne S(-{-f^^ und /S(— ^) bleiben, werden diese 

beiden Systeme > ohne gegenseitigen Contact, mithin eindeutig bestimmt 

sein, und in jedwedem Punkte z entgegengesetzte WertJie besitzen. 

Wir betrachten jetzt die Horizontalebene als eine um den An- 
fangspunkt z = des Coordinatensystems beschriebene, imendlich 
grosse Kreisfläche ^, und führen in dieser einen Schnitt aus: c^c^c^d, 
Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von der Fläche St einen 
unendlich schmalen Flächenstreifen ab, welcher die Punkte q, c^, c^ 
in sich enthält, welcher nämlich bei q beginnt und, über Cg und 
Cj fortlaufend, bis zum Rande der Kreisfläche ft, etwa bis d, sich 
erstreckt. JVocÄ Absonderung dieses schmalen Streifens bezeichnen 
wir die Fläche mit Ä'. .Diese neue Fläche S' besitzt demgemäss 
eine Randcurve, welche theils aus dem kreisförmigen Rande von Ä, 
theils aus den beiden Uferlinien des Schnittes c^c^c^d besteht. 
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Solches festgesetzt, mag nuu die gern ein acliaftliclie Peripherie der 
Systeme S'(+/o) und S(_ — /j), vom Punkte ;„ aus, in solcher Weise sich 
ausdehnen, dass sie, beständig innerhalb S' ^ 

bleibend, dem liaude von St' näher und 
näher kommt und schliesslich in densel- 
ben Ubei^eht. In solcher Art entstehen 
alsdkinii zwei die ganze Fläche fi' Über- 
deckende Werthsysteme S (+ /ö) und 
S'( — /„), die, zufolge (6,), ohne gegensei- 
tigen Contact sind, utul die überdiess in 
jedwedem innerhalb Ä' liegendem Punkte z 
(Ha.) entgegengesetzte Werthe luiben. Es 
iann daiter das eine System aus dem 
andern abgeleitet wctvfew durdi Multiplication mit ( — 1), 

Es bleibt noch übrig, die WertLe der beiden Systeme an den 
Ufern des Schnittes c,CjCjrf zu untersuchen.') Sind ft und x zwei zu 
beiden ufern der Schnittstrecke (c, Cj) ein- ^ 

ander (gegenüberliegende Punkte, uud zieht 
man von h aus eine Curve /, welche inner- 
halb W fortsclireitenil schliesslicli nach x ge- 
langt) 80 bilden die Werthe, welche das Sy- 
stem S (+ /i) länge dieser Curve / besitzt, 
. eine stetig zusammenhängende Keihe. Zufolge 
des Satzes (5.) hat aber diese Reihe im An- 
fangs- uud Endpunkt der Curve, d. i. in A- 
und X entgegengesetzte Werthe. Denn die Carre 
umschliesst nur einen der Punkte c,, c,, c^, nämlich nur c,. Das 
System S{-^f^ hat also in h und x enigegetigesetzte Weriihe. 

Sind hingegen k und x zwei Uferpunkte der Sehnittstrecke 
(c,<^), so findet man, auf Grund des Satzes (5.) und unter Anwendung 
der Curve //, dass das System S (+ /"„) in k und x gleiche Werthe hat. 

Gehören endlich k, x zur Sehnittstrecke (c^d), so findet man, 
mittelst der Curve ///, dass das System £(+^) in ^ und x ent- 
gegengesetzte Werthe hat. 

*) In deo Figaien sind die beiden Uferlioien des SchnitKt c, (^t^d bald 
durch zwei Parallellinien, bald nur durch rineemriije Linie angedeutet. Aach wird 
es "bin und nieder zweckmäasig Bein, diesen Schnitt in den Punkten c, ,(^,(, mit 
kleiuen krtUfürmigcn Hnceiterungen la versehen, wie solches z. B. gescbehen 
igt in der ersten Figur der gegen wilrtigen Seite. Durch diese kreiifSnnigen 
Erweiterungen wird alsdann z. B. deutlich zur Ajuchauung gebracht, dass die 
genannten Punkte aMttrhalb fi' liegen. 
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IHe Werthe, welche das System lS(+^) 5M beiden Ufern des 
(7.) Schnilies CiC^c^d besitzt, sind also längs der Strecke (c,c^) einander ent- 
gegengesetzt, längs der Strecke (c^c^) einander gleich, und längs der 
Strecke (c^d) wieder einander entgegengesetzt. 

Genau dasselbe gilt von dem System S( — /"q), wie man solches - 
». B. schon daraus erkennt, dass die Werthe des einen Systems aus 
denen des andern durch Multiplication mit ( — 1) sich ei^ebea. 



Betraobtnng der Funotion Yiz — c,) (« — c,) . . . (^ — Ca.). 

Ihre AnBbreitong auf einer Biemaim'soheiL Fläohe. 
Die soeben durcbgefahi-teo Betrachtungen sind sofort übertrag- 
bar auf die allgemeinere Function 



(8.) f~ /(« - c.) (. - c,) . . ."(« - c). 

Denkt man sich nämlich wiederum die Horizontalebene als eine un- 
endlich grosse, um z ^ Q beschriebene Kreisfläche S, und diese 
Fläche durch einen Schnitt c^ClC^ . . . 
Ct^d in eine neue Fläche j{' verwan- 
delt, so werden sich, falls man die Werthe 
von f in irgend einem Punkte z^ mit 
(+ /!,} und ( — ^) benennt, von diesem 
Punkte aus zwei die ganze Fläche fl' 
überdeckende Werthsysteme S{-\r /Ö) und 
S{ — /"(,) ausbreiten lassen, von denen 
jedes für sich betrachtet auf W stetig 
ist, und die zusammengenommen den 
ganzen Werthvorrath der gegebenen Func- 
tion repräsentiren. 

Femer wird man, analog dem Satz (7.), finden, dass die Werthe, 
welche das System S(+^) zu beiileii Seiten des Schnittes c,C2C^...Ct„d 
besitzt, längs der Strecke (c^c^) entgegengesetzt, längs (cofi,) einander 

(!).) gleich, längs {c^c^ wieder einander entgegengesetzt sind u. s. f.; 
so dass also Gegensatz Iterrscht auf den Strecken (cif^), (C3C4), (c^Ce), 
. . . (csb_iCs«), andererseits aber Gleichheit in den Strecken (Cjfj), 

(10.) Gleiches gilt für das System S{ — f^). Dom das eine System ent- 

steht aus dem andern durch Muit^lication mit (— 1); vgl. (6a.). ■ 

Wir denken uns jetzt die Flüche Sf' doppelt, nämlich gegeben 
in zwei genau Übereinander liegenden Exemplaren JI' und fi', die 
etwa von einander getrennt sein können durch einen unendlich 
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dünnen Zwischenraum. Das System S(-(-/o) lassen wir auf Ä', ver- 
pflanzen aber das andere System S( — f^) von ^' nach Ä'. Alsdann 
(11.) werden also je zwei übereinander liegende Punkte der Flächen Ä' und S' 
mit einander entgegengesetzten Functionswerthen belastet sein. 

Wir haben alsdann zwei übereinander liegende Schnitte c^Cg . . . d> 
einen im oberen Blatt Ä', den andern im untern Blatt S'. Sind nun 
JCy X zwei einander gegenüberliegende Uferpunkte des öbem^ und l, 
k die darunter befindlichen Uferpunkte des untern Schnitts, so finden 
zwischen den in je vier solchen Punkten vorhandenen Functions- 
werthen einfache Beziehungen statt. 

Gehören z. B. die vier Punkte Ä, x, Z, X zu einer der Strecken 
(^1^); fe^Jj fe^e)?- • • (c2«-iC2«), so sind, zufolge (9.), in h und x 
entgegengesetzte Werthe vorhanden. Ebenso aber sind, zufolge (ll.)> 
auch die Werthe in den übereinander liegenden Punkten Tc und l ein- 
ander entgegengesetzt, und ebenso , aus gleichem Grunde, auch die 
Werthe in x und l. Bezeichnet man also z. B. den in i vorhande- 
nen Werth mit K, so hat man in jenen vier Punkten im Ganzen 
folgende. Werthe: 



in Ä: + K) 
in l: — Ky 



k 



in x: — K, -^^ — 

. - , ^ ^^ — 

m A: + A. ! "K 



Diese Formeln zeigen, dass in den Uferlinien k und X gleiche Werthe 
vorhanden sind und dass also bei einer Zusamnienheflufig dieser bei- 
den (einander schräg gegenüberliegenden) Uferlinien von beiden Sei- 
ten her gleicJie Werthe zusammenstossen werden. Und ebenso v^ird, 
jenen Formeln zufolge, Analoges auch dann eintreten, wenn man 
die beiden Ufer x und l zusamfnenJieftet. 

Gehören andererseits die vier Punkte Ä, x, Z, A zu einer der 
Strecken (c^c^), (c^c^), (^«€7), . . . (c2i»d), so lassen sich die daselbst 
vorhandenen Functionswerthe , zufolge (9.) und (11.) > so darstellen: 



in k: + ÜT, 
in l: — K, 



in x: + ^j * » 
in X: - K, px 



Es werden also gleiche Werthe zusammenstossen, wenn man einer- 
seits k mit X, und andererseits l mit X zusammenheftet. 

Denkt man sich die genannten Zusammenheftungen (es sind 
deren je zwei bei jeder einzelnen Sclmittstrecke) wirklich ausgeführt, 
so vereinigen sich dadurch die Flächen Ä' und S' zu einer einzigen 
zweiblättrigen Fläche (S' + 2'). Diese letztere besteht also der Haupt- 
sache nach aus zwei übereinander liegenden unendlich grossen Ereis- 

Noumann, Abersche Integrale. 2. Aufl. 6 
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flächen, die durch n Doppelbrücken mit einander verbunden sind. 
Die erste dieser Brücken zieht sich hin längs der Linie {c^c^), die 
zweite längs (CgCj, die dritte längs (CsCg) u. s. w., endlich die letzte 
längs (Cin— i^Än). Bei jeder solchen Doppelbrücke durchsetzen ein- 
ander zwei Flächentheile. Die Durchsetzung findet statt in einer 
gewissen Linie. In dieser Linie aber findet [zufolge der von uns 
adpotirten Grundsätze p. 65J 

zwischen den beiden einander *^"^^ 

durchsetzenden Flächentheilen # ^^ 



kein Zusammenhang statt. 

Im Einklang mit unsem früheren Benennungen können wir jede 
von jenen Doppelbrücken als eine in der zweiblättrigen Fläche vor- 
handene Ud>ergangsliniey und die beiden Endpunkte einer solchen 
Doppelbrücke oder üebergangslinie als Windungspunkte bezeichnen. 
In der That wollen wir das einen solchen Punkt umgebende Gebiet 
der zfweiblättrigen Fläche (Ä' -f- 2') als eine Windtingsfläcfie d. i. als 
eine continuirlicJie Kegelfläche uns vorstellen, so dass also jene zweiblätt- 
rige Fläche (Ä' -f- 2') in ihrem Innern durchweg stetig verläuft, wäh- 
rend sie äusserlich begrenzt ist von zwei unendlich grossen Kreislinien. 

Der ganze Werthvorrath der Function /' (8.) war repräsentirt 
durch die beiden auf Ä' und 2' ausgebreiteten Systeme S (+ f^) und 
S ( — /J,). Und diese beiden Systeme schmelzen, bei der Vereinigung 
jener beiden Flächen, in stetiger Weise zusammen zu einem einzigen 
System. Also der Satz: 

Der ganze Werthvan'cUh der Function 

(^^') f = yc^ - cj{z ~ c,). . . {z ^^) 

kann in eindeutiger und stetiger Weise auf einer geu^issen zivei- 
plättrigen Fläche (ß' + 2') ausgebreitet werden. 

Diese Fläclie (Ä' + 2') tnag hinfort eine Riemann'scJie Flädie 
lieissen, Sie besitzt 2m Windungspunkte: Cj, C2,...Ca;i und n Uel)er- 
gangslinien: (c^c^), (C3C4), (c^Cs), . . . (Cin—iC^n)- Jede solclie üeber- 
gayigslinie ist übrigens nur bestimmt in Bezug auf ihre beiden End- 
punkte, und ganz willkürlieh hinsichtlidi ihres Verlaufs zwiscJien diesen- 
beiden Futdcten, 

Bemerknng. — Die beiden Flächentheile, welche einander in einer 
Üebergangslinie durchsetzen, sind in unmittelbarer Nähe dieser Linie mit 
sehr verschiedenen, nämlich mit entgegengesetzten Functionswerthen be- 
lastet. Trotzdem ist die Function auf der in liede stehenden zweiblätt- 
rigen Fläche als stetig zu bezeichnen; zufolge des Satzes (3.) p. GG. 

Zweite Bemerkimg. — Die gegebene Function f (12.) geht für r ==. 00 
über in ;:t -"» ^^^ besitzt also an den unendlich fernen Stellen der Fläche 
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(It' + 2') im einen Blatt den Worth -|- ^"» inr^ andern den Werth — z^. 
Um die Vorstellung zu fixiren, wollen wir dem ohern Blatt K' den Werth 
+ z^, mithin dem untern Blatt 2' den Werth — z^ zuschreiben. 

§ 7. 
Fortsetzung. Umformung der ebenen Biemann'sohen Fläche 

in eine kugelförmige. 

Die horizontal liegende Fläche (S' + 2') bringen wir im Punkte 
0, d. i. im Punkte ^ = 0, mit einer Kugel vom Durchmesser 1 in 
Berührung, und bezeichnen den ^|- 
tiefsten Punkt dieser Kugel mitO'. 
Sodann unterwerfen wir die Fläche 
(Ä' 4" 2) einer Umformung, bei 
welcher sich die einzelnen Punkte 
dieser Fläche von allen Seiten her 
auf geradlinigen Wegen gegen den 
Punkt 0' hinbewegen, und zwar so ^ 

weit gegen 0' fortbewegen, bis sie auf die Kugelfläche fallen. Nach Aus- 
führung dieser Umformung werden also z. B. diejenigen beiden Punkte 
der Fläche, welche zu Anfang bei z übereinander lagen, gegenwärtig 
bei Z übereinander liegen. Auch wird bei 0' das obere Blatt derFläche 
sich schliessen, und ebenso auch das untere'^ sodass also die Fläche 
bei 0' dieselbe BeschaflFenheit besitzt, wie z. B. bei 0, nämlich daselbst 
aus zwei platt übereinanderliegenden Flächentheilen besteht, die durch 
einen unendlich dünnen Zwischenraum von einander getrennt sind. 

In dieser neuen Gestalt wird die Fläche zu bezeichnen sein als 
eine zwdhläMrige Kugelfläche, die n Uebergangslinien und 2w Win- 
dungspunkte besitzt. 

Die Function je?" ist auf der gewöhnlichen einhlMtrige^i Kugel- 
fläche überall stetig bis auf einen bei ;^ = oo, d. i. in 0' liegenden 
Fol [vgl. den Satz (9.) pg. 59]. Die hier betrachtete Function /'(12.) 
besitzt aber auf dem äussern Blatt unserer zweiblättrigen Kugelfläche 
in unmittelbarer Nähe von 0' den Werth ^ [vgl. die zweite Be- 
merkung pg. 82]. Folglich besitzt sie auf diesem äussern Blatt im 
Punkte 0' einen Pol, Und ebenso ergiebt sich, dass sie auf dem 
innern Blatt bei 0' ebenfalls einen Fol hat. Also der Satz: 

Der ganze Werthvorrath der Function 



(13.) f=V{z — C,)\z -C,) ...(Z-C^n) 

kann in eindeutiger Weise ausgebreitet werden auf einer gewissen zwei- 
blättrigen Riemunn'schen Kugelfläche 9i, toelche 2n Windungspunkte: 
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Ol, C2f ' ' - C2n und n Uebergangslinien: {c^ c^), (c^ cj, (c^Cq), . . . (c2«— i C2n) 
besitzt. 

Auf dieser Fläche 9t ist die Function überaJl stetig bis auf zwei 
Pole, welche hei z = oo übereinander liegen, von einander getrennt durcJi 
den unendlich dünnen Zwisdienra/um, der zwischen den beiden Blättern 
der FläcJie 9{ sicfi hinzieht, 

§8. 



Betrachtung der Fnnotion y(z — c^) {z — c^) . . .{z — c««— i). 
Ihre Ausbreitung auf einer Biemann'sohen Kugelfläohe. 

Die Function 



(14.) f^ V 



(Z — C^){Z-'C^).,,{Z — Cg^ 



-«2« 



unterscheidet sich von der früheren (13.) nur durch einen constan- 
ten Factor^ und ist also ebenso wie diese ausbreitbar auf der von 
uns construirten Fläche 9t. Dabei sind q, Cg, Cj, . . . irgend welche 
Constanten^ die beliebig gewählt und beliebig geändert werden dür- 
fen. Nur wird jede solche Aenderung begleitet sein von einer ent- 
sprechenden Aenderung der Fläche 9i. 

Lässt man z. B. die Gonstaute c^n wachsen und schliesslich = cx) 
werden, so wird gleichzeitig der Windungspunkt c^n der Fläche 91 
nach 0' rücken. Andererseits aber geht die Function f (14.) für 
C2» = oo über in: 

f=V{z — C^{z — C^) (jßf — C2„_i). 

Also der Ratz: Der ganze Werthvorrath der Function 

(15.) f=V(^-'(^i){^ — (^) (^ — C2«-l) 

hmn in eindeutiger Weise ausgebreitet werden auf einer gewissen zwei- 
blättrigen Rieniann* selten Kugelf läclie 9i, teeletw 2n Windungspunkte: 
^n ^7 ^? • • • ^n— ij oo, und n Uebergangslinien: (c^Cj,), (cgcj, . . . 
(can-sCg»-»), (C2n-i, <x>) bcsitzL 

Auf dieser Fläehe 91 ist die Function überall stetig bis auf einen 
im WindungspunTct z = oo gelegenen Pol. 

§9. 
Die Versohiebbarkeit der Uebergangslinien. 

Bei unseren früheren Operationen [pg. 78] wurde in der da- 
maligen Fläche Ä ein Schnitt (^^2^^ construirt, der aber von c^ 
nach Cj auf belidngem Wege fortschreiten durfte, ebenso von c^ nach 
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C3 u. 8. f. Hieraus folgt sofort, dass die später entstandene Ueher- 
gangslinie c^ c^ ebenfalls von q nach c^ auf beliebigefn Wege fort- 
schreitet. 

Man kann daher* jede solche Uebergangslinie, falls ma^ nur 
ihren Anfangs- und Endpunkt festhält, im üebrigen beliebig ver- 
schieben. Auch zeigt sich leicht, dass eine derartige Verschiebung 
keinerlei Störung hervorbringt. Sind nämlich, im senkrechten Durch- 
schnitt betrachtet, AB und aaßb die beiden in einer Uebergangs- 
linie einander durchsetzenden Flächentheile, 

A a ß h 



so wird dieser Durchchnitt bei einer Verschiebung der Uebergangs- 
linie folgendes Aussehen erhalten: 



a a ß B 

Es tritt also bei dieser Verschiebung ein gewisses Stück aß des 
Flächentheils ab aus der obern in die untere Etage, während gleich- 
zeitig Umgekehrtes beim Flächentheil AB erfolgt. 

Von einer solchen Procedur wird aber z. B. die Stetigkeit der 
auf dem Flächentheil aaßb ausgebreiteten Functionswerthe in keiner- 
lei Weise afficirt. Waren diese auf dem Flächentheil aaßb etwa 
stetig vor der Verschiebung der Uebergangslinie, so werden sie da- 
selbst auch stetig sein nach der Verschiebung. U. s. w. Kurz, man 
gelangt zu folgendem Satz: 

Ist eine Function auf einer Biemann'schen Fläche ausgebreitet, so 
wird many ohne dass dadurch in der Eindeutigkeit oder Mehrdeutigkeit, 
(16.) in der Stetigkeit oder ünstetigkeit der Function irgend welche Aenderung 
hervorgerufen tvürde, die Ud>ergangslinien dieser Fläche belidng ver- 
schieben können, falls man nur ihre Anfangs- und Endpunkte unge- 
ändert lässt 

§ lÖ. 

^ i/i^ — Ci) (-ß^ — c«) • • • (-8^ — O - 

Betrachtung der Funotion f^=^V ; rr ^ r^ ^* 

Bezeichnet man die Entfernungen des Punktes z von den festen 
Punkten c», y^ mit r^, q% und die Azimuthe dieser Entfernungen 
gegen die a?-Axe mit ^«, r«, und setzt man demgemäss 
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JE? — Cg = r^e^^^*, ^ — y» = e-^'^'- 

etc. etc. etc. etc. 

so kauu die gegebene Functiou 

Tf/(g - C,) {Z -- C,) . . . (g - C j 

•^^•^ ' ^ (^-yi)(^-y.)"."..(0-y,) 

auch so geschrieben werden: 

wo in der letzten Formel unter der Cubikwurzel ihr reeller positiver 
Werth verstanden werden soll. 

Diese Function f wird == in den Punkten c, ferner = cx) in 
den Punkten y. Für jede andere Lage des Punktes ff besitzt sie aber 
drei Werthe von der Form /*, i]f) ri^f, falls man nämlich unter i^ 
die Constante versteht: 

(3.) 1^ = c 3 = cos \-^J + i sin y^J • 

Diese drei simultanen Werthe /', rif, rff ändern sich, falls man den 
Punkt s unter Vermeidung der Stellen c, y irgend welche Curve 

durchlaufen lässt, Schritt für Schritt in stetiger Weise, und liefern 
in solcher Art drei der Curve entsprechende Werthreihen: 

(«.) f, f", /■'", F, 

(/3.) vif, vf", fif", .... rjF, 

(y.) vY, vY', nY", • • • • ri'\ 

Da nun jene Curve ((f.) keinen der Punkte c, y berühren soll, 
so sind [nach (1.)] die Werthe («.), (/?.), (y.) durchweg endlich und 
von Nidl verschieden. Hieraus aber folgt, dass z. B. die Werthe /", 
Yit\ TTf ^Wc drei von einander verschieden sind, dass ferner Gleiches 
gilt von den drei Werthen /'", ///", rfT, ebenso von /"", iy/'", riY"\ 
u. s. w. u. s. w. Mit andern Worten: Zwischen den drei Reihen 
(«.), (^.), (y.) wird, während sie längs der Curve fortschreiten, nie- 
mals ein Contactj mithin auch niemals eine Venvedtselung möglich 
sein, sodass also jede derselben durch ihren Anfangs werth cindeU' 
tig bestimmt ist. Also der Satz: 

Lässt nian den variablen Punkt 0, unter Vemmduny der SteUcfi 
^■} Vi irgeiul tceldie Curve 
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ß j Z y Z .... 



durcfiwanileni, so cnt^ireclien dieser Curve drei stetige Werthreilien der 
Function 



(4.) /•=F,_ 



Und jede dieser IteUiefi wird durcli Amjdbe ihres Anfangswerthes Sdiritt 
für Schritt längs der ganzen Ourve eindeutig bestimmt sein. BezeuJi- 
net man ferner eine von diesen Werthreihcn mit 

/•/ /•// /•//' TTT • 

7 f } I } ' • • • -^ 9 

SO werden sidi hieraus die beiden aridem durch Multiplication mit iy, 
rcs^K mit ri^ ergeben^ wo vi die in (3.) genannte Constante vorstellt. 

Liisst man aber die Curve in sich zurückkehren^ so ist der End- 
werth F der Reihe im Allgemeinen verschieden von ihrem Anfangs- 
werthe f\ Lässt man z. B. die Curve um den Ptinkt Cy herum in 
sich zurücklaufen, während Cg, c^, . . . c« und y^, yg? ^s» • • • 7y ö^u^scr- 
luilb der Curve bleiben sollen, so wird bei einem solchen Umlauf 
das Azimuth ^^ um + 2ä wachsen, während die übrigen Azimuthe 
^2> ^3; ' ' '^n und r^, Tj, Tj, . . . Ty zu ihren ursprünglichen Werthen 
zurückkehren. Und demgemäss ersieht man aus (2.), dass die ge- 
gebene Function bei einer solchen Umlaufung zu einem Endwerthe 
F gelangen wird, der zu ihrem Anfangswerthe /*' in der Beziehung 
steht: 



. 27ti 



F = fe' » d. i. F = rri±K 

Dabei gilt das Zeichen + o^er — , jenachdem der Punkt q positiv 
oder negativ umlaufen ist. Allgemein ergiebt sich folgender Satz: 
Lässt man den Punkt z, unter Vermeidung der Stellen c, y, irgend 
welclie Curve 

Z y Z , Z f . . . * Z/ 

durchwandern^ so entspredien dieser Curve im Ganzen drei stetige Werthr 
reihen der gegebenen Function 



^^•^ ^ ~ ^ (^ - Vi) (^ - y,) . . . (^ - y.) * 

Jeile solclie WerthreiJie 

r, f", r ....F 

ist durch Äfigabe ihres Anfangswertl^es f längs der ganzen Curve Schritt 
für Schritt eind'eutig bestimmt. Lässt man aber jene Curve, immer 
Mnter Vermeidung der Stellen c, y, in sidi zurückkehren, also Z idenr 
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tisch tverden mit js\ so wird sich für diese BeiJw ein Efidwerth F er- 
yebefiy welcher m ihrem Anfangswerth f in, der BezuUmwj sUHd: 

(6a.) F = f.rr'-f', 

wo m und ^jl die Anzahlen derjenigen Punkte c und y repräsentiren, welche 
innerhalb der Curve liegen, und wobei vorausgesetzt wird, dass diese 
innerhalb der Curve gelegenen Punkte c und y positiv umlaufen sind. 
Für defi Fall einer negativen Umlaufung würde die in Bede 
stellende Beziehung zunsehen F und f lauten: 

(6b.) F = rn-^^-f^^. 

Es würde nun leicht sein, den ganzen Werthvorrath der hier 
betrachteten Function f (5.) in eindeutiger Weise auf einer gewissen 
Riemann'schen Fläche auszubreiten. Doch wird das Charakteristische 
der ganzen Methode einfacher und deutlicher hervortreten, wenn wir 
uns dabei auf specielle Fälle beschränken. Und dies soll in den 
beiden nächsten Paragraphen geschehen. 

§ 11. 

R 

Betraohtong der Funotion 1/ _ - Ausbreitung derselben auf 

einer Biemann'sohen Eugelfläche. 

Wir betrachten die Horizontalebene als eine um z = beschrie- 
bene, unendlich grosse Kreisfläche Ä, und führen in dieser den 
Schnitt cyS aus. Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von S 
einen schmalen Flächenstreifen ab, welcher die Punkte c, y enthält, 
welcher nämlich bei c beginnt, und über y fortlaufend bis zum Rande 
von Ä, etwa bis 8 sich erstreckt. Nach Absonderung dieses Strei- 
fens bezeichnen wir die Fläche mit ft'. 

Sodann markiren wir irgendwo innerhalb 
W einen Punkt Zq. Die drei diesem Punkte 
entsprechenden Werthe /q, i^/o? ^^/o ^^^ gß" 
gebenen Function 

('•) f'Vm 

pflanzen wir in Zq wirklich auf, und in der Um- 
gebung von Zq die benachbarten Werthe. In 
solcher Weise entstehen drei jenen Anfangs- 
werthen /o, ij/i, i^^/ö entsprechende Werth- 
systeme S{f^y S{rif^, ^{ifi^f^. Da die Punkte c und y zu dem ab- 
gesonderten schmalen Streifen gehören, mithin ausserJutlb ^' liegen, 




Einführung der Biemann* sehen Flächen. 89 

so kaim man die gemeinschaftliche Peripherie der drei Systeme inner- 
halb St' sich beliebig ausdehnen^ und schliesslich mit dem Rande 
von ^' zusammenfallen lassen, ohne dass dabei ein Contact respec- 
tive eine Verwechselung zwischen den Systemen zu befürchten stände. 
Mittelst der genannten Ausdehnung erhält man also drei die ganze 
Fläche S' überdeckende Systeme /S(/'o), S(1^^); S(12^^), die nirgends 
mit einander in Contact sind, deren Werthe also innerhalb Ä' in 
jedwedem Punkte von einander verschieden sind. Und denigemäss 
iönnen 0. B. ans deni Sysietne SQo) die beiden andern Systeme ^(i^/o) 

(8.) und S{ri^fQ) abgeleitet werden diircli MuUiplication mit ri, respeetive 
mit if. 

Sind nun femer [vgl. die Figur] k und x zwei zu beiden Ufern 
der Schnittstrecke {cy) einander gegenüber liegende Punkte, und K 
und K die Werthe des Systems SQq) in diesen beideif Punkten, so 
erhält man, unter Anwendung der Curve I und auf Grund des 
Satzes (6 a.): 

(9.) K = ^iy. 

Gehören hingegen h, x zur Schnittcurve (y*), so erhält man, mit- 
telst der Curve II, und wieder unter Benutzung des Satzes (6 a.): 

(10.) K = K. 

Wir denken uns jetzt die Fläche S' in drei übereinander lie- 
genden Exemplaren: S', S', 9W gegeben, und bezeichnen die Ufer- 
punkte der drei übereinander liegenden Schnittstrecken (cy) mit 1% x, 
l,X, m, fi. Lassen wir alsdann das System S(/q) auf S' verharren, 
verpflanzen wir aber das System 5(^2 /o) nach iJ' und das System 
^Wfo) ^^ch. 9)?', so ergeben sich für jene sechs Punkte, auf Grund 
der Sätze (9.) und (8.), Werthe von folgender Form: 



in k: K, 
(11.) in h riK, 
in m: t^K^ 



in x: i^JT, ii-^ J^ 

in A: ti^K, ^-\^ 

in ft: ri^K==K, wi^ V__|j 



Heftet man also h mit fi, l mit x, und m mit A zusammen, so stos- 
sen jedesmal von beiden Seiten her (jhiclie Werthe aneinander. 

Gehören andererseits die Punkte Je, x, i, A, m, ft zur Schnitt- 
strecke (yd), so ergeben sich in denselben, auf Grund der Sätze 
(10.) und (8.), Werthe von der Form: 



in Ic: Kj 
(12.) in l: riK, 

in m: ifK, 



X 



in x: Ä", i 

in A: r^K, 1 — h 

in (i: n-K. ä^—'^ 
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und es werden also gleiche Werthe zusammenstossen, falls man h 
mit X, l mit k, und m mit ft zusammenheftet 

Durch die genannten Zusammenheftungen entsteht eine dreiblätt- 
rige Fläche (Ä' + Ü' + ü)i'), welche zwei Windungspunkte c, y, und 
zwei von c nach y laufende, genau übereinamkr liegende Uebergangs- 
linien besitzt, entsprechend der in (11.) angegebenen Durchschnitts- 
figur, d. i. der Figur: 




Doch kann man [vgl. den Satz p. 85] die eine dieser beiden Ueber- 
gangslinien, z. B. die untere, weiter nach rechts verschieben, wo- 
durch alsdann die Durchschnittsfigur folgendes Aussehen erhält: 



>c 



>: 



Alsdann laufen die beiden UebergangsliuiQn auf verschiedoicn Wegen 
von e nach y, wie solches z. B. angegeben ist in der nächstfolgen- 
den Figur. — Schliesslich kann man die dreiblättrige Fläche in eine 
kugelförmige Gestalt versetzen, und gelangt so zu folgendem llesultat. 

Der ganze Werthvorrath der Funetion 

(13.) /■=fr~; 

breitet sicli in eindeutiger Weise atis auf einer getvissen drei- 
blättrigen liie^fiafin sehen Kugel fläehe SR , welche zwei Windungs- 
punlde zweiter Ordnung: e, y, ferner zwei von c nadi y lau- 
femlc Ucbergangslinien besitzt In der einen dieser Linien findet 
ein Uihergang vom oberen zum mittleren^ in der andern ein 
Uebergang vom mittleren zum unteren Blatt statt. 

Auf dieser Fläehe SR ist die Function überall stetig^ bis auf einen 
in y befmdlidwn Fol, 

§ 12. 

Betrachtung der Function y{z — Cj) {z — c^{z — 6*3). Ausbreitung 
derselben auf einer Riemann'schen Kugelfläohe. 

Man wird, falls die Function 
( 14.) /• = V{3 - Ö {p-<) iß - c») 
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vorliegt, ähnlich wie vorhin operiren können, und auf diese Weise 
drei Werthsysteme ^(/q), S(rif'Q), S(i^-/ß) erhalten, ausgebreitet auf 
drei übereinander liegenden Flächen Ä', ü', 3D?', deren jede mit einem 
Schnitt c^CjjCgd versehen ist. Es handelt sich im Wesentlichen nur 
noch um die Werthe, welche eines dieser Systeme, z. B. S(/ö), an 
den Ufern des Schnittes besitzt. Hierüber giebt der Satz (6a, b.) 
Auskunft. 

Sind z. B. Je und x zwei einander gegenüber liegende Uferpmikte 
der Schnittstrecke (Cj c^) auf der Fläche ft', ferner K und K die 
Werthe des Systems S (/J,) in diesen beiden Punkten, so erhält man, 
unter Anwendung der Curve I und auf Grund 
des Satzes (6 a.): 

(15a.) K — Kri. 

(Jehoren hingegen Je, tc zur Strecke (c^c.^), so 
erhält man mittelst der Curve //, und unter 
Anwendung eben desselben Satzes: 

(15b.) K = Kri\ 

Und gehören endlich Je, x zur Strecke (c^d), 
so ergiebt sich mittelst der Curve ///: 

(15c.) K = Krj"" = K. 

Sind also Tc, x, l, A, in, n die Uferpunkte der drei in St\ ü', 
3R' übereinander liegenden Schnittstrecken (c^c^), so ergeben sich 
in diesen sechs Punkten Wertlie von der Form: 




in Je: K, 
(16a.) in l: riK, 
ium: ifK, 



in x: r^K, 

in k: ri'K, 

in ^: 71^ K = K] 




so dass also (jlcicJie Werthe zusammenstossen, falls man die Blätter 
so zusammenheftet, wie beistehende Figur zeigt. 

Gehören ferner die Punkte x, Je, l, A, m, fi zur Strecke (c^Cg), 
so erhält man in ihnen Werthe von der Form: 

in Je: K, ' in x: rfK, 

(16b.) in l: ^K, in A: Yi'K=K, 

mm: ifK, ■ in ft; rjK] 



-L iL 




sodass also (jleicJie Werthe zusammenstossen bei den in der neben- 
stehenden Figur angegebenen Zusammenheftungen. 

Gehören endlich die Punkte A, x, Z, k, in, ft zur Strecke {c^d), 
so erhält man in ihnen Werthe von der Form: 



92 



in h: K, 


Viertes 

in x: K, 
in A: iy TT, 
in fi: ifK'j 


Capitel. 


A x 


in l: r^K, 
inm: r^^K, 





(IGe.J 



was den in beistehender Figur angegebenen Zusammenheftungen 
entspricht. 

Durch Ausführung der genannten Zusammenheftungen entsteht 
eine dreiblättrige Fläche (S' + 2' + SR'), deren Form alsdann nach- 
träglich noch verändert werden kann, theils durch Verschiebung 
der Uebergangslinien (16 a, b.), theils durch kugelförmige Umgestal- 
tung. Man gelangt zu folgendem Resultat: 

Der ganze Werthvorrath der Function 

(. 17.) f= K^ - 'cjjr-~c2)ji=^) 

breitet sich in eindeutiger Weise atis auf eigner geivissen dreiblättrigen 
liiemann' seilen Kugelflädie SR, welclie drei Windungs- 
punicte zweiter Ordnung: c^, c^, Cg und zwei lieber- 
gangslinien besitzt. Die eine derselben geht von c, 
über Cj5 nach c^ und vermittelt den üebergang vom ,■ 
obern zmn mittlem Blatt, Die andere [welche in ;' 
der Figur zur Unterscheidung punktirt angegeben \^ 
ist] geht ebenfalls von 'q über c^ nacli c^ und ver- 
mittelt den Ucbergang vom mittlem zum untern Blatt. 

Auf dieser Fläche 91 ist die Fumtion überall stetig bis auf drei 
PolCy die in den drei Blättern der Fläche bei z = oo gerade über- 
einander liegen. 

§ 13. 

Ueber die Ausbreitung einer beliebigen algebraisohen Fnnction 
von z auf einer Biemann'schen Kugelfläohe. 

Die ßiemann'schen Kugelflächen sind, wie die vorhergehenden 
Betrachtungen zeigen, anwendbar auf alle -Functionen vou der Form 

falls man nämlich unter Z irgend eine rationale Function von Zy 
andererseits unter n eine rationale Zahl versteht. Doch sind, wie 
wir jetzt zeigen wollen, die ßiemami'schen Kugelflächen nicht auf 
Functionen dieser Form beschränkt, sondern anwendbar auf alle Func- 
tionen, die von z in algebraischer Weise abMngen. 

Es seien Zq, Z^, Z^, . . , Zn beliebig gegebene rationale Func- 
tionen von Zy und es mag unter f die Wurzel der Gleichung ver- 
standen werden: 
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Z^ + ZJ+Z^r-'-' + ^nf^O; 

so dass also f eine aliiehraiscJie Function von z ist. Wir werden 
zeigen^ dass man stets eine Riemann'sche Eugelfläehe construiren 
kann, auf welcher der ganze Werthvorrath dieser Function f sich 
in eindeutiger Weise ausbreitet. 

Es seien = ÄjZ = B,z==C,..,.z = P diejenigen Werthe 
des Argumentes z, für welche die Function f nicht n Werthe, son- 
dern weniger als n Werthe besitzt. Solches festgesetzt, betrachten 
wir die Horizontalebene als eine um z = beschriebene, unendlich 
grosse Kreisfläche S, und führen in dieser Fläche Ä einen Schnitt 
aus: ABC.,. PQ. Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von SJ 
einen schmalen Flächenstreifen ab, welcher die Punkte ABC , . . P 
in sich enthält, welcher nämlich bei A beginnt und über B,C, , . . P 
fortlaufend bis zum Rande von 5£, etwa bis Q, sich hinerstreckt. 
Innerhalb der durch Absonderung dieses Streifens entstandenen Fläche 
Ä' markiren wir irgend einen Punkt z^ und pflanzen in diesen Punkt 
iSq diejenigen w Werthe auf, welche die Function f für z = z^ be- 
sitzt. Durch stetigen Anschluss an diese w Werthe ergeben sich 
alsdann ebenso viele Werthsysteme, die, ohne mit einander in Con- 
tact zu gerathen, einer Ausbreitung über die ganze Fläche Ä' fähig 
sind, und die also innerhalb Ä' in jedwedem Punkte z lauter verschie- 
dene Werthe haben. 

Sind mithin z. B. k und x zwei zu beiden Ufern der Schnitt- 
strecke {AB) einander gegenüber liegende Punkte, so werden die 
genannten n Systeme in h lauter verschiedene Werthe haben, und 
ebenso auch in x. Die Punkte Tc und x liegen aber einander unend- 
lich nahe, imd es müssen daher die n Werthe in Ä, in irgend welcher 
Reihenfolge, identisch sein mit denen in x. Denkt man sich also 
die Fläche Ä' in w übereinander liegenden Exemplaren fti, fii, . . . Ä^ 
gegeben, ferner die Punkte (Ä, x) in diesen w Flächen mit (Äi, x^), 
(^'2; ^)> • • • (^» ^) bezeichnet und jedes der vorhin genannten n 
Werthsysteme auf je einer dieser n Flächen ausgebreitet, so werden 
auf die Punkte \, \, . , . Tcn Werthe fallen, die in irgend welcher 
Reihenfolge mit denen in x^ , x^ , . . . x^, identisch sind. Man kann 
daher in den Flächen ^1, ^2^ • • • ^n die auf der einen Seite der 
Schnittstrecke {AB) liegenden n Ufer mit den auf der andern Seite 
befindlichen n Ufern, je eines der einen mit je einem der andern 
Seite, in solcher Weise zusammenheften,, dass in jeder Zusammen- 
heftungslinie von beiden Seiten her gUidie Werthe zusammenstossen. 

Analoges gilt für die Schnittstrecke {BC)^ sowie für {Gl)) u. s. w., 
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endlich für (PQ). Auf der durch all' diese Zusammenheftuugen ent- 
steheuden n-blättrigen Fläche 

üvi -f- 5v2 -|- . . . -|- Stn 

wird alsdann der ganze Werthvorrath der Function /* in eindeutiger 
Weise ausgebreitet sein. Denkt man sich also schliesslich diese 
w-blättrige Fläche in kugelförmige Gestalt versetzt, so gelangt man 
zu folgendem Satz: 

Versteht tnan unter i?J,, Zj, Z^, ... /f« leliehig (/cgebene ratio- 
nale Functionen von e, femer unter f die durch die Gleidiung 

(1.) Z^-\-ZJ+Z^r + .... + Z„f''=^0 

defmirte algebraische Function von z, so kann der ganze Werthvor- 
rath dieser Function f in eindeutige^' Weise ausgebreitet werden auf 
einer gewissen n-blättrigen Rieniann sehen Kugelflädie SR. 

Auch unterliegt es tvohl kaum einem Zweifel ^ dass die Function f 
(2.) auf dieser Flächet bis auf einzelne Pole stetig sein tvird. Doch 
unrd der Betveis hierfür erst später (im secJisten Capitel) geliefert 
werden, 

Bemerkung. — Im Allgemeinen kann eine Riemann'sche KugelHäche 
an ein und derselben Stelle mehrere übereinander liegende Windungspunkte 
haben. Denkt man sich z. B. zwei Functionen f und f\ jede deflnirt durch 
eine Gleichung von der Form (1.), und bezeichnet man die zur Ausbrei- 
tung dieser Functionen erforderlichen Fluschen respective mit 3t und M\ 
so wird die ebenfalls algebraische Function 

F = ff 
in eindeutiger Weise sich ausbreiten auf der Fläche 

d. i. auf derjenigen Riemann' sehen Kugelfläche , die aus den Flächen 'H 
und 31' — ohne gegenseitige Verbindung — durch blosse Ineinanderschach- 
telung entsteht. Diese neue Fläche 3t + 31' kann nun aber sehr wohl 
zwei gerade übereinander liegende Windungspnnkte haben; denn es kann 
ein Windungspunkt von 3t gerade über einem von 31' sich befinden. Q. c. d. 

• 

§ 14. 

Ueber die Zersohneidung einer Biemann^schen Kugelfläche in ein- 
zelne Fläohenstüoke, und über die Versetzung eines jeden 
solchen Flächenstücks in seinen natürlichen Zustand. 

Es sei irgend eine Riemann'sclie Kugelfläche 91 [die also z. B. 
auch genau übereinander liegende Windungspunkte besitzen kann, 
vgl. die vorhergehende Bemerkung] in bestimmter Weise gegeben. 
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Zerschneidet man diese Fläche 9^ in eine beliebig grosse Anzahl 
kleiner Stücke, der Art, dass jedes derselben nur eine Randcurye 
besitzt und nicht mehr als höchstens einen Windungspunkt enthält, 
so wird jedes solches Flächenstück als eine kleine sphärisch ge- 
krümmte Windungsfläche zu bezeichnen sein. Denn auch diejenigen 
dieser Stücke, welche leinen Windungspunkt enthalten, mithin ein- 
hlättrig sind, können jenem Namen subsumirt, nämlich als Windungs- 
flächen 0*^*^ Ordnung angesehen werden [vgl. pg. 69] ; wobei alsdann 
unter dem Windungspunkt eines solchen Flächenstücks irgend ein 
beliebiger Punkt desselben zu verstehen ist. 

Irgend eins unter den kleinen Stücken, in welche 91 zerlegt ist. 

mag nun mit 

U oder U(c, g) 

benannt werden. Es sei nämlich c der Windungspunkt, und jsr Col- 
lectivbezeichnung für alle übrigen Punkte des Flächenstücks, üeber- 
dies sei m die Anzahl seiner Blätter, also c ein Windungspunkt 
(w — 1)**"' Ordnung. Dieses Flächenstück U kann nun, und zwar in 
sehr verschiedener Weise, durch stetige Umformung in eine ebene 
einblättrige Fläche verwandelt werden, wobei von Wichtigkeit nament- 
lich zwei Methoden sind. 

Erste Methode. — Man lässt die zum Flächenstück 

U(c, s) 

gehörigen Punkte s auf geradlinigen, von O' ausstrahlenden Bahnen 
so weit fortwandem, bis sie auf die Harizonialebene fallen, und ver- 



0' ?ÖJ 

wandelt in solcher Weise das Flächenstück in eine ebene Windungs- 
fläche, die mit „,, . 

bezeichnet werden mag. Sodann aber verwandelt man diese letz- 
tere in eine ebene einblättrige Fläche 
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in bekannter Weise, nämlich untv Anwendung des Correspondenz- 

gesetzes: 
(1.) ^ - c = (§ — y)- [vgl. pg. 74]. 

Man kann übrigens von den drei aufeinander folgenden Zuständen 
U, ^, % den mittleren ganz bei Seite lassen und also sagen, dass 
U in % iibergeht mittelst des Correspondcnzgesetzes (1.). 

Zweite Hetliode. — Man lässt [vgl. die vorstehende Figur] die 
Punkte des gegebenen Flächenstücks 

U {c, s) 

auf geradlinigen, von ausstrahlenden Bahnen so weit fortwandern, 
bis sie sämmtlich auf die Äntipodenehene fallen, und bezeichnet die 
in solcher Weise entstehende ebene Wiudungsfläche mit 

WO cc' = 1 und ebenso zz' «= 1 ist Sodann verwandelt man diese 
letztere Fläche in eine d)ene einbläUrige Fläche: 

81 (y, t), 

und zwar, wiederum wie vorhin, mittelst des Correspondenzgesetzes: 

(2.) z'-c' = {t- y)"*. 

Will man den mittlem Zustand Sß eliminiren, so hat man in (2.) 

für c\ z ihre Werthe c' = — , £i' = — zu substituiren, wodurch 
sich ergiebt: 

•(2a.) |--| = a-y)'». 

Mittelst dieser Formel verwandelt sicJi cdsdcnm U dir e et in SL 
Zusammenfassung. — Das gegebene m-blättrigc Flüclwnstüelc 

U oder Vi(c,0) 

kann also in stetiger Weise unigeformt werden in eine gctvöhnliche 

einblättrige Fläelie: 

% oder St(y, g), 

und zwar naeli Belieben, entweder mittelst des CM'rcspondenzgesfizes: 

(I.) ^ — c = (e - y)-, 

oder mittelst des Correspondenisgesetzes: 

(II.) T - T = (s - y)" 

Allerdings ist die Wahl zwischen diesen beiden Gesetzen nicht unter 
allen Umständen in unser Belid>en gestellt. Enthält r. B. das Flächen- 
stück U einen bei z = liegenden Punkt, so tvird der Anforderung 
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der stetigen Umformung nur durcJi die erste Methode [vgl. die Figur 
p. 95], also nur durch die For^nel (L), niciht aber durch (IL) ent- 
sprodien. Und umgekdirt wird, falls U eineti bei z = oo liegenden 
Punkt enthält, jener Anforderung der stetigen Umformung nur durch 
(IL), nicht aber durch (L) entsjprochen werden. 

Der Zust4ind U mag hinfort der ursprüngliche, und der aus 
(3.) diesem durch stetige Umformung, vermittelst eifier der beiden Formeln 
(L), (IL), entspringende neue Zustand S der natürliche Zustand des 
betrachteten FlächefhsUicks genannt werden. 

Bemerknng. — Die geometrische Anschauung [Figur p. 96] zeigt, dass 
einer positiven Umlauf nng von U eine ebenfalls positive Umlaufung von 93 
und ebenso von äB entspricht; falls man nur festhält an den früher gege- 
benen Determinationen über die oberen Seiten der Kugelfläche, der Hori- 
zontal- und der Antipodenebene [pg. 56 und 66]. Einer positiven Umlau- 
fung von ^ oder SB entspricht aber eine ebenfalls positive Umlaufung der 
jedesmaligen Fläche % [vgl. die Bemerkung p. 74]. Also der Satz: 

Denkt man sich das Flächenstück U oder Vi{c, z) in seine^i natür- 
lichen Zustand 31 oder ^(y, £) versetzt^ und in dieser Weise also jedweden 
Punkt z der FläcJie U in eineti gewissen Funkt ^ der Fläche Sl verwandelt, 
80 wird, falls man z positiv um U Jici'umlaufen lässt, gleichzeitig 5 eben- 
falls positiv um % herumlaufen. 

Sind also z. B. f und q> zwei auf dem Flächenstück ausgebreitete 
Functionen, so wird das über seinen Rand in positiver Richtung erstreckte 
Integral : 

ffdq, 

ein und denselben Werth haben, einerlei, ob man jene Integration während 
des ursprünglic?ieny oder während des natürlicJiefi Zustandes bewerkstelligt; 
was angedeutet werden mag durch die Formel: 



f^fdv -f^fdv. 



§ 15. 

t 

Allgemeine Bemerkungen über die stetige Umformung einer Fläche. 

Unter der stetigen Umformung einer Fläcfie soll eine Verän- 
(4.) derung derselben versta^ulen toerden, welche durdi blosse Anwendung 
von Dehnungen und Biegungen, nämlich mit Vermeidung vmi Zer- 
reissungen und Zusammenheftungen, m Stmule kommt. 

Um von irgend zwei beliebig gegebenen Flächen die eine in 
die andere umzuformen, bedarf es (sobald eine solche Umformung 
überhaupt möglich ist) nur der Auffindung eines Gesetzes, nach wel- 
chem jeder Punkt der einen Fläche mit einem bestimmten Punkte 
der andern correspondirt, jedoch eines Gesetzes, welches so beschaffen 

Neil mann: Abersche Integrale. 2. Aufl. 7 
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ist, dass demselben zufolge benachbarte Punkte der einen Fläche auch 
immer mit benacliharten Punkten der andern in Correspondenz stehen. 
Ist nämlich ein solches Gesetz gefunden, so wird man dann, wie 
leicht zu übersehen ist, durch Anwendung von Dehnungen und Bie- 
gungen es in der That dahin bringen können, dass die eine Fläche 
mit der andern, und zwar jeder Punkt der einen mit dem correspon- 

direnden Punkte der andern zur Deckung kommt. 

Ein Quadrat kann als stetige Umformung eines EechUcks, ebenso aber 
auch als eine stetige Umformung der Kreiailädie angesehen werden. Anderer- 
seits würde sich die Kreisfläche als die stetige Umformung einer Halb- 
kugeljläche^ oder auch als die einer Kegel/läche ansehen lassen. 

Und so lassen sich überhaupt, falls eine Fläche gegeben ist, immer 
mehrere und von einander sehr verschiedene Flächen finden, von denen 
jede als eine stetige Umformung der gegebenen Fache aufgefasst wer- 
den kann. 

Jedoch kann man keineswegs die gegebene Fläche als die stetige 
Umformung jeder beliebig gewählten andern Fläche ansehen. SoUen näm- 
lich zwei Flächen einer solchen Auffassung fähig sein, so ist dazu, wie 
man sofort erkennt, zunächst schon erforderlich , dass in beiden die An- 
zahl der Randcurven ein und dieselbe ist. Und zu dieser Bedingung treten 
noch andere Bedingungen hinzu. Denn bei einer Kugelfläche z. B. und bei 
einer Bing fläche'^) ist die Anzahl der Randcurven gleich gross, nämlich 
bei beiden =: O; und trotzdem lässt sich, wie man leicht übersieht, die 
eine keineswegs als eine Umformung der andern auf&ssen. Wir gehen 
einstweilen auf die hier erforderlichen Bedingungen nicht näher ein. 

Wir wollen uns im Räume irgend eine Fläche denken von be- 
liebiger Krümmung und überhaupt von ganz beliebiger Gestalt; und 
auf dieser Fläche wollen wir uns die Werthe irgend welcher Func- 
tion av.s<febreit«t denken. Jene Fläche mag nun einer stetig fort- 
schreitenden Veränderung unterworfen und in solcher Weise, von 
ihrem Anfangszustande aus, in einen bestimmten Endzustand über- 
geführt werden. Während diese Veränderung aber vor sich geht, wäli- 
rend also die Fläche durch stetige Umformung in andere und andere 
Gestalten übergeht, mögen die einzelnen Punkte der Fläche mit den 
ihnen einmal zuertheilten Functionswerthen unlöslich verbunden 
bleiben. 

War die Function während des Anfangszustandes der Fläche 
auf derselben überall eindeutig , d. h. war damals jeder Punkt der 
Fläche immer nur mit je eincni Werthe der Function belastet, so 



*) Unter einer Bing fläche ist die Oberfläche eines körperlichen Ringes, 
also z. B. diejenige Rotationsfläche zu verstehen, welche von einem Kreise er- 
zeugt wird, sobald man denselben um eine Achse, die in der Ebene des Krei- 
ses liegt und den Kreis nicht schneidet, rotiren lässt. 
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wird Gleiches oflfenbar auch dann noch stattfinden, wenn dieselbe 
in ihren Endzustand übergegangen ist. 

War ferner die Function zur Zeit des Anfangszustandes auf der 
Fläche allenthalben stetig, so wird sie nach Eintritt des Endzustan- 
des ebenfalls überall stetig sein. 

War die Function zur Zeit des Anfangszustandes der Fläche 
in einzelnen Punkten oder Linien unstetig, so wird sie nach Eintritt 
des Endzustandes nach wie yor^ und zwar in eben denselben Punkten 
oder Linien unstetig sein. 

Insbesondere wollen wir unsere Aufmerksamkeit auf diejenigen 
ünstetigkeitspunkte richten, welche wir früher (pg. 38) als polare 
Unstetiglzeüspunkte, oder kürzer als Pole bezeichnet haben, also auf 
diejenigen, in welchen die Function selber — sie mag f genannt 
werden — unstetig ist, in deren Bereich aber der reciproke Werth 

der Function, nämlich der Werth von . stetig bleibt. Jene Un- 

stetigkeit von f und jene Stetigkeit von j werden, falls sie in irgend 

einem Punkte der Fläche einmal vorhanden sind, ungeändert fort- 
bestehen, welches auch die stetige Umformung sein mag, der die 
Fläche unterworfen wird. 

Besitzt also die auf der Fläche ausgebreitete Function zur Zeit' 

(5.) des Anfangszustamles in irgend einetn Funkt der FläcJie einen Fol, 
so ivird sie in jenem Funkt nach Eintritt des Endzustandes ebenfalls 
eimm Fol besitzen. 

Gleiches tvird offenbar auch von den Nullpunkten gelten. Denn 
es ist ja nach imserer Annahme jeder Punkt der Fläche mit dem 
ihm einmal zuertheilten Functionswerthe unlöslich verbunden. Ist 
also irgend ein Punkt der Fläche mit dem Werthe Null belastet, 
so wird er, mag sich nun die Gestalt der Fläche verändern, wie 
sie wolle, diesen Werth Null beständig behalten. Wir gelangen 
• somit zu folgendem allgemeinen Satz: 

Sind die Werthe der Functimi auf irgend welcher Fläche ausge- 
breitet j so tritt hinsichtlich der auf jener Fläche vorhandenen Stetig- 
keitspunkte, Nullpunkte und Fole keine Aenderung ein, mag man 
nun die Fläche in ihrem ursprünglichen Zustande verliarren, oder mag 

[(G.) man dieselbe durch stetige Umformung in irgcfid welchen andern Zu- 
stand übergelien lassen. In jedem einzelnen Funkt der Fläche wird 
die Function sidi zur Zeit des neuen Zustandes genau ebenso verlial- 
ten, une zur Zeit des ursprünglicJien Zustandes; in jedem einzelnen 
Funkt der Fläche wird sie zur Zeit des neuen Zustandes stetig oder 
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unstetig, Null oder von Null verschieden^ mit einer polaren oder 
nichtpolaren Unstctigkeit beliaftet sein, je nacMetn eur Zeit des nr- 
spninglidien Zustandes das Eine oder das Andere der Fall war. 

Ebenso verhält es suHi auch mit der Eindeutigheit. In jedem 
einzelnen Punkt der Fläche mrd die Function zur Zeit des neuen Zu- 
standes eindeutig oder mehrdeutig sein, je ncuJidem zur Zeit des 
ursprüngliclum Zustandes das Eine oder das Andere der Fall war. 

Die Eigensehaften der Eindeutigkeit, der Stetigkeit, der polaren 
Unstctigkeit u. s. w. sind also permanent uxihrend des Verlaufs einer 
stetigen Umformung. 

Bemerknng. — Air diese Sätze sind ohne Weiteres anwendbar 
auf diejenigen stetigen Umformungen, von denen vorhin pg. 95 — 97 
die Itede war, also z. B. anwendbar auf den Uebergang von U in ?t, 
und ebenso umgekehrt auf den Uebergang von Sl in U. 
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lieber FaRctionen, die auf einer Kiemann'schen Kngelfläche 
aasgebreitet sind. Definition der regulären Functionen. 

Ebenso wie wir im dritten Capitel Functionen f{z) betrachtet 
haben; die auf der gewöhnlichen einblättrigen Kugelfläche ausgebrei- 
tet waren, ebenso wollen wir im gegenwärtigen Capitel solche Func- 
tionen f{z) in Untersuchung ziehen, die auf einer Bietnann' sehen 
niehrhlätlrigen Kugelfläche ausgebreitet sind. Dabei mag diese letz- 
tere ganz unUkürlicIh gegeben sein, von beliebig vielen Blättern, 
mit beliebig vielen und beliebig gelegenen Windungspunkten und 
Uebergangslinien. 

Wir werden dabei zu Resultaten gelangen, die denen des drit- 
ten Capitels einigermassen analog sind. Ebenso wie wir nämlich 
damals gefunden hatten, dass jede Function f{z), die auf der ein- 
blättrigen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Fole stetig ist, 
eine rationale Function von 3 sein muss, ebenso werden wir gegen- 
wärtig finden, dass jede Function /'(;8?) , welche die genannten Eigen- 
schaften auf einer liiemann sehen n-blättrigen Kugelfläche besitzt, die 
Wurzel einer Gleichung »'^" Grades sein muss, deren Coefficienten ratio- 
nale Functionen von z sind. 

Die zu betrachtende, mllkürlich gegebene Kiemann'sche Kugel- 
fläche werden wir mit 91, und irgend einen Theil derselben mit © 
bezeichnen. 

§ i. 

Uebertragbarkeit früher gefundener Sätze auf die Biemann^schen 

Kugelfläohen. 

Einige der im zweiten Capitel erhaltenen Sätze sind sofort auf 

die Riemann'schen Kugelflächen übertragbar, so z. B. der Satz pg. 35. 

In der That kann man sagen: 

(l.) Ist eine Function f= f(0) auf irgend einem Tlieile © einer Rie- 

mann'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
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Jimm auf @ kein atuah nodi so kleines CufDOi- oder Flächenelefnetit 
' existiren, auf welchem die Function constant wäre, — es sei detin, 
dass sie auf @ allenthalben constant ist. 

Beweis. — Wir wollen annehmen, der Satz sei nicht richtig, es exi- 
stire also eine auf @ eindeutige und bis auf einzelne Pole stetige Function 
f = f{z) , welche auf irgend einer Curve oder Fläche l constant, in den 
übrigen Punkten von @ aber inconstant ist. Man bezeichne nun alV diese 
übrigen Punkte zusammengenommen mit A\ grenze auf S ein kleines^ theils 
au8 Punkten Z, theils aus Punkten X' bestehendes Flächenstück U ab, und 
versetze dasselbe in seinen natürlicJien Zustand $L Alsdann wird die Func- 
tion f [vgl. d.Bemkg. pg. 100] auf dieser ebenen einblättrigen Fläche 9( ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Gleichzeitig wird alsdann auf 
% eine Curve resp. Fläche existiren, auf welcher die Function constaut ist, 
während sie in den übrigen Punkten von % inconstant ist. Dies aber 
widerspricht dem früher p. S6 gefundenen Satze, ü. s. w. 

Ist mithin die Function f auf @ eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig, so werden die Punkte, in denen f einen vorgeschriebe- 
benen Werth K annimmt, auf @ immer nur vereinzelt vorkommen 
können, ebenso also z. B. auch diejenigen Punkte, in denen sie Null 
wird. Also der Satz: 

Ist die Function f = f(ß) auf irgend einefn Theil @ einer lUe- 
mann' sehen Kugelfläche eindeutig und 6/s auf einzelne Pole a^, «,,, . . . 
stetig, und hezeidmet man ihre Ntdlpunkte auf @ mit ßy, ß^, . . . , so 
iccrden alV diese Punkte 

(2.) «i; «2> • • • A; Aj •• • 

vereinzelt liegen. D. h.: Je zwei derselben worden stets durdi irgend 
welchen (wenn auch twcli so kleiiwn) Zwischenraum von eifiamler ge- 
trennt sein. 

§2. 

Ueber die Ordnungszahlen der auf einer Siemann'sohen Kugel- 

fläche auBgebreiteten Functionen. 

Wir haben früher, als wir uns mit den Flächen einfachster Art 
(nämlich mit ebenen einblättrigen Flächen) beschäftigten, den Polen 
und Nullpunkten der darauf ausgebreiteten Functionen gewisse Ord- 
nungszahlen beigelegt. Mit andern Worten: Wir haben damals ver- 
schiedene Grade des Unendlich- und Null -Werdens constatirt. Es 
ist von Wichtigkeit, derartige Unterscheidungen auch dann eintreten 
zu lassen, wenn die Function auf einer RienwLnn' selten Kugel fläc/w 
ausgebreitet ist. 

Es sei eine Riemann'sche Kugelfläche von beliebiger Beschaö'eii- 
heit gegeben; auf dieser sei irgend eine gegebene Function ausge- 
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breitet; und diese Function besitze auf der Fläclie irgend welche 
Nullpunkte und irgend welche Pole. 

Wir betrachten zunächst die Nullpunkte. Hinsichtlich der Werthe, 
welche die Function in diesen Punkten selber besitzt, kann offenbar 
keinerlei Verschiedenheit stattfinden; denn diese Werthe sind sämmt- 
lich Null, mithin unter einander identisch. Sollen also jene Punkte 
in verschiedene Arten oder Ordnungen eingetheilt werden, so kann 
eine solche Eintheilung sich nicht stützen auf diejenigen Functions- 
werthe, welche in den Punkten selber vorhanden sind, sondern nur 
auf diejenigen, welche in der Nähe jener Punkte, nämlich in den 
Bereichen derselben sich vorfinden. 

Nun können die Bereiche der einzelnen Nullpunkte, je nach der 
Lage, welche sie auf der Riemann'schen Kugelfläche besitzen, von 
sehr verschiedener Form sein. Denn das Bereich eines solchen 
Punktes wird, je nachdem derselbe in einem gewöhrdiclien oder in 
einem Windungs^\xrik\^ der Fläche liegt, bald durch eine kleine 
Fläche von einblättriger Form, bald durch eine kleine Windungsflädie 
von mehrblättriger Form dargestellt sein. 

Sollen daher die Bereiche jener Nullpunkte hinsichtlich der von 
ihnen getragenen Functionswerthe mit einander verglichen werden, 
so wird man, falls etwa das eine Bereich einblättrig, ein anderes 
/Vm/'blättrig, ein drittes )3^i</'t>7/'blättrig, u. s. w. sein sollte, eine solche 
Vergleichung gar nicht vorzunehmen im Stande sein, falls man nicht 
zuvor air jene Bereiche durch Umgestaltung in gleiclie Form ge- 
bracht hat. Ebenso etwa, wie es bei einer physikalischen Unter- 
suchung, wenn mehrere Körper hinsichtlich ihrer Dimensionen mit 
einander verglichen werden sollen, nothwendig ist, dieselben zuvor 
in gleiclw Tetnjwratur, etwa in eine gewisse, ein für allemal festge- 
setzte NormcdrTmnperatur zu versetzen; ebenso wird es hier, wo die 
Bereiche mehrerer Punkte hinsichtlich der von ihnen getragenen 
Functionswerthe unter einander in Vergleich gestellt werden sollen, 
erforderlich sein, air jene Bereiche zuvor in gleiche Form^ etwa eben- 
falls in eine gewisse, ein für allemal festgesetzte Nonnalform zu 
bringen. 

Welche Form dabei als Normalform festgesetzt werden soll, ist 
im Grunde ziemlich gleichgültig. Doch wird es gut sein, eine mög- 
lichst einfache zu wählen. Es mag dazu die Form einer gewöhn- 
liclicn einblättrigen ebenen Fläclie, nämlich diejenige Form genommen 
werden, welche das Bereich des betrachteten Punktes in seinem 
natürlichen Zustande besitzt [pg. 97]. 
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Auf Grund dieser Ueberlegungen dürfte es also zweckmässig 
sein, folgende Definition zu adoptiren: 

Definition. — Ist eine Riemann'scJie KtigelfläcJie mit den Werthen 
irgend welcher Function heiastet y so soll im Allgemeinen jeder Punlct 
(•^•) der Flädie mit einer geunssen Ordnungszahl verseilen werden. Unter 
dieser Zahl soll jederzeit diejenige Ordnungszahl verstanden werden, 
weldie dem Punkte zukommt, sobald man das ihm zugehörige Bereich 
in seinen natürlichen Zustand versetzt. 

Handelt es sich also darum, die Ordnungszahl irgend ei'nes PutJc- 
tes der gegebenen Itiemann* seilen Kugelfläche wirklidi zu bestimmen, so 
wird man zuvörderst das kleine Flächenstück, durch welches das Be- 
reich des Punktes dargestellt wird, in seinen natürlichen Zustand 
verset^, dasselbe also verwandeln in ein ebenes einblättriges Flädieti- 
stück, Ist solches geschehen, so ivird alsdann die Ordnungszahl des 
Punktes unmittelbar zu Tage treten, falls man nur die früJier gefun- 
denen Sätze [pg. 41 — 43] in Anwendung bringt 

Dabei gelangt man z. 6. auf Grund des Satzes pg. 41 sofort 
zu folgender Bemerkung: 

Ist eine Function f{z) auf irgend einem Theile einer Riemcmn- 
(4.) sehen Kugelfläclie eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so wird 
ihre Ordnungszahl in jedem Punkfe jenes Flädientheilcs eine endliche 
ganze Zahl sein. 

Und zwar wird diese Zahl positiv sein in jedem Nullpunkte, 
negativ in jedem Pole, und Null sein in jedem andern Punkte, 
d. i. in jedem Punkte, der weder Nullpunkt noch Pol ist. 

Um die Ordnungszahl eines gegebenen Punktes nach der hier gege- 
benen Vorschrift zu ermitteln, wird man das Bereich des Punktes zuerst 
in seinen natürlichen Zustand versetzen müssen. Dieser natürliche Zustand 
ist aber kein TÖllig bestimmter. Denn im Allgemeinen wird es unter den 
Zuständen, in welche man jenes Bereich durch stetige Umformung ver- 
setzen kann, immer zwei geben, von welchen nach Belieben der eine, und 
ebenso gut auch der andere als der natürliche Zustand des Bereiches an- 
gesehen werden kann. (Vgl. pg. 96, 97.) Man könnte daher die Besorgnis» 
hegen, dass sich vielleicht, jenachdem von diesen beiden Zuständen der 
eine oder der andere gewählt wird, für die Ordnungszahl des gegebenen 
Punktes jedesmal ein anderer Werth ergeben möchte. Aus der Formel 
(9.) des folgenden Paragraphs wird man aber erkennen, dass diese Besorg- 
nisB eine unbegründete ist, dass sich nämlich in beiden Fällen ein und 
dieseilbe Ordnungszahl herausstellt, und dass also die hier für die Ord- 
nungszahl eines Punktes gegebene Definition eine röUig bestimmte ist. 
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§3. 

Fortsetzung. Darstellung der OrdnnngszaMen durch Integrale. 

Die Function f = f(js) sei auf irgend einem Theil © einer Rie- 
mann'scben Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. 
Zerlegt mau @ mittelst irgend welcher Gurren ö in kleine Stücke: 

U|, UjJ, iL,, . . . iXqy 

und bezeichnet die iiatürlichm Zustande derselben respective mit 

so besitzt f auf Ux genau dieselben Ordnungszahlen, wie auf ?tx 
[vgl, (3.)1. Bezeichnet man nun die Summe dieser auf Ux oder St^ 
vorhandenen Ordnungszahlen mit Mx, so ist [nach Satz pg. 43]: 

oder was dasselbe ist [vgl. die Bemerkung pg. 97 J: 

**x 

wo die Integration in der einen wie in der andern Formel positiv 
hinläufk über den Rand von 3lx respective Ux. Summirt man jetzt 
die Formel (5.) über x = 1, 2, 3, . . . g, d. i. über air diejenigen 
Flächenstücke U^, Ujj, Ug, . . . U,y, in welche © zerlegt wurde, so 
werden sich dabei die den Zerlegungscurven 6 zugehörigen Integral- 
theile gegenseitig zerstören; sodass mau also erhält: 

(fi.) M, + M, + M3.... + M,= 2i7/g''/, 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von ©. Die linke 
Seite dieser Formel (6.) repräsentirt aber oflenbar die Summe sämmt- 
licher Ordnungszahlen, welche f auf © besitzt. Also der Satz: 

Ist die Function f = f{ß) auf irgend eiiveni TJieil @ einer Mie- 
niann sehen Kugel fläcJie eindeutig und bis auf einzelne Fole stetig ^ so 
wird die Summe M ilirer sämmtliclwn auf © vorluindenen Ordnungs- 
zahlen den Werth haben: 

(7.) '^ = rir/e'""^'/'' 

die Integration positiv erstreelU über den liand von ©. Besitzt dieser 
Flächentheil © nicht eine, sondern mehrere, ettva q Itandcurven, so wird 
das angegebene Integral eine Sumfne von q Integralen sein^ deren jedes 
über je eine liandctirve erstreckt ist 
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Markirt man auf @ irgend einen Punkt c, so wird derselbe 
entweder ein Pol der Function f, oder ein Nullpunkt derselben, oder 
keines von beiden sein. Wie dem auch sei, — jedenfalls wird man, 
weil die Pole und Nullpunkte immer nur vereinzelt vorkommen 
[veigl. (2.)], um c herum ein Flächenstück U abgrenzen können, 
welches, abgesehen von c selber, keinen weitern Pol oder Nullpunkt 
beherbergt. Alsdann aber ist die Summe der auf U vorhandenen 
Ordnungszahlen [vgl. (4.)] nichts Anderes, als die in c selber vor- 
handene Ordnungszahl ft; sodass sich also nach (7.) die Formel ergiebt: 



'»"iir/u'^'^g^- 



Also der Zusatz: Ist die Fufwtion f= f{z) auf irgend einefn 
Theile @ ei}t€r Ricmann'schen Kugelfläche eindeutig und bi^ auf ein- 
zelne Fok stetig, so wird ihre OrdnungszaM \l in irgefid einem Funkt 
c des FläcJiCfitheils © den Werth hesitsen: • 

die Integration positiv erstreckt über den Band irgend eines um c Jierum 
dlnjegrenztcn Flächenstückes U. Dabei ist indessen vorausgesetzt, dieses 
Flächenstück U sei von solcher Besclrnffeniieit, dass dasselbe y abgeselicfi 
von c selber, keinen Fol oder Nullpunkt der Function in sich entJuUt. 
Dieser Bedingung wird stets dadurch genügt werden können, dass 
man U hinreichend klein macht. Ein um c herum abgegrenztes hin- 
reichend kleines Flächenstück wird aber kurzweg das Bereich von c 
genannt. Also der Satz: 

Ist die Functimi f=f{ß) auf irgend einem Theil @ einer liie- 
* niann^ sehen Kugelfläche eindeutig und bis auf eimclne Folc stetig, so 
wird ihre Ordnungszahl (i in irgend einefn Funkt c der Fläche © den 
Werth Iwben: i /» 

die Integration positiv lierumlaufend gedacht um das Bereich U di's 
Fufiktes c. 

Man kann also sagen: W(ichst der log f, wc7in man das Bereich des 
Punktes c in positiver Richtung umläuft, um ft . 2ni an, so ist ft die Ord" 
nungszahl, weldie f in c besitzt. Man könnte diesen Satz benutzen, um die 
Ordnungszahl zu definiren. Solches hat Riemann gcthan. Denn in seiner 
Abhandlung [Borch. Journal f. Math. Bd. 54, S. 117; und Gesamm. Werke 
pg. 96] heisst es: „Zur Vereinfachung des Folgenden heisse eine Function 

für einen Punkt unendlich klein von der ersten Ordnung, wenn 

ihr Logarithmus bei einem positiven Umlauf um ein diesen Punkt um- 
gebendes Flächenstück um 2fii anwächst.** 
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Das in (7.) erhaltene Resultat bÄieht sich auf irgend einen 
Tfieil einer Riemann'sehen Eugelfläche. Wendet man genau die- 
selbe Methode an, um die Summe aller Ordnungszahlen zu ermit- 
teln, welche auf der ganzen Riemann'schen Kugelfläche vorhanden 
sind; so gelangt man zu einem analogen Resultat, welches, wie leicht 
zu übersehen, so lautet: 

Ist eine Function f(z) auf einer Bie^nann' sehen Kugelflädie ein- 
(10.) deutig und bis auf einzelne Pole stetig, so ist die Summe sämmtliclier 
Ordnungszahlen, weldie sie auf jener FUicJie besitzt, gleich Null, 

Oder mit andern Worten: Bei einer solchen Function ist die Summe 
(11.) der in den Polen vorhandenen OrdnungszaJden ihrem absoluten Betrage 
nach jederzeit ebenso gross, als die Summe der in den Nullpunkteti 
vorhandenen. 

In jedem Nullpunkt ist die Ordnungszahl der Function gleich 
einer positiven, und in jedem Pol gleich einer negativen ganzen Zahl 
[vgl. (4.)]. Man kann demgemäss die Nullpunkte, je nachdem ihre 
Ordnungszahl gleich 1, 2, 3 u. s. w. ist, einfache, zweifache, dreifache 
u. 8. w, nennen; und andererseits die Pole, je nachdem ihre Ord- 
nungszahl gleich — 1, — 2, — 3 u. s. w. ist, ebenfalls als ein- 
fache, zweifache, dreifache u. s. w. Pole bezeichnen. Auch dürfte 
es zweckmässig sein, jeden n-fachen Nullpunkt als eine Superposi- 
tion von n elementarcfi Nullpunkten, und jeden n-fachen Pol als 
eine Superposition von 7i eletnentaren Polen aufzufassen. [Vergl, Rie- 
mann's Abhandlung, Borch. Journal Bd. 54, S. 118. Gesamm. Werke 
pg. 96.] Thut man dies, so lässt sich der Satz (11.) auch so aus- 
sprechen : 

Ist eine Function f(e) auf einer liieniann' sehen Kugelfläclic aUent- 

Imlben eindeutig und mit Ausnalime einzelner Pole aücfüluxlbefi stetig, 

f 12.) so ist die Anzahl ihrer elementaren Pole jederzeit ebenso gross wie die 

AnzaJd ihrer elementaren Nullpunkte. 

Bemerkung. — Die gewöhDlichc einblättrige Kugelfläche, von welcher 
das dritte Capitel handelte, i^t offenbar nur ein Spccialfall der Riemann- 
scheu mehrblättrigenKuirelhSLche. Detugemciss sind also die vorstehenden Sätze 
unmittelbar auch anwauihar auf die geuÖJmUclic einblättrige Kugelfläclie. 

Ueber die Beihenentwioklungen einer auf einer Biemann^sohen 

Kugelfläohe ausgebreiteten Function. 

Die Function f=f{z) sei auf irgend einem Theil @ einer Rie- 
mann'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig; 
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ferner sei c ein auf ® belitbig markirter Punkt. Bezeichnet man 
(las Bereich dieses Punktes in seinem ursprünglidicn Zustande mit 

(13.) U oder U(c, e), 

und andererseits in seinem natürlicJwfi Zustande [vgl. pg. 96J mit 
(14) % oder «(y, g), 

so wird sie auf dieser ebenen, einblättrigen Fläche % [Satz pg. 41] 
darstellbar sein durch die Formel: 

(15.) f=={t-yyE, (aufSl), 

WO [i die Ordnungszahl von /' im Punkt y, zugleich also auch [vgl. 
die Definition (3.)J die Ordnungszahl von /' im Punkte c bezeichnet, 
während E= E(^) eine Function vorst^jllt, die auf 21 eindeutig, 
stetig und nichtverschwindend ist. 

Dabei ist lediglich vorausgesetzt, dass die Grenze von U lunreicliend 
nahe um c, oder (was auf dasselbe hinauskommt) dass die Grenze von % 
hinreichend nahe um y herumläuft. Dieser Begriff des llinreichendntüwn 
ist aber im Vorhergehenden bereits dadurch eingeführt worden, dass U 
als das Bereich von c bezeichnet wurde. 

Ucbrigens kann man über die Art and Weise, wie U und % zu con- 
btruiren sind, damit die Formel (15.) für sämmtliche Punkte f der Fläche 
^ gültig sei, leicht nähere Auskunft erhalten, indem man statt des Satzes 
pg. 41 den Satz (31.) pg. 48 anwendet. Man findet alsdann, dass die Formel 
(15.) für alle Punkte von 2t gültig «ein wird, falls nur U, mit etwaiger Aus- 
nahme von c selber, keinen Pol oder Nullpunkt der Function f enthält. 
Selbstverständlich ist überdies vorauszusetzen, dass das Flächenstück U, 
mit etwaiger Ausnahme von c, k'jine Windung8X>unkte enthalte; denn an- 
dernfalls würde die in (13.), (14.) genannte Umformung des Flächenstücks 
gar nicht möglich sein, mithin %, gar nicht existiren. 

Man kann nun die Bereiche U und 31 nachträglich noch weiter 
verkleinern, also z. B. % zusammenschrumpfen lassen zu einer klei- 
nen um Y beschriebenen Kreisfläche, während gleichzeitig U die ent- 
sprechende Zusammenschrumpfung erleidet. 

Alsdann ist E auf 81 entwickelbar in die Cauchy- Taylor' sehe 
Reihe [vgl. pg. 34]: 

wo A^y, Ai, A^, . . . Constanten sind. Auch ist die erste dieser 
Constanten, nämlich A^^, noth wendiger Weise von Null verschieden, 
denn sonst würde £ im Mittelpunkt y der Kreisfläche Sl verschwin- 
den, was dem Charakter dieser Function widerspricht. Durch Sub- 
stitution dieses Werthes von E geht die Formel (15.) über in: 

(16.) /•=(?- y)" [A, ^A,a-r) + Mt-ry + ---l (a«f «)• 
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Im Allgemeinen existiren nun für das Flächenstück U (c, g) 
zwei natürliche Zustände. Und je nachdem man für 81 (y, 5) den 
einen oder andern wählt, werden y^ % zw c, z entweder in der Be- 

(17.) ^'*^"°8 «*^^^"= . - c = (g - yY, 

oder aber in der Beziehung: 

(18.) 1 _ 1 = (g _ y)m, [^gl. pg. 96]. 

Dabei repräsentirt m die Anzahl der im Punkte c mit einander zu- 
sammenhängenden Blätter. Oder mit andern Worten: Es wird dabei 
c als ein w-blättriger Windungspunkt, mithin U als eine ni-blätt- 
rige Winduugsfläche angesehen; so dass also z. B. m = 1 sein würde, 
falls c ein gewohnlicher Punkt, mithin U einblättrig sein sollte. 

Man kann nun schliesslich den aus (17.) respective (18.) für 
(S — y) entspringenden Werth in (16.) substituiren, ebenso auch in 
(15.). Und ebenso wie die Formeln (15.), (16.) gültig sind für die 
Punkte g der Fläche ?[, ebenso werden die durch die genannte Sub- 
stitution sich ergebenden neuen Formeln gültig sein für die Punkte 
z der Fläche U. Alles zusammengefasst, gelaugt man daher zu fol- 
gendem Satz: 

Ist die Function f = f{z) auf irgend einem Theil © einer Bie- 
mann' sehen KugelfUiche eindeutig iind bis auf einzelne Pole stetig, so 
lassen sich die Werthe, iveklve f im Bereich U irgend eines auf © 
liegenden Punktes c besitzt, durch die Formeln darstdleni 



(19.) 



(20.) 



/•=(«-c)»i;, 

/■= (« - c)™ [4, + M« — c)"* + A{i! — «)'» + .. .], 

oder aucti durch folgende Formeln: 

^-(f-l)--. 
/-(■-■)"[^+A.(i—■)"+A,(i_ :)"+...]. 

Dabei bezeidinet fi die OrdnungszaJd der Function f im Punkte c, und 
m die Anzaiü von BUiMem, welche in c mit einander zusammenMngen, 
Es unrd also z. B. m = \ sein, falls c ein gewöhfüidier Punkt, hin- 
gegen 2,3,4 etc. sein, falls c ein Windungspunkt erster, zweiter, dritter 
u. s. w. Ordnung ist. Femer bezeidmen E = E{z) und E = E(jer) 
Functionen^ die auf U eindeutig^ stetig und nichtver schwindend 
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sind. Endlidh hezeidinen A^^ -4^, A^, . . , und Aq, Ai, Ag, . . . con- 
stante Coefficienten, von denen feststefU, dass A^ und A^ verschieden 
sind von Null. 

Von diesen beiden Darstellungsweisen (19.) und (20.) ist nur die 
erste gültig für c = 0, nur die zweite für c = cx), hingegen gleich- 
zeitig die erste und zweite^ falls c weder noch oo ist, [Vgl. den 
Satz pg. 96, 97.] 

Bemerknng. — Das Bereich U des Punktes c ist kein festes, kein für 
alle vier Formeln (19.), (20.) gemeinschaftliches; sondern ein der jedes- 
maligen Formel anzupassendes. Denkt man sich z. B. U so gewählt, dass 
die erste Formel (19.) für alle Punkte von U gilt, so wird im Allgemeinen 
U noch weiter zu verkleinem sein, falls man erreichen will, dass die etccitc 
der Formeln (19.) für alle Punkte von U Gültigkeit habe. Solches ergiebt 
sich unmittelbar aus der Ableitung dieser Formeln. 

Bei der Bestimmimg der Ordnungszahlen in gegebenen speciellen 
Fällen kann man entweder die Formeln (19.), (20.) benutzen, oder aber, 
was bequemer ist, direct auf die in (3.) gegebene Definition dieser Zahlen 
sich stützen, unter gleichzeitiger Anwendung des Satzes (4.). 

Srstes Beispiel ~ Die Function: 



(a.) f — y(z — Ci) (e—c^) . . .{z — c^ J 

ist eindeutig auf einer zweiblättrigefi Riemann'schen Eugelfläche 91 mit den 
WinduDgspunkten q, c, , ... Cg,^. Auch ist sie daselbst überall stetig bis 
auf zwei hei z ^^^ oo liegende Pole [vgl. pg. 83 J. (Jeberdies besitzt sie auf 
91, wie der Ausdruck (a.) zeigt, im Ganzen 2n NMptmkte^ nämlich c^, c.j^, 
... Cjj^. Folglich ist [Satz (4.)] ihre Ordnungszahl negcUiv in jenen bei- 
den bei z = oo liegenden Punkten, ferner positiv in c^, c^, ... Cg^, und Null 
in allen übrigen Punkten der Fläche 91. 

Um nnn die Ordnungszahl z. B. in Cj näher zu bestimmen, versetzen 
wir das Bereich U(c, , z) dieses Punktes mittelst der Formel z — c, =(J — y,)*, 
oder (indem wir das willkürlich zu wählende y^ = machen) mittelst dor 
einfacheren Formel 

in seinen natürlichen Zustand ^ (0, i); wobei der Ausdruck (a.) die Gestalt 
annimmt: 

Die hier auftretende Wurzelgrösse ist, wie die Formel (b.) selber zeigt, 

f 
= ~, also, ebenso wie f und f , auf 31 eindeutig. Ueberdies ist sie, wie 

ihr blosser Anblick zeigt, stetig, und für hinreichend kleine Werthe von 
2; auch nichtversehwindend. Nimmt man also U und 3( hinreichend klein, 
so hat die Wurzelgrösse auf 91 den Charakter der Functionen E; sodass 
man also die Formel (b.) auch so schreiben kann: 

(c.) f=^(!:-oy.E. 

Hieraus ersieht man aber [vgl. pg. 41], dase die Function f auf Sl im 
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Punkte £ ^= die Ordnungszahl 1 hat. Und dieselbe Ordnungszahl wird 
sie alsOf nach (3.), auch auf der Fläche U in dem correspondirenden Punkt 
z = c^ besitzen. In solcher Weise ergiebt sich^ dass die Ordnungszahl von 
f in jedem der Pu^ikte c^, c^, ... Cg^ den Werth 1 JicU, 

Um femer die Ordnungszahl von f in einem der beiden Punkte z=^oo 
zu bestimmen, versetzen wir das Bereich U(oo, z) eines solchen Punkted 

mittelst der Formel — = (f — y)*» oder (indem wir y =» machen) 

mittelst der einfacheren Formel 

in seinen natürlichen Zustand %(0, t)\ wobei der Ausdruck (a.) die Gestalt 
annimmt: 

(d.) f = r" {/(T-^cTeHi'-"^ f)T:T(i -=^ö^ 

Die hier auftretende WurzelgrÖRse ist, wie die Formel (d.) selber erkennen 

lässt, auf % eindeutig, femer, wie ihr blosser Anblick zeigt, auf ^ stetig 

und für hinreichend kleine Werthe von i auch nichtverschtcindend. Sie 

hat also im Bereich ^, falls man dasselbe hinreichend klein sich vorstellt, 

den Charakter der Functionen E; und es kann daher die Formel (d.) auch 

so geschrieben werden: ^ . „ 

(e.) ^ f^it-Or^'E. 

Hieraus folgt [vgl. pg. 41] , dass die Function f auf SC im Punkte £ = 
die Ordnungezahl (— n) hat, und dass sie also [nach (3.)] dieselbe Ord- 
nungszahl auch auf der Flüche U im correspondirenden Punkt xr i» cx> be- 
sitzt. So ergiebt sich^ dass f auf der zweiblättrigen Fläche 91 in jedem der 
beiden Punkte 2 =^ oo die Ordnungszahl ( — n) JuU. 

Ans diesen Ergebnissen folgt nun weiter, dass die Summe sämmt- 
licher Ordnungszahlen von f auf der Flache 91 gleich Null ist; was in 
Einklang steht mit dem Satz (10.). 

Zweites Beispiel. — Die Function 



ist eindeutig auf einer gewissen zweiblättrigen Ricmann'schen Kugelfläche 
9(, welche 2w Windungspunkte: Cj , Oj,, ... ^^^„i, oo besitzt. Auch ist 
sie auf dieser Fläche Bi stetig bis auf einen im WindungsfAinkt z =^ <x> 
liegenden Pol [vgl. pg. 84]. Ihre Nullpunkte befinden sich offenbar in 



c, , Cj , . . . C2„_i. 



Analog vrie beim vorhergehenden Beispiel findet man nun leicht, dass 
diese Function f in jedetn der Punkte c, , c^ , . . . c^^^^i die Ordnungsztüd 1, 
und dass sie femer im Windungspunkt z=»oodie Ordnungszahl [— ( 2n — 1)] 
besitzt. 

§ 5. 

Fortsetztmg. Anwendung auf die gewöhnliche einblättrige 

Kiigelfläche. 

Die gewöhnliche ^mblättrige Kugelfläche, von welcher das dritte 
Capitel handelte, ist offenbar nur ein Specialfall der Riemann'schen 



(21.) 



(22.) 
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m^Arblättrigen Eugelfiächen; sodass man also durch Anwendung des 
zuletzt erhaltenen Satzes (19.), (20.) zu folgendem Resultat gelangt: 
Ist die Function f{z) auf irgend einefn Theile © einer gewöhn- 
lichen einblättrigen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole ste- 
tig, so sind die Werthe, welche f im Bereich U irgend eines auf © 
liegenden Punktes c besitzt, durch die Formeln darstellbar: 

f=(z-cyE, 

f= (^ - cy[A, + A,{z - c) + A,{z -'CY+ .. .J, 
oder auch durch folgende Formeln: 

^-(4-4)'^. 

^-(i-4■)'[^ + ^(7-■) + ^(4-vy+...]. 

Dabei bezeichnet fi die OrdnungszM von f im Punkte c. Ferner sind 
E =■ E{z) und E = E{z) Functionen, die auf U eindeutig, stetig 
und nichtver schwindend sind. Endlieh sind Aq, A^, A^, ... tmd 
Ao; Ai, Ag, . - . constante Coefficienten, von denen feststeJU, dass A^ 
und Aq verschieden von Null sind. 

Von diesen beiden Barstellungsweisen (21.) und (22.) gilt nur 
die erste, falls c = 0, femer nur die zweite, falls c = <x> ist, hin- 
gegen die erste und zweite, falls c weder noch oo isi. 

Anwendung des Satzes. — Die Formeln (21.), (22.) könncu sofort 
dazu dienen, um die Ordnungszahlen einer gegebenen Function zu be- 
stimmen. Wir wählen als Beispiel die Function 

(z~-Af {z-Bf 
'"" {z — Cf 

wo a, 6, c positive ganze Zahlen sein sollen. Alsdann ist f eine rationale 
Function von 0, mithin auf der einblättrigen Kugelfläche eindeutig tmd bis 
auf einzelne Pole stetig [Satz pg. 59]. 

Die Nullpunkte und Pole dieser Function /"liegen offenbar hei s^^Aj 
z =a Bf z ^^ Cf ;s = 00. und zwar sind z ^= Ä^ z ^=^ B sicherlich Null- 
punkte, femer z =^ C sicherlich ein Pol, während es noch von der nähe- 
ren Beschaffenheit der Zahlen a, h^ c abhängt, ob £r = cx> ein Pol oder 
Nullpunkt oder keines von beiden ist. Jedenfalls ist, nach (4.), die Ord- 
nungszahl von f in jedwedem Punkte z = Ä, z = By z=C, z = oo eine 
ganze Zahl, und in allen übrigen Punkten der Kugel fläche gleich Null. 
Man kann nun die Function f ganz allgemein in folgende (Gestalten ver- 
setzen: 

(a.) /• = (r ^ Ar [{z - Bf (z - C)-'] , 

(P.) f^(z- Bf \iz ~ AT {z - C)-'J , 
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(y.) /•=('-- C)-' [(: - AT (z - B)''\, 

('.) ^-(i-ir*'[('-i)"(' -?)'('-")"]• 

Bringt man diese Formeln respective auf die Bereiche %y ^, G, !D der 
Punkte z = Äy z =» B, z =^ C, 2 = 00 in Anwendung, so sieht mau z. B., 
dass der in (k.) in eckige Klammern eingeschlossene Ausdruck auf ^C den 
Charakter einer Function JS besitzt. Somit folgt aus (er.), mit Hinblick 
auf (21.), dass f im Punkte z =^ Ä die Ordnungszahl a hat. Uud gleich- 
zeitig ergiebt sich in analoger Weise aus ((?.), (y.), (d.), dass f in z = B, 
j «= C, 5 = 00 respective die Ordnungszahlen by (— c), [c — (a -\- b)] 
besitzt. 

Die Summe sämmtlicher Ordnungszahlen ist mithin = 0, was in Ein- 
klang steht mit dem allgemeinen Satz (10.). 

§ 6. 

Ueber die rationale Verbindung mehrerer Functionen, die auf ein 

und derselben Hiemann'sohen Eugelfläche ausgebreitet sind. 

Ganz analog den früher gefundenen Sätzen pg. 46 ergeben sich 
für die Riemann'sche Kugelfläche folgende Sätze: 

Sind die Fundionm f^ = fiiß)^ f2 = f^i^)} - - - fn = fni^) a^if 
irgend eine^n Tlieil © eitier Riet)iannscJui7i Kugclfläche eindeutig und 
bis auf einzelne Pole stetig , so gilt Gleiches von jedwedem Ausdruck: 

(23.) M' = Ratf (/;,/;,•.../;), 

der aus /i, /i, • • • fn cii(f rationale Weise zusammengesetzt ist, also 
z. B. auch V071 den Äusdrüeken: 

(24.) P=^fJ,...f„ und ö = /'-|'— ^;,, 

falls man nur über F^, F^, ... Fp dieselben Voraussetzungen macht, 
wie über f^, f^, ... /«. 

Sind ferner ^^ f^^ . . • f^» und M^, M^, . . . Mp die Ordnungs- 
zaJilen der Functionen /i, /i, . . . /l» und F^, F^, . . , Fp in irgend 
einetn Punkt c des Flächentheils @, so werden die dortigen Ordnungs- 
zahlen von P und Q lauten: 

(25.) (^1 + f^2 • • • + f*») wwd [(fii + ftg . . . + |[t,) — (Ml + Ms^. . . + Mp)]. 

Zu den Functionen f, F, auf weleJte diese Sätze amvetidhar sind, 

gehört selbstverständlich auch diejenige, dercfi Werth auf ® überall 

= 1, derefi Ordnungszahl also daselbst überall = ist; woraus z. B. 

folgt, dass W und ^ überall entgegengesetzte Ordnungszahlen haben. 

Der Beweis dieser Sätze ergiebt sich sofort aus dem Umstände, dass 
die Eigenschaften der Eindeutigkeit, der Stetigkeit, der polaren Unstetig- 

Nettmann, AbeVscho Integrale. 2. Aufl. 8 
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Stetigkeit, und ebenso auch die Werthe der Ordnungszahlen beim Ueber- 
gange vom ursprünglichen zum natürlichen Zustande, oder auch umgekehrt 
beim Uebergange vom natürlichen zum ursprünglichen Zustand permanent 
sind. [Vgl. die Bemerkung pg. 100.] 

Es sei nun das Bereich des Punktes c in seinem ursprünglichen und 
natürlichen Zustande respective mit U(c, z) und ^(y, £) bezeichnet. Als- 
dann sind die Functionen /l , /i , . • • /"^ auf U im Punkte c eindeutig und 
stetig, respective polarunstetig. Dieselben Eigenschaften besitzen daher diese 
Functionen, zufolge der genannten Permanenz, auch auf % im Punkte y. 
Dieselben Eigenschaften besitzt daher, zufolge des Satzes pg. 46, auf % 
im Punkte y auch der rationale Ausdruck: 

Y^Ratf. (/;,/;,... /"J. 

Dieselben Eigenschaften besitzt daher dieses V, zufolge der genannten Per- 
manenz, auch auf U im Punkte c. Und hiermit ist der Satz (23.) betciesen. 
Was den Satz über P in (24.) betriflFt, so ist Folgendes hinzuzufügen : 
Da jLii , fij , . . . ft^ die Ordnungszahlen der Functionen /i » /i » • • • /), a"f 
U im Punkte c sein sollen, so werden sie, zufolge der genannten Perma- 
nenz, zugleich auch die Ordnungszahlen dieser Functionen auf % im Punkte 
y vorstellen. Hieraus ergiebt sich, vermittelst des Satzes pg. 46, dass die 

# Summe: , , 

^i + f*8 • • • + f*n 

die Ordnungszahl des Productes 

auf 91 im Punkte y vorstellt Und hieraus ergiebt sich , zufolge der erwähn- 
ten Permanenz, dass jene Summe gleichzeitig auch die Ordnungszahl von 
P auf U im Punkte c repräsentirt. Hiermit ist der Satz (24.), so weit er 
P betrifft, bewiesen. U. s. w. 

Ist irgend eine n-blättrige Riemann'sche Kugelfläche SR gegeben, 
so wird die durch s selber dargestellte Function, d. i. die Function 
f = Zj in je n übereinander liegenden Punkten dieser Fläche SR einer- 
lei Werth haben. Wie denn auch sei, — jedenfalls wird sie, falls 
man auf SR irgend einen einzelnen Punkt markirt, daselbst immer 
nur einen Werth haben, also auf SR eindeutig sein, üeberdies ist 
sie auf SR überall stetigj ausser in den bei z = oo übereinander lie- 
genden Punkten A, B, C, ... (deren Anzahl, je nach Umständen, 
= n oder <w ist). In jedem dieser Punkte A, BjC\ . , , ist die 
Function ^= z unendlich , also unstetig, jedoch in solcher Weise un- 
stetig, dass ihr reciproker Werth - im Bereich des Punktes stetig 

bleibt. Ihre ünstetigkeitspunkte A, B, C, , . . sind also Pole. 

Wir sehen sofuif, dass die Function f=z auf jeder EieinannscJien 
(26.) Kugelfläcliey mag diese nun bescluiff'en sein, wie sie wolle, eindeutig 
und bis auf einzelne Pole stetig ist. Und Gleiches gilt dalier [zu- 
folge (23.)] auch von jedem AusdrucJc: 
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V = Ratf. (^); 

der von z auf rationale Weise abMngt 

üebrigens sind die Ordnungszahlen einer solchen rationalen 
Function von 0, je nachdem man sich dieselbe auf einer «-blätt- 
rigen Riemann'schen Kugelfläche 9i oder aber auf der gewöhnlichen 
einblättrigen Kugelfläche r ausgebreitet denkt, wesentlich verschie- 
den. Es gilt nämlich, wie man leicht übersieht^ folgender Satz: 

Sind F und p irgend zwei correspondirende Punkte vofi SR und r, 
d. i, zwei Purkte, die dieselben Coordinaten besitzen, und ist m die An- 
zahl der im Punkte P zusammenhängenden Blätter [mithin P selber 
(27.) ein Windungspunkt (m — l)ter Ordnung], so wird die Ordnungszahl 
einer beliebig gegebenen rationalen Function von z, bei ihrer Aus- 
breitung auf SR, im Punkte P stets m-fnal $0 gross sein, als sie, bei 
einer Ausbreitung der Function auf r, im Punkte p sein würde. 

In der That ergiebt sich der Beweis dieses Satzes unmittelbar 
durch Anwendung der früher gefundenen Formel (9.), pg. 106. 

§ 7. 

Ueber Funotionen, die auf einer Biemann'schen Kugelfläche' ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig sind. Beguläre Functionen. 

Die Function f = f(z) sei auf einer gegebenen Riemann'schen 
Kugelfläche SR eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Zufolge der 
vorhergehenden Sätze [pg. 113] gilt alsdann, wenn A irgend welche 
Constante vorstellt, Gleiches von der Function 

q> = f—A, 

Diese neue Function 9 wird stets und nur dann = cx), wenn f= 09 
wird. Sie besitzt also mit /' dieselben ünendlichkeitspunkte, d. i. 
dieselben Pole. Auch lässt sich leicht zeigen, dass 9 und f in jedem 
solchen Pol dieselbe Ordnungszahl haben. 

Ist nämlich c irgend ein Pol der Function /*, femer ( — p) ihre 
dortige Ordnungszahl, und bezeichnet man das Bereich des Punk- 
tes c in seinem ursprünglichen und natürlichen Zustande respective 
mit Vi{c,z) und ?l(y, £;); so wird die Function f auf % darstellbar 
sein durch die Formel: 

/ = (S-y)-'-E, (auf«), 

wo E eine eindeutige, stetige und nichtversch windende Function vor 
stellt. Hieraus folgt^ was die neue Function betrifft: 

ip^it-yyE-A, (auf«), 

8* 
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oder anders geschrieben: 

<P = {t-r)-''[E-Ait-yyi (aufSl). 
Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck reducirt sich 
f ür g = y auf E, und besitzt also, ebenso wie E selber, im Punkte 
y einen von Null verschiedenen Werth, mithin in der unmittelbaren 
Nachbarschaft von y ebenfalls von Null verschiedene Werthe. Er 
repräsentirt daher, falls man Sl hinreichend klein nimmt, eine Func- 
tion, die auf $1 eindeutig, stetig und nichtversch windend ist. Be- 
zeichnet man demgemäss diesen Ausdruck mit E, so ergiebt sich 

9 = (e-y)-'E, (auf st), 
wobei allerdings das gegenwärtige Bereich §1 im Allgemeinen klei- 
ner ist, als das in der vorhergehenden Formel zu denkende ^. 

Wie dem auch sei, — jedenfalls ergiebt sich aus dieser letz- 
ten Formel, dass die Function 9 auf S( im Punkte y, mithin auch 
auf U im Punkte c, die Ordnungszahl ( — p) besitzt. Q, e. d, 

Ist also die Function f = f(z) auf einer Bicmann' sehen Kugel- 

fläcJie 9i eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleiches 

(28.) üiwh von der Function tp = {f — Ä), falls A eine beliebig gegebene 

Constante vorstellt. Und zwar werden auf der FläcJie SR die Pole 

m 

und die Ordnungszahlen dieser Pole für die Function f genau diesel- 
ben sein, wie für die Function (p = (f — A). 

Denkt man sich also [ebenso wie früher (11.) j (12.)] die Pole 
in lauter einfacJie oder elementare Pole aufgelost, so kann man sagen : 
Die elementaren Pole der Function f sind, ihrer Anzahl und iMge 
nach, identisch mit den elefuentaren Polen der Function (f — A). Be- 
zeichnet man diese den beiden Functionen f und (f — ^4) gemein- 
schaftliche Anzahl elementarer Pole mit q, so ist [zufolge (12.)] die 
Anzahl der elementaren Nullpunkte für jede der beiden Functionen 
f und (/■ — A) ebenfalls «= q. Somit ergiebt sich der Satz : 

Ist die Function f= f{z) auf einer Rieniann'scJieti Kugclflädie SR 
eindeutig toid bis auf einzelne Pole stetig, so wird die Anzahl ihrer 
elementaren Pole ebenso gross sein, wie die Anzahl ihrer elementaren 
(29.) Nullpunlcte, und auch ebenso gross sein, wie die Anzald ihrer elemen- 
taren A'Punhte, Dabei sind unter diesen letztern die eletnentaren Null- 
punkte der Function (f — A) zu verstehen, wobei A eine willkürlieh 
gegebene Constante vorstellt 

Dieses System der A-Punkte, welclies für A = in das der Null- 
punkte, und für A = 00 in das der Pole odi*r Uneiulliclikeit^ipunkte 
übergellt, mag hinfort kt^rzweg als ein System von Niveaupunkten 
bezeichnet werden. 
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Ueberdies wird es zur Abkürzung zweckmässig sein, wenigstens 
hin und wieder^ noch einen andern Ausdruck einzuführen, entspre- 
chend der folgenden 

Definition. — Eine Function /'= f(js)y die auf irgend einer FUicJie 
(30.) eindeutig und bis auf eineeine Pole stetig istj soll als eine auf jener 
Fläclhc reguläre Function bezeichfiet werden. 

Insbesondere sollen die auf einer Riemann sehen Kugelfläche 
regulären Functionefi in Functionen erster, zweiter, dritter u. s, w. Ord- 
nung eingctheilt iverden, je nachdem die Anzahl ihrer elementaren Pole 
= 1, 2, 3 M. 6\ IV. ist. 

Dabei bleibt allerdings dahingestellt, ob z. B. eine reguläre 
Function erster Ordnung für eine beliebig gegebene Riemann*sche 
Kugelfläche stets existiren wird, — eine Frage, zu deren Beant- 
wortung sich erst später die erforderlichen Mittel ergeben werden. 
— Unter Anwendung dieser neuen Ausdrucksweise lautet nun der 
Satz (29.) folgendermassen. 

7^'^ die Function f= f(/)j ^i^ Bezug auf eine gegebene Rie- 

mannsche Kugelfläche 91, eine reguläre Function qtcr Ordnung^ so 

(31.) bestellt jedwedes Nivcaupunktsystefn der Function aus q Punkten. D. h. 

sie besitzt auf SR q elementare Pole, ebenso q elementare Nullpunkte, und 

ebenso allgetnein q elementare A-Punkte. 

§ 8. 
Eine Fnnotion f{z)j die auf einer Biemann'sohen Kugelfläohe ein- 
deutig und stetig ist, wird nothwendiger Weise eine Constante sein. 

Die Function f = f{z) sei eindeutig und stetig auf einer n-blätt- 
rigen Riemann'schen Kugelfläche SR. Ferner sei ^{z) die Summe der- 
jenigen Werthe fu f^j - > > fny welche /in je n übereinander liegen- 
den Punkten z der Fläche SR besitzt: 

Verpflanzt man nun die Werthe, welche ^{z) auf 9fl besitzt, 
nach den correspondirenden Punkten der einblättrigen Kugelfläche r 
[wobei unter correspondirenden Punkten solche verstanden werden 
sollen, die einerlei Coordinaten besitzen], so wird (t>(z) auf r über- 
all eindeutig, und [zufolge der über f gemachten Voraussetzung] da- 
selbst auch überall stetig sein. Folglich [Satz pg. 61] ist 0(r) eine 
Const<xnte. In solcher Art lässt sich zeigen, dass jeder der Ausdrücke: 

f\ "r 12 ' ' • l fn } 

/i "r h • • • I / 9 ; 
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constant ist. Gleiches gilt daher auch von /l, /i, • . • fn selber, mit- 
hin von allen Werthen der Function f. Also der Satz: 
(32.) Ist die Fundion /*== f{z) auf einer Biemann sollen Kugelfläche 

überall eiMeuüg und stetig^ so ist sie. eine Con staute. 

Um diesen Satz weiter anzuwenden, betrachten wir jetzt zwei 
Functionen f=f{z) und 9 = 9>(^), die auf ein und derselben Rie- 
mann'schen Kugelfläche 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig 
sein mögen. Gleiches gilt alsdann [nach (24.)] von dem Quotienten 

/. 

Haben insbesondere /' und 9 auf 91 überall dieselben Ordnungszah- 
len, so sind die Ordnungszahlen dieses Quotienten jzufolge (25.)| 
siimmtlicli = 0. Es wird daher in diesem Falle jener Quotient 
keim' Pole haben können, mithin auf 91 allenthalben eindeutig nnd 
stetig, also [nach (32.) | eine Constante sein.» Also der Satz: 

Ks seien f=f(z) und q> = q>{z) zwei FunHionefi, die auf einer 
gegebenen Riemann'schen Kugelfläche 9t eindeutig und bis auf einzelne 
(33.) Pole stetig sind. Besitzen nun diese beiden Functionen auf 9i diesel- 
ben Pole und Nullpunkte^ und überdies in jedem soMien Pol oder Null- 
punkt dieselbe OrdnungszaJil , so kdnnefi sie sich nur durcli einen con- 
stantcn Factor unterscheiden. 

Beispiel. — Die gefundenen Sätze sind selbstverständlich auch an- 
wendbar auf die gewöhnliche einblättrige Kugelfläche, welche r heissen 
mag. Es sei nun /"= f{e) auf r eindeutig und bis auf einzelne Pole ste- 
tig. Ob diese Function f im Punkte r = cx) einen Pol oder einen Null- 
punkt oder keines von beiden hat, sei unbekannt. Ihre sonstigen Pole und 
Nullpunkte aber mögen promiscue mit Cj , c^, ... c und ihre dortigen 
Ordnungszahlen mit |^i ? |^i * • • • f*„ bezeichnet sein. Alsdann ist ihre Ord- 
nungszahl M in jenem Punkte z = 00 sofort angebbar; denn sie muss 
[zufolge des Satzes (10.)] der Relation entsprechen: 

(«•) (J^i+ N • " + 1^^ + ^=^^- 

Bildet man jetzt die rationale Function: 

cp = (^ - qf » {2 - er« . . . (j - (^p^i^, 

so wird dieselbe ebenfalls auf r eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig 
sein [zufolge des Satzes pg. 59]. Auch wird ihre Ordnungszahl in q , c^, 
. . . c respective durch (1^,1»,^,.. . fi , und im Punkte z = 00 durch eine 
Zahl M' dargestellt sein, die zu fij , (i^, . . . fi in der Beziehung steht: 

(jS ) f*i + f*, • • • + f*fl + M' = 0. 
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In der That ergiebt sich diese Relation {ß.) in genau derselben Weise, 
wie sich vorhin die Relation (a.) ergab. 

Aus (a.) und (ß,) folgt sofort: M = M'. Demgemäss haben die beiden 
Functionen f und «p überall dieselben Ordnungszahlen. Und hieraus folgt, 
mittelst des Satzes (33.), dass sie sich nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden können; sodass man zu folgendem Resultat gelangt: 

Es sei /"«= f{z) auf der gewöhnlichen einblättrigen Kugelßäche ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig. Bezeichnet man alsdann^ nach Aus- 
schluss des Punktes 2? =00, alle übrigen Pole und Nullpunkte dieser Func- 
tion promiscue mit Cj, c^, . . . c , und ihre dortigen Ordnungszahlen mit 
ftj, fiy, . . . /u. . so wird die Function den Werth Jiaben: 

(y.) f^K{z- c,Y' (.z - <x,Y- ...(«- cp "», 

WO K eine Constante ist. — Man sieht, dass dieser Satz in Einklang steht 
mit dem früher auf pg. 63 erhaltenen Satz. 

§ 9. 

Eine Funotion /^(^), die auf einer Biemann^sehen Kugelfläohe 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig ist, wird stets eine 

algebraische Funotion von z sein. 

Die Function f=f{z) sei eindeutig uifd bis auf einzelne Pole 
stetig auf einer n- blättrigen Riemann sehen Kugelfläche SR; ferner 
sei = (t)(j2:) das Product derjenigen Werthe /i, /i, - • . /'n, welche 
Z' in je n übereinander liegenden Punkten z der Fläche 91 besitzt. 

Verpflanzt man sämmtliche Werthe ^er Function f von den 
Punkten der Fläche 31 nach den correspondirenden Punkten der ge- 
wöhnlichen einblättrigen Kugelfläche r, so wird offenbar das Product 

(34.) <i> = <i>w =/;/,.../; 

auf r überall eindeutig sein. Dabei sind [ähnlich, wie schon früher) 
unter correspondirenden Punkten solche zu verstehen, die dieselben 
Coordinaten, mithin auch dasselbe z besitzen. 

Um die Stetigkeit resp. ünstetigkeit von O auf der Fläche r 
zu untersuchen, nehmen wir für z irgend einen beliebigen Werth 
z = 6', und markiren auf beiden Flächen SR und r die durch z = c 
sich bestimmenden Punkte. Diese können auf SR zum Theil, oder 
vielleicht auch alle, Windungspunkte sein und mögen bezeichnet 
werden mit Pj, P^, ... P^; und gleichzeitig mag die Anzahl der 
Blätter, welche in jedem dieser Punkte mit einander zusammenhängen, 
bezeichnet werden respective mit w^, m^^ ... w^; sodass also Px 
ein Windungspunkt (m« — 1)**' Ordnung ist. Andererseits mag der 
durch z = c auf r sich bestimmende Punkt p heissen. 
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Sind nun U^, Ug, ... U^ die Bereiche der Punkte P^, Pg? • • • -fpi 
80 wird die Function /', zufolge der Formel (19.) des Satzes pg. 109, 
auf Ux darstellbar sein durch: 

(35.) f=(0-cy'^E, (aufUx), 

wo fix die Ordnungszahl von f im Punkte Px vorstellt. 

Schreibt man diese Formel der Reihe nach hin für mx über- 
einander liegende Punkte z der Fläche Ux, so erhält man i»x Glei- 
chungen von der Gestalt: 

/*X 

/'= {z - cT'E', 
ei/C. eLc.. 

und aus diesen durch Multiplication: 
(36.) • {ff .,.) = {s — cyn (EE' . . .), 

wo z. B. fj f . . , die Werthe von f für jene mx übereinander lie- 
genden Punkte z vorstellen, und Analoges in Bezug auf E, E' , . . 
zu bemerken ist. 

Schreibt man jetzt diese speciell für Ux gebildete Formel (36.) 
der Reihe nach hin für U^, U^, . .. U/,, so erhält man im Ganzen 
Q solche Formeln^ und ^us diesen durch Multiplication: 

(37.) * /,/• . . . /n = (^ - c)''.-f/'- •• + /'(>£, 

^^'^ /u /i» • • • /» ^^^ Werthe von f in den auf der Fläche SR über- 
einander liegenden n Punkten z vorstellen. Diese Formel (37.) nimmt 
daher mit Rücksicht auf (34.) die Gestalt an: 

(38.) (x?) = (ß — c^'i+z*« • • +^e E, 

wo das E eine Function von z bezeichnet, die (ebenso wie E, E\ . . .) 
atvthj und nichtverschmndend ist. 

Aus (38.) folgt nun sofort, dass im Bereich u des Punktes p 

entweder selber oder stetig ist, je nachdem die ganze Zahl 

(f*i + f*2 + • • • + ^o) einen positiven oder negativen Werth hat. Wir 
sehen somit, dass die Function <t> auf der einblättrigen Kugclfläclie r 
in jedwedem Punkt p(z = c) entweder stetig, oder aber polarun- 
stetig ist. 

Dabei ist allerdings stillschweigend vorausgesetzt, dass die den 
Punkt p bestimmende Constante c endlich sei. Für den Fall c = <x> 
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gelaugt man aber, wie leicht zu Qbersehen ist, zu genau demselben 
Resultate, falls man nur bei Anwendung des Satzes pg. 109 nicht 
die Formel (19.)> sondern die Formel (20.) benutzt — Die Function 
= (j^) ist also auf der einblättrigen Kugelfläche r überall ein- 
deutig, und bis auf einzelne Pole daselbst auch überall stetig. Folg- 
lich ist sie [Satz pg. G3J eine rationale Function von j?. Also der Satz: 
Ist die Function f'^fiz) auf einei' u -blättrigen Riet^iannsclien 
Kugelfläclic 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und verstelU 
man unter /J, /i, . • . /'« die Weiilie von f in je n übereinander liegen- 
den Punkten der Fläche SR, so wird das Froduct dieser n Wcrthe: 

(39) <!>=/;/;.../; 

stets eine rationale Function von z sein. 

Die Ordnungszahlen dieser rationalen Function stellen zu denen 
von f in einfacher Bezieliung. Denkt nian sich nämlich <t> auf der 
geivöhnlidien einblättrigen Kugelfläche r ausgebreitet, so wird die Ord- 
(40.) nungszahl von in irgend eine^n Punkte z = e der Fläche r stets 
gleidi der Summe derjenigen Ordnungszahlen sein, welche f auf der 
t lache 91 in den daselbst bei z = c übereiiiander liegenden Punkten 
besitzt. Dieser Zusatz ergiebt sich nämlich sofort aus der in (38.) 
erhaltenen Formel. 

Da /' auf 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein soll, 
so gilt |nach (28.) J Gleiches auch von (/'+ -4), (/'+ ^)} • • • > f^^lls 
nämlich A. B, ... irgend welche Coustanten sind. .Durch Anwen- 
dung des Satzes (39.) ergiebt sich also, dass die Producte: 

<t) = (/; + ^) (/; + ^) ...(/; + ^), 
■'»' = (/; + li) {f, + B)... (/; + B), 

etc. etc. etc. 
rationale Functionen von z sind. Setzt man jetzt zur Abkürzung: 

(41.) -^2 = /1/2 + /1/3 + • • • fn—ifny 

-^n= /l/s • • • /ny 

SO kann man diese Grössen 0, y, . . . auch so schreiben: 

= ^- + F.A'-^ + F.A'-'^ ... + IV. A + F„ 
^> = B" + F.B'-^ + F^B'-K . . + F^-^li + F„, 

etc. etc. etc. 
Denkt man sieb im Ganzen n solche Ausdrücke <t>, T, . . . gebildet, 
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und dabei die n Constanteu Ä, B, . . , in beliebiger Weise iixiri, 
80 kann man die n Gleichungen (42.) nach F^y F^j . , . Fn auflösen, 
und wird auf diese Weise für diese F^y F^, . . . Fn Werthe erhalten, 
welche, ebenso wie die 0, y, . . . , rationale Functionen von z sind. 
Also der Satz: 

Ist die Function f=f{B) auf einer n-hläUrigen Rictnann' sehen 
Kugelfläche 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und 
versteht man unter /i, /i, .../!• die Wertlie, welche f in je n über- 
einander liegenden Punkten z der Fläche 91 besitzt y so werden diese /i, 
f27 " • fn stets die Wurzeln einer Gleichung n^^^ Grades sein: 

(43.) /•- - I\ /•-> + FJ-' - + ... + (- l)-i^, = 0, 

deren üoeffidenten F^y F^y . . . Fn rationale Functionai von z sind. 
Oder kürzer ausgedrückt: Ist die Fmiction f=f(z) auf irgend 
(44.) einer Kietnann sehen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig, so wird sie jederzeit eine algebraische Function van z sein, 

§ 10. 

Ueber die Differentialquotienten solcher Functionen f(z)^ die auf 
einer Biemann^schen Kugelfläche ausgebreitet sind. 

Der gegenwärtige Paragraph, welcher an und für sich wenig 
Interesse darbieten dürfte, soll hauptsächlich dienen als Stützpunkt 
für spätere Betrachtungen. 

Die Function f = f{s) sei auf irgend einem Theil © einer Rie- 
nianu'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Mar- 
kirt man alsdann auf @ irgend einen Punkt c, und bezeichnet das 
Bereich dieses Punktes im ursprünglichen und natürlichen Zustande 
mit U((r, z) respective mit 5tt(y, £), so wird f auf der Fläche Sl(;/, £;) 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Gleiches gilt daher 

[Satz (1.) pg. 49J auf %{y, l) auch von der Function Jy Denkt man 

sich also jene um c und y beschriebenen Flächen U und % hinrei- 

chend klein, so werden f und J^ [zufolge des Satzes pg. 41] inner- 

halb % durch folgende Formeln darstellbar sein: 

(t.) f={l-vYE, (auf 21), 

(2.) %={i-YYF:, (auf 21), 

wo ft und ft' die OrdnungszaMcn von / und -^ im Punkte y oder 



Fanctionen anf einer Biemann sehen Eugelflächc. 123 

(was dasselbe ist) im Punkte c vorstelleu. Ueberdies repräsentiren 
E und -E' zwei Functionen, die auf St eindeutig, stetig und nicht- 
versehwindend sind. 

Für jene Ordnungszahlen fi und fi' gilt [Satz pg. 50J die Formel: 

(3.) ^' = fi-l, falls fi^O, 

hingegen die Formel: 

(4.) ^' = 0, 1, 2, 3, 4, . . . , falls ^ = ist. 

Betrachtet man c als einen Windungspunkt (m — 1)**' Ordnung, 
wo alsdann m eine der Zahlen 1,2,3,... vorstellt, so findet, was 
die Zustände U(c, ;Sf) und 21 (y, g) betrifft, zwischen und g eine der 
beiden Relationen statt: 

(a.) z-c={i^ y)-, 

Von diesen beiden Formeln (a.), (b.) ist nur die erste anwend- 
bar, falls c = ist; nur die zweite^ falls c = oo. Hingegen sind 
beide anwendbiu*, falls c weder noch oo ist. Man kann also stets 
die Formel 

(A.) s — c = (£ — y)"* benutzen, falls e verschieden von oo ist; 

andererseits aber stets die Formel 

• (B.) • '^ = (5 — y)~"* benutzen, falls c gkich oo ist. 

Und durch Zusammenfassung dieser beiden Formeln (A.) und (B.) 
gelangt man zu folgendem Satz: 

Bezeichnet man auf einer liieniann sehen Kugel/läelie das Bereich 
irgend eine^ Punktes c in seinem ursin-iinfjliehen und natürlidien Zu- 
stande respective mit U(6*, z) und 21 (y, £), so darf man stets annehmen, 
dass die zwischmi z und g stattfindende Bdation die Form habe: 

(5.) z + Const. = (e — rY. 

Dabei ist M = -V^ m, wo m die Anzahl der im Punkte c mit eitiander 
zusammenhmigenden Blätter vorstellt. Und zwar ist 31 = -{- m, falls 
c verschieden von oo, hingegen M = — m, falls c gleich oo. Diese 
Zahl M mag in Zukunft die Signatur des Punktes c heissen. 
Aus (5.) folgt durch Differentiation: 

(6.) rfj = M(S-y)^->; 

und nunmehr folgt aus (2.) und (6.) durch Division: 

df 



(7.) £ = i(5-y>'''-"-''^"' 
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oder einfacher geschrieben: 

(8.) ^/^^(t-rY'E,, (auf«), 

WO der Exponent (i^ = (ft' — Jlf + 1) [vgl. die in (3.), (4.) über fc' 
gemachten Angaben] den Werth hat: 
(9.) |iij = (ja — M), falls ft ^ 0, 

(10.) |Xi = (1 — 31), (2 - Üf), (3 — Jlf), . . . , falls ^ = 0. 

Diese Formeln (8.), (9.), (10.) führen nun sofort zu folgenden Sätzen: 
Ist die Function f «= f{z) auf irgend einem Tlieil © einer Jüe- 
niann'scfien Kugelßädie eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
gilt Gleiclies auf © auch von detn DifferefUialquoticnten: 

Sind ferner ft und fii die Ordnungszahlen von f und -/- in irgend 
einetn Punkte c der Fläche ©, so ist: 
(12.) ^j = (|x — M), falls |x ^ 0, 

hingegen: 

(13.) |^ = (1 -ilf), (2- Jlf), (3 — 3/),..., falls IL = 0, 

Hier bezeichnet M die \ vorhin bei (5.) definirte] Signatur des betradi- 
teten Punktes c. 

Besitzt also die OrdnmigszalU [i im Punkte c einen der Wertlie 

(14.) ^ = . _ _ 2, — 1 , 0, 1 , 2, . . . 

so wird der zugehörige Werth von fi^ respective dargestellt sein durch: 

(15.) fti=...(-2-3/), (-i-M), Q, (l~itf), (2-Jlf),... 

wo das Q eine unbekannte Zahl aus der Beilie (1 — M), (2 — M), 
(3 — M), . . . repräsentirt. 

Diese Formeln (14.), (15.) zeigen, dass /ttj nicht blos für fi= — 1, 
— 2, — 3, . . . , sondern auch für ft = 0, 1, 2, 3, . . , negativ wer- 
den kann. Man gelangt in solcher Weise, mit Rücksicht auf die bei 
(5.) für M gegebene Definition, zu folgendem Satz: 

Die Pole der Function -r- kmnen nur an solchen Stellen liegen, 

(16.) ^ö entweder f selber einen Pol besitzt, oder wo die betrachtete Bie- 
mann'sche FUiche einen von z = <x> verschiedenen Windungspunkt hat. 
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lieber die Stetigkeit mehrdeutiger Fanctionen. 

Während man bisher bei den Stetigkeitsuntersuchungen mehr- 
deutiger Functionen zunächst die verschiedenen Werthe der Func- 
tion von einander zu separiren, und sodann diese Werthe einzeln auf 
ihre Stetigkeit zu untersuchen bemüht gewesen ist, soll im Folgen- 
den eine Methode dargelegt werden, mittelst deren man die in Rede 
stehenden Werthe gleichzeitig, und ohne vorgängige Separation, der 
genannten Untersuchung zu unterwerfen vermag. 

Uebrigens werden die üntersuchtungen des gegenwärtigen Ca- 
pitels [welche von mir in kurzem Abriss bereits in den Berichten 
der kgl. Sächsischen Gesellsch. der Wiss. vom 10. Decbr. 18*83 publi- 
cirt worden sind] namentlich dazu dienen, um die Betrachtungen des 
vierten und fünften Capitels.zu vervollständigen und weiter zu be- 
festigen. 

§. 1. 
Allgemeine Ueberlegungen. 

Zwischen den beiden complexen Variablen 5 und z mag die 
Gleichung festgesetzt sein: 

F(s, z) = 0; 

dabei mag, um die Vorstellung zu fixiren, unter F{s, z) eine gege- 
bene ganze rationale Function von s und z verstanden werden, n**** 
Grades für s und m^^ Grades für z. Für jedwedes Argument z er- 
geben sicli alsdann aus der vorstehenden Gleichung n elementare 
Wurzeln 5, die, je nach dem Werthe des Argumentes z, bald ver- 
einzelt liegen werden, bald aber auch theilweise respective gruppen- 
weise vereinigt sein können. Bei den folgenden Betrachtungen wollen 
wir das Argument z als einen variablen Punkt in der z-Ehene, und 
ebe/iso die zugehörigen n elementaren Wurzeln s als Punkte in einer 
zweiten Ebene, »in der s-Ebene, uns vorstellen. 

Sind unter den n elementaren Wurzeln s der Gleichung F{s,z)=^0 
einige, etwa v vorhanden: 
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die für das Argument z = c ein und denselben Werth s = k an- 
nehmen, und die andererseits für jedwedes sehr wenig von c ab- 
weichende Argument z Werthe annehmen, die sehr wenig von h 
verschieden sind, so werden diese v Wurzeln als Functionen von z 
zu bezeichnen sein, die im Punkte z =■ c stetig sind. Man gelangt 
in solcher .Weise bei genauer Ueberlegung zu folgendem Satz: 

2>i6 Gleichung F{s, z) = besitze für irgend ein speciellcs Ar- 
gument z = c eine v-faehe Wurzel s = k. Femer bezeichne a einoi 
willkürlich zu wählenden Kleinlieitsgrad. 

Kann nun die Anzahl all' derjenigen elementaren Wurzeln s, 
welche die Gleichung F(s,z) = 0, für ein beliebiges Argumoit Zy inner- 
halb eines um s ^=»k mit dem Radius € besdiriebenen Kreises besitzt, 
(1.) dadurch constnnt, = v gemacht werden, dass man die Beivcgung jenes 
beliebigen Argumentes z auf einen um z ^= c besdiriebenen hinreichend 
kleinen Kreis beschränkt; — so werden die in Bede stellenden v ele- 
mentaren Wurzeln s als Functionen von z zu bezeichnen sein, die im 
Punkte z =: c stetig sind. 

Ist nämlich die genannte Bedingung erfüllt, so werden die in 
Rede, stehenden v elementaren Wurzeln s: 

bei willkürlicher Wahl des Kleinheitsgrades e, den Formeln 

mod ( Si — k) <a, 
mod (^2 — k) < £, 



mod {Sr — k) <ie 

sich subordiniren, falls man nur das Argument z der Bedingung 

unterwirft: 

mod {z — c) < Q, 

und dabei den Kleinheitsgrad q, nach Maassgabe des jedesmaligen 
s, hinreichend klein macht. 

Für unsere weiteren Untersuchungen ist der Satz (1.) atufrei- 
chend. Doch sei beiläufig bemerkt, dass derselbe auch denn noch 
richtig bleibt, wenn man in ihm die Anforderung „= v" durch „5^ v" 
ersetzt, dass man nämlich dem Satz folgende allgemeinere Fassung 
geben kann. 

Besitzt die Gleichung F(s, z) = für z = c eine v-fache Wurzel 

s = kj bezeidinet femer s einen willkürlicli gegebenen Kleinlieitsgrad, 

(2.) und kann die Anzahl alV derjenigen elementann Wurzeln s, welehc 
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die Gleichung F{s, z) = 0, für ein heliehujes An/ummt z^ innerhalb 
eines mit deni Radius s um s = k heschriebenen Kreises besitzt, da- 
durch >> V gemacht werden, dass fnan die Bewegung jenes Argumen- 
tes z auf einen um z = c beschriebenen hinreichend kleinen Kreis be- 
schränkt, so werden v der in Rede stellenden elementaren Wurzeln s 
als Functionen von z zu bezeichnen sein, die im Punkte z = c stetig sind. 
Nur der Bequemlichkeit willen ist bis jetzt die Function F($, z) 
als eine ganze rationale Function von s und z vorausgesetzt worden. 
Man übersieht nachträglich sofort, dass die Sätze (1.) und (2.) auf 

jede beliebige Gleichung 

F(s, z) = 

anwendbar sind, welche Beschaffenheit die Function F(s,z) auch 
immer besitzen mag, falls man nur den Charakter der elementaren 
respective vielfachen Wurzeln in bestimmter Weise und zwar in sol- 
cher Weise definirt, däss dieser Charakter jedesmal durch eine der 
Zahlen 1,2, 3, ... sich ausdrückt. 

Bei den nachfolgenden Untersuchungen* beginnen wir mit dem 
einfachen Fall, dass die Function F{s,z) die specielle Form 

fis) - 
besitzt. 

§ 2. 
Die Wurzeln einer Gleichung f{s) = z. 

# 

Die gegebene Function f(s) sei auf irgend einem endlichen Theil 
© der s-Ebene eindeutig und stetig. Gleiches gilt alsdann von der 
Function ^ 

(3.) m-c, 

falls man nämlich unter c eine Constante versteht. Demgemäss wer- 
den die Nullpunkte dieser Function (3.) auf © niemals ein Curven- 
oder Flächenelement stetig erfüllen können, sondern stets vereinzelt 
liegen [Satz (27.) pg. 35]. Uebrigens sind dieselben im Allgemei- 
nen von verschiedener Ordnung. 

Ein v-facher Nullpunkt der Function (3.) mag bezeichnet werden 
als eine v-fache Wurzel der Gleichung 

(4.) fis) - c = 0; 

und ebenso mag jeder elementare Nullpunkt der Function (3.) be- 
zeichnet werden als eine elementare Wurzel der Gleichung (4.). Die 
Anzahl N sämmtUcJier auf © vorhandenen elementaren Wurzeln der 
Gleichung (4.) hat alsdann [Satz (16.) pg. 43] den Werth: 
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d, L den Werth: 

die Integration positiv erstreckt über alle Bandpunkte 6 der Fläche 
©. Dabei wird [was sich stets durch eine geringe Deformation 
des Randes von © erreichen lässt] vorausgesetzt, dass keine Wur- 
zel hart am Rande von @ liegt. Sonst nämlich würde das Integral 
(5.) [durch Nullwerden des Nenners] seinen Sinn verlieren, und 
gleichzeitig auch die Bedeutung der Zahl N eine völlig unbestimmte 
werden; denn es würde zweifelhaft sein, ob eine hart am Rande 
von © liegende Wurzel als eine innerhalb oder ausserhalb @ lie- 
gende Wurzel aufzufassen sei. 

Aus der Voraussetzung nun, dass die Gleichung (4.) keine hart 
am Rande von © liegende Wurzel besitzt, folgt sofort, dass für alle 
Punkte 6 dieses Rande.s die Formel stattfindet: 

(6.) mod \f{6) -c\>2q, 

wo Q eine positive und von verschiedene Constante vorstellt. Dabei 
sei noch Folgendes bemerkt: Führt man neben der Constanten c 
noch irgend welche andere Constante c^ in die Betrachtung ein, so 
ergiebt sich aus der identischen Gleichung 

[/•(ff) - c] = [/-(ff) - cj + (c. - c) 
sofort: 

mod lf{ö) — cj < mod [/*(<y) — cj -f- mod (Cj — c), 

oder etwas anders geschrieben: ,«> 

mod [f{ö) — cj > mod [/'(<y) — cj — mod (q — c), 

oder mit Rücksicht auf (6.): 

mod {f{o) — Cj] > 2^ •— mod (c^ — c). 

Diese letzte Formel aber gewinnt, falls man die neue Constante c^ 

der Bedingung 
(7.) mod (Ci — c) <Q 

unterwirft, die einfachere Gestalt: 

(8.) mod [f{6) — c,\ > (2q -q) = q. 

Diese Formel (8.) zeigt, dass die der neuen Constanten r^ ent- 
sprechende Function 

(9.) ns)-c, 

am Rande von © nirgends verschwindet, dass also die Gleichung 
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(10.) f{s) - c. = 

keine hart am Rande von © gelegene Wurzel besitzt. Demgemäss 
wird also die Anzahl N^ all* derjenigen elementaren Wurzeln, welche 
diese neue Gleichung (10.) innerhalb © besitzt, dargestellt sein 
durch die mit (5.) analoge Formel: 

Diese Formel (11.) gilt, zufolge ihrer soeben gegebenen Begrün- 
dung, für jedwede der Bedingung (7.) entsprechende Constante Cj, 
und bleibt also in Kraft, falls man dieses c^ innerhalb des Spiel- 
raums (7.) beliebig variiren lässt. Bei einer solchen Variation von 
Cj wird also der Werth des Integrals (11.) von Augenblick zu Augen- 
blick durch eine ganze ZaJd dargestellt sein. Andererseits aber über- 
sieht man sofort, dass der Werth des Integrals bei einer solchen 
innerhalb des Spielraums (7.) bleibenden Variation von c^ nur in 
stetiger Weise sich ändern kann^). Demgemäss ist also die in Rede 
stehende ganze Zahl während dieser Variation fortdauernd ein- und 
dieselbe. 

Die ganze Zahl N^ bleibt also constanty falls man das c^ inner- 
halb des Spielraums (7.) beliebig variiren, z. B. identisch mit c wer- 
den lässt. Somit folgt aus (11.) und (5.): 

(12.) Nj = N. 

Man gelangt daher, indem man {c + Ac) für c^ setzt, zu folgen- 
dem Satz: 

Erster Satz. — Versteht man unter f(s) eine Function^ die auf 
irgend einetn endlichen TJwil © der s- Ebene eindeutig und stetig isty 
femer unter c eine beliebig gegebene Constante, und setzt man voraus, 
dass unter den defyientaren Wurzeln der Gleichung 

(13.) f{s) = c 

keine liart am Rande von © liegt, so wird die ÄnzaM der innerhalb 
© befindlichen elementaren Wurzeln dieser Gleichung (13.) bei einer 
beliebigen Variation der Constanten c ungeänäert bleiben, falls man 
nur diese Variation Ac der Bedingung unterwirft: 

mod (Ac) < Q 

und dabei das {positive) q hin/reichend Mein madd. 



*) Denn so lange die Formel (7.) erfüllt bleibt, wird die Formel (8.) eben- 
falls in Ejraft bleiben, mithin der unter dem Integral vorhandene Nenner von 
^rschieden bleiben. 

Nenmann, AbeVich« Integrale. 8. Aufl. 9 
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Man kann diesen Satz offenbar auch in Anwendung bringen auf 
einen TJieil der Fläche @^ z. B. auf eine innerhalb © liegende Kreis- 
fläche. Thut man dies^ und bezeichnet, man dabei die Grösse c, so- 
bald sie variabel gedacht werden soll, mit dem Buchstaben 2, so er- 
giebt sich folgender Zusatz: Besitzt die in (13.) genannte Gleichung 

(a.) f{s) = c 

eine innerhalb © liegende i/- fache Wurzel s = k, und denkt man 
sich auf der Fläche © um diesen Punkt s = k einen Kreis be- 
schrieben, dessen Radius a beliebig klein^ mindestens aber so klein 
sein soll, dass alle übrigen Wurzeln der Gleichung (a.) ausserlialb 
des Kreises liegen, — alsdann wird die Anzahl all' derjenigen ele- 
mentaren Wurzeln s, welche die Gleichung 

(/J.) f{s) = g 

innerhalb jenes Kreises besitzt, dadurch constant, => v gemacht wer- 
den können, dass man die Grösse e der Bedingung 

mod {z — c) < Q 

unterwirft, und dabei das (positive) q hinreichend klein macht. Dk 
in Bede stehenden v elementaren Wurzeln s, welche für z = c in die 
V' fache Wurzel s = k zusammenschmelzen, sind daher [Satz (1.) pg. 126] 
als FuncHmien von z zu bezeichnen, die im Punkte z = c stetig sind. 
Besitzt die Gleichung f(s) = c innerhalb © im Ganzen p Wurzeln: 

die etwa der Reihe nach Vj-fach, V2'{^ch, u. s. w. i/j^-fach sind, so 
wird der soeben ausgesprochene Satz selbstverständlich für jede 
dieser Wurzeln gelten. Desgleichen wird der Satz auch dann noch 
anwendbar sein, wenn man, statt der Wurzeln der Gleichung f(s) = c, 
diejenigen der Gleichung f(s) = (7 ins Auge fasst, wo C irgend 
wdcJie andere Constante vorstellt. Somit gelangt man zu folgen- 
dem Resultat: 

Zweiter Satz. — Ist die Function f{s) auf irgend einem endlichen 
Theile © der s- Ebene eindeutig und stetig, so iverden die elemen- 
taren Wurzeln s der Gleichung 

(14.) fiß) = z 

stetige Functionen von z sein, — selbstverständlich nur insoweit, als 
die Function f(s) überhaupt charaJcterisirt ist, also nur insoweit, als 
jene Wurzeln s innerlmlb der gegebenen Fläche © liegen. 

Wir gehen über zu dem Fall, dass die Function f(s) auf © 
eindeutig, aber nur bis auf einzelne Pole stetig ist Bezeichnet man 



(B.) 
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diese Pole mit s = «j, o^, «3, . . . und andererseits die Nullpunkte 
von f(s) mit s = ßj^, ß^, ß^, . . , , so ist f(s) auf der Fläche 

und andererseits 7.7^ auf der Fläche 

©,^ = © ~ [U^, + U^, + U^. + . . .] 

eindeutig und stetig. Dabei sollen lU,, U«,, U«,, ... die Bereiche der 
Punkte «1, «2; ^3; • • • vorstellen; und demgemäss soll ©« dasjenige 
Flächenstück bezeichnen^ welches von © nach Absonderung dieser 
Bereiche noch übrig bleibt. Andererseits sollen U^^, U^,, . . . und ©^ 
die analogen Bedeutungen besitzen bezüglich der Punkte ß^^ ß^, ß^y . . . 
Der Satz (14.) ist daher innerhalb ©« unmittelbar anwendbar 
auf die Wurzeln s der Gleichung 

(A.) m = s, 

und andererseits innerhalb ©^ anwendbar auf die Wurzeln s der 
Gleichung: 

-^ — JL 

Es ist aber oifenbar ein und dasselbe, ob man von den Wurzeln s 
der Gleichung (A.) oder von denen der Gleichung (B.) spricht. Wir 
gelangen somit zu dem Resultat, dass die innerhalb © liegenden 
elementaren Wurzeln s der Gleichung 

stetige Functionen von z sind, soweit z endlich bleibt, und dass sie 

andererseits stetige Functionen von — sein werden, soweit — end- 

z z 

lieh bleibt. Oder einfacher ausgedrückt: 

Dritter Satz. — Ist die Function f(s) auf einem endlichen Theile 
© der S'Ehene eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so wer- 
den die elementaren Wurzeln s der Gleichung 

(15.) • fis) = g 

Functionen von z sein, die auf der gewöhnlichen einblättrigen 

Z'Kugel fläche überall stetig sind. — Selbstverständlich gut dieser Satz 

wiederum nur insoweit, als die Function f{s) überhaupt charakterisirt 

ist, also nur insoweit, als jene Wurzeln s innerhalb der gegebenen Fläche 

© bleiben. 

üeber die ümkelinug der Gleiohimg f{s) ^ z. — Die Function f (a) 
sei eindeutig und stetig auf einer in der «-Ebene um den Punkt 8 «• X; be- 

9* 
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schriebenen Kreisfläche Sj^, also innerhalb dieser Fläche Q^ darstellbar 
durch die Taylor^sche Reihe [(21.) pg. 34]: 

Setzt man znr Abkürznng 

{?■) m - c, 

und macht man überdies die Annahme, dafs 
(y-) f{k) von verschieden 

ist, so nimmt die Reihe die Gestalt an: 

(^.) m - c = (« - Ä) fr w + y:^ r'w + . . .1, 

und zeigt also [Satz p. 41], dass die Function [/*(«) — c] im Punkte 8 = k 
einen Nullpunkt erster Ordnung hat. Die Nullpunkte dieser Function kön- 
nen aber [Satz (27.) pg. 35] nur vereinzelt vorkommen. Man kann daher 
um den genannten Nullpunkt 8 = k (als Centrum) eine Kreisfläche @^ von 
solcher Kleinheit beschreiben, dass alle übrigen Nullpunkte der Function 
ausserhalb ^^ liegen. Alsdann wird also, um dieselbe Sache mit etwas 
andern Worten zu wiederholen, von den elementaren Wurzeln 8 der Gleichung 

C»-) f(s) =. c 

eine im Mittelpunkt s =^ k der Kreisfläche @j^ liegen, während alle übrigen 
attsserhalb Sjg sich befinden. 

und diese Situation der elementaren Wurzeln s der Gleichung {s.) 
wird [zufolge des vorhergehenden Satzes pg. 129] auch dann noch fort- 
dauern, wenn man in jener Gleichung (c.) an Stelle von c eine andere Con- 
stante eintreten lässt, falls nur diese neue Constante nicht zu stark von 
c abweicht. In der That gelangt man [auf Grund des citirten Satzes] zu 
folgendem Resultat: 

Die Anzahl der innerhalb @]^ vorhandenen elementaren Wurzeln s 
der Gleichung 
(t.) fis) = z 

ist beständig =* 1 , falls man nur das Argument z der Bedingung unterwirft: 

mod (z — c) < 9, 

und dabei das q hinreichend klein macht. Auch wird die in Rede stehende 
eifte Wurzel fürz^c in den Mittelpunkt s »^k der Fläche 6j^ hineiu- 
faUen; [vgl. ((5.)]. 

Jedem Punkte z innerhalb der um z =^ c mit dem Radius g beschrie- 
benen Kreisfläche entspricht alsdann nur eine innerhalb 6|' liegende ele- 
mentare Wurzel s. Es ist mithin diese Wurzel s, so lange z innerhalb 
jenes Kreises {q) bleibt, eine eindeutige Function von z, zugleich aber auch 
[nach Satz pg. ISO] eine stetige Function von z, also entwickelbar in die 
Taylor'sche Reihe: 

(i?.) 8 ^ A + Biz - c) + C(z — cy + , . , 

Ueberdies wird, wie vorhin constatirt wurde, die in Rede stehende Wur- 



üeber die Stetigkeit mehrdeutiger Functionen. 133 

zel 8 für z = c in den Punkt 8 =» k hineinfallen. Die in (rj.) auftretende 
Constante Ä ist daher = k. Also der Satz: 

Die Function /"(«) sei in der s-Mene auf eiiier um dm Punkt s = ^• 
beschriebenen Kreisfläche eindeutig und stetig. Femer sei f{k) = c, und 
f'{k) verschieden von 0. Alsdann toird unter den elementaren Wurzeln s 
der Gleichung 

m m = z 

eine vorhanden sein, deren Werth innerhalb eines in der z- Ebene um z ^^ d 
beschriebenen hinreichend kleinen Kreises darstellbar ist durch die nach Po- 
tenzen von z — c fortschreitende Reifte: 

s =^ k + B{z — c) + C(z — cy + Diz — cY + . . . , 

wo B, C, I), , , , constante Coefficienten vorstellen. 

Dies ist im Wesentlichen derselbe Satz, der yon Thomae — übrigens 
auf ganz a^iderm Wege — bewiesen ist in seiner elementaren llieorie der 
analytischen Functianefh, Halle 1880. Yergl. daselbst pg. 107, § 136. 



§3. 

Weitere Untersuchungen über die Wurzeln einer Gleichung f(s)'^z. 

Man kann den letzterhaltenen Satz (pg. 131) auf äolche Func- 
tionen f(s) ausdehnen, die entweder auf der gewohnlichen eirtblätt- 
r'ujeii s-KugclflücJiCy oder allgemeiner auf einer Biemann'schen niehr- 
bläUrigen s-Kugelfläche ausgebreitet sind. Um sogleich zum letztem 
Fall überzugehen, wollen wir annehmen, die Function f{s) sei ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig auf irgend einem Theil @ 
einer Riemann'schen mehrblättrigen ^-Kugelfläche. 

Bezeichnet man den Werth der gegebenen Function f(s) in irgend 
einem Ponkte s der mehrblättrigen Fläche @ mit z: 

(«•) f{s) - z, 

und denkt man sich dieses z geometrisch dargestellt als einen Punkt auf 
der gewöhnlichen einblättrigen ;?-Eugelfläche , so wird jedem Punkt s der 
Fläche @ immer nur ein Punkt z der genannten Eugelfläche entsprechen. 
Denn die Function f{s) soll [nach unserer Voraussetzung] auf der Fläche 
@ eindeutig sein, und hat also in jedem Punkte s dieser Fläche immer 
nur einen Werth. — Umgekehrt aber werden einem Punkte z der einblätt- 
rigen 2r - Kugelfläche im Allgemeinen mehrere Punkte s der Fläche @ ent- 
sprechen. Denn für jedwedes z liefert die Gleichung (a.) im Allgemeinen 
mehrere Werthe oder Wurzeln s. 

Um nun unseren Betrachtungen keine unnöthige Einschiilnkung 
aufzuerlegen, nehmen wir an, dass der gegebene mehrblättrige Flächen- 
theil @ irgend welche an der Stelle s -» oo übereinander liegende Punkte 
/S'i , fi^, , . . . Äp enthält , indem wir zugleich die Werthe der Function f{s) 
in diesen Punkten respectiye mit Z^, Z^, , , . Z bezeichnen, so dass aleo 
die Formeln stattfinden: 
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in S, : A-S.) - Zx , 
iß.) ) in St- /■(«•) - -2. . 



in Äp: ASp = ^p . 



Dabei ist selbstverständlich: 

(y.) *S', = .Ss = Äg = . . . — 6^ = CX) 

und es sollen also die Buchstaben 5,, 5,, ... S nar dazu dienen, am 
die in der Fläche @ bei 8 =- cx) übereinander liegenden Punkte in irgend 
welcher Weise von einander zu unterscheiden. 

Will man nun, was die Wurzeln 8 der Gleichung («.): f{8) = 3 be- 
trifft, das Argument z so einrichten, dass eine dieser Wurzeln in einen 
der Punkte S^ , 5^ , ... S hineinfällt, so muss man das genannte Argu- 
ment z nothwendigcr Weise identisch machen mit einer der Constanten 
Z^, i^2, ... Z . Umgekehrt kann man also sagen: 

Die Wurzeln 8 der Gleichung («.) werden noUwoendiger Weise von S^ , 
(d.) »Sj, , . . S verschieden, mithin^ soweit sie auf © liegen, nothxoendiger 

Weise endlich bleiben, fcUls man nur das in jener Gleichung enthaltene 
Argument z verschieden erhalt von Z^j Z,, ... Z , 

Für z ==^ Zy^ hingegen wird eine jener Wurzeln s unendHu^i gross sein, 
nämlich in 5) liegen; während die übrigen durch irgend welche endliche 
Grössen E, E\ E'\ . . . dargestellt sein werden. Dabei ist allerdings noch 
eine gewisse Correction erforderlich, — insofern, als möglicher Weise einige 
der Constanten Z^, Z^^. , . Z unter einander identisch sein können. Ist z. B. 
Zj identisch mit Z^ , während Z,, Z^^ . . . Z von Z, verschieden sind, 
• und macht man in diesem Fall das variable Argument z wiederum =» Zj , 
so werden off'enbar zwei von jenen Wurzeln s unendlich gross, nämlich 
respcctive in S^ und S^ gelegen sein. Um die Hauptsache zusammenzufassen: 

Bezeichnet man irgend eine spccielle unter den Constanten Z^, Z^, 
. . . Z mit Z., femer diejenigen der Punkte S^, 5»,, ... S , in denen die 

Fnnction f{8) diesen speciellen Werth Z. annimmt , mit Sj^ S' Sj,.,.j 

(f.) so werden die aus der Gleichung (a.) für z = Z, resultirenden Wurzeln s, 

soweit sie innerhfUb S liegen, theils durch die unendlichen Punkte: 

i* i' *^y » • • • » • 
theils vielleicht ausserdem durch irgend welche andere endliche Punkte: 

TP TP' TP't 
-^jf -^jl "C'y > • • • 

dargestellt sein. 

Die Wurzeln s, von denen die Sätze (d.) und (€.) handeln, sind zer- 
legbar in elementare Wurzeln. Und diese letztem bilden den eigentlichen 
Gegenstand der weitem Betrachtungen. Die dabei zu Grunde zu legende 
Definitiofi mag folgende sein. 

Unter den elementaren Wurzeln s der Gleichung 

(1.) /•(«) - ^ = 

sollen [bei festgehaltenem z] diejenigen eleinentaren NtUlpunlite s ver- 
standen werden; mit denen die Function 
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(2.) f{s) - » 

auf der gegebenen mehrblättrigen Flädie ® behaftet ist. 

Betrachtet man das Argument als einen Punkt auf der ein- 
blättrigen -Kugelfläche y und versetzt man daselbst diesen Punkt z 
in irgend welche Bewegung^ so werden jene elementaren Nullpunkte 
oder Wurzeln s auf der mehrblättrigen Fläche @ ebenfalls in Be- 
wegung gerathen. Die Stetigkeit, respective Unstetigkeit dieser Be- 
wegung soll näher imtersucht werden. 

Wir markiren auf der einblättrigen j8?-Kugelfläche irgend einen 
beliebigen Punkt ^er = c, und ausserdem die festen Punkte z = Z^, 
Zg, ... Zp, wobei unter Z^, Z^y , . , Zp diejenigen Werthe verstan- 
den sein sollen, welche die Function f{s) auf der Fläche © in den 
bei ^ s= 00 übereinander liegenden Punkten S^, S^y . . . Sp besitzt 
[vgl. (/3.)]. Die Gleichung (1.) besitze nun für j? = c irgend welche 
auf © gelegene Wurzeln s = Äj, 5 = Äg, . . . s = Ä^, die etwa der 
Ileihe nach i/^-fach, i/jj"f8.ch u. s. w. i/^^-fach sind, wobei die v^yV^^ .. .Vg 
irgend welche Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, . . . vorstellen. Es 
handelt sich darum, irgend eine dieser Wurzeln zu untersuchen. Die- 
selbe mag schlechtweg mit s = Tc bezeichnet und i;-fach sein, also 
eine Vereinigung von v elementaren Wurzeln repräsentiren. 

Denkt man sich den Coincidenzpunkt s ^=h dieser v elemen- 
taren Wurzeln auf der Fläche © wirklich markirt, und sodann das 
Bereich U (A:, s) dieses Punktes mittelst einer der beiden Substitu- 
tionen: 

5 — fc = ((J — x)*^, 

4-T = (*-«)'» 



(3). 



in seinen natürlichen Zustand Sl (x, 6) versetzt*), so verwandelt sich 
hierbei {z vorläufig als constant betrachtet) die Function 

f{s)-z 
in eine von 6 abhängende Function 

und gleichzeitig verwandeln sich dabei die auf U liegenden elemen- 
taren Nullpunkte «i, Sg, Sj, . . . der einen Function in die auf ?[ be- 



*) Die Buchstaben 

U, m, k^ 8 und St, x, 6 

sind hier in analogem Sinn gebraucht, wie früher (pg. 96) die Buchataben: 

U, m, c, B und 91, y, ^ 
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findlicheu clementareu Nullpunkte <^i; <^27 ^s? • * • ^^^ andern. Mit 
andern Worten: Die auf U gelegenen elementaren Wurzeln 5^,5^,83,... 
der Gleichung 

f{s) -z==0 

verwandeln sich dabei in die auf S( liegenden elementaren Wurzeln 
^i> ^2> ^3> • • • der Gleichung 

f[6]^ is=n 0. 

Nach unserer Voraussetzung sollte aber/*(s) auf©, mithin auch 
auf U eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Gleiches gilt 
daher von f[ö] auf der Fläche 21. Zufolge des vorhergehenden 
Satzes (pg. 131) sind daher 6^, 6^, ^^s, • . . Functionen von z, die 
auf der einblättrigen jer-Kugelfiäche stetig sind. Dies überträgt sich 
mittelst der Relationen (3.) auf die Sj, 5j, 53, . . . , und zwar ent- 
weder geradezu auf die s^j s^, s,, ... selber, oder aber auf ihre 

reciproken Werthe — , — , — , . . . , je nachdem von jenen beiden 

8| Sjj Sg 

Relationen (3.) die erste oder zweite gültig ist. 

Nun ist von den beiden Relationen (3.) stets die erste anwend- 
bar, falls Tc endlich ist; während man im Falle eines unendlicJicn h 
die zweite zu benutzen hat. Die auf U liegenden elementaren Wur- 
zeln s der Gleichung (1.) repräsentiren also Functionen von z, welche 
auf der .einblättrigen je;- Kugelfläche stetig sind, falls k endlich ist. 
Und andererseits werden die reciproken Werthe dieser Functionen 
auf der genannten Eugelfläche stetig sein, falls k unendlich gross 
sein sollte. 

Diese Resultate sind offenbar z. B. ohne Weiteres anwendbar auf 
diejenigen v elementaren Wurzeln 5, welche auf der Fläche U für 
;E? = c im Punkte s = k coincidiren, D. h. diese v Wurzeln sind, 
(4 ^ als Functionen von z betrachtet y auf der einblättrigen z 'Kugelfläche im 
Funkte z = c stetig, falls k endlich ist, hingegen daselbst polar - 
unstetig, falls k unendlich gross ist. Nun ist aber das k [nach 
Satz (tf.)] stets etidlich, falls nur z = c verschieden ist von den an- 
fangs markirten festen Punkten Z^, Z^, , . . Zp\ während anderer- 
seits k bald endlich, bald unendlich sein wird, falls der Punkt ;? = c 
in einen jener festen Punkte Z^, Z^, . . , Zp hineinfällt [vgl. den 
Satz (f.)]. — Demgemäss gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Vierter Satz. — Ist die Function f{s) auf irgend einan Theil @ einer 
Rief tuinn' selten meltrblättrigen s-Kugelfläcl^ eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig, und bezeichnet man die elementaren Wurzeln der Gleichung 
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(5.) f(s) = z 

kurzweg mit s, so mid diese 5, als Functionen von z betrachtet, auf 
der gewöhnlidiefi einblättrigen z -Kugel fläche bis auf einzelne Punkte Z^, 
^2, . . . -Zp stetig. Im Punkte Z^ hingegen sind diese Functionen 
theils stetig, theils polarunstetig, jenachdem sie daselbst endliche 
oder unendliche Werthe besitzen. Gleiches gilt für Z^, Z^, . . . Zp, 

Die in Bede stehenden festen Punkte Z^, Z^, Zg, . . . Zp sind 
dabei zu definiren als diejenigen Werthe, welcJie die gegebene Function 
f{s) auf der Fläche @ in den bei s = <x> übereinander liegenden Punk- 
ten besitzt. Ueberdies ist hinzuzufügen, dass der Satz selbstverständlich 
nur soweit gilt, als die Function f(s) überhaupt charakterisirt ist, also 
nur insoweit, als jene Wurzeln s innerhalb der Fläcfie @ bleiben. 

Man kann übrigens diesen Satz, wie direct aus (4.) folgt, auch 
folgendermassen aussprechen : 

Andere Form des vierten Satzes. — Die Function f(s) sä auf 
irgend einem TJwil © einer Biemann' sehen melirblättrigen s-Kugclfläche 
eindeutig utid bis auf einzelne Pole stetig. Femer besitze die Gleidiung 

(6.) fis) = 

für irgend ein Argument z ■= c im Ganzen {v^ + ^'a • • • + '^g) ^^t 
© gelegene elementare Wurzeln s, von denen v^ im Punkte s = k^, v^ 
im Punkte s = k^ u. s. w., Vg im Punkte s = krj vereinigt sind. Denkt 
man sich alsdann auf der Flädie © um diese Punkte k^, k^, . . . ky 
beliebig kleine Kreislinien beschrieben, so tverden die in Bede stellen- 
den eleynentaren Wurzeln s der Gleichung (6.) innerJuilb dieser Kreis- 
linien verbleiben, falls man nur die Bewegung des Argumentes z auf 
einen Kreis beschränkt, der auf der einblättrigen z-Kugelfläclie um den 
Punkt z = c mit hinreichend kleinem Bqdius beschrieben ist. 

Oder kürzer ausgedrückt: Die Lagen der elementaren Wurzeln 
(7.) s der Gleichung (6.) auf der Fläche © tverden stetige Functionen der- 
jenigen Lage sein, welche das Argument z auf der einblättrigen z-Kugel- 
fläche besitzt. 

Wir haben nun früher eine Function f(s), die auf einer Rie- 
mann'schen s- Kugelfläche SR eindeutig und bis auf q elementare Pole 
stetig ist, kurzweg als eine auf SR reguläre Funktion q^^ Ordnung be- 
zeichnet. Auch haben wir alsdann [pg. 116, 117J die q elemen- 
taren Wurzeln s der Gleichung 

f(s) = Const. 

kurzweg ein Niveauput^tsystem der Function f{s) genannt. Dem- 
gemäss ergeben sich aus (7.) folgende Zusätze: 
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Erster Znsatz. — Bezeichnet 91 irgend eine mehrblättrige Rie- 
tnann'sche s-Ktigei fläche, und f(s) eine auf ?R reguläre Function ^ 
Ordnwng, und denkt man, sich femer auf 9i diejenigeti Punkte «i, «2» 
. , .Sq markirtj, in denen die Function f{s) ein und denselben Werth s 

(8.) einnimmt^ so wird dies dem Wertlie z ^tsprechende Niveaupunkt' 
System 5^, Sg, . . . Sq seine Lage auf der Fläche 91 Schritt für Schritt 
in stetiger Weise ändern^ sobald man jenes ß auf der einblättrigen 
z 'Kugelfläche in irgend' welche Bewegung versetzt. 

Zweiter Znsatz. — Bezeichnet man femer irgend ein Niveaupunkt- 
System der in Rede stehenden Function f(s) auf der Fläche 91 mit 

(9.) Sj, 52, . . . Sq, so wird stets ein zweites Niveaupunktsystem t^, t^, . . .tq 
dieser Function existiren^ u>elches seiner Lage nach von jenem ersten 
nur unendlich wenig verschieden ist. 

§4. 

Die Wurzeln einer Gleichung F{SjZ) = 0. 

Es sei F(s, z) eine gegebene Function der beiden complexen 
Argumente s und z. Ferner sei © irgend ein endlicher Theil der 
s-Ebene, und 3 irgend ein endlicher Theil der z-Ehene. Und jene 
Function mag folgenden Bedingungen entsprechen: 

I. Bei festgehaltenem s soll F(s, z) auf 3 eindeutig und ste- 
tig seiU; falls nur jenes fesigehaltene s innerhalb @ liegt. 

IL Umgekehrt soll F{s, z) bei festgehaltenem z auf @ ein- 
deutig und stetig sein, falls nur das festgehaltene z auf 3 liegt. 
III. Es soll eine endliche positive Constante M existiren von 
solcher Beschaffenheit, dass 

mod F(s, z) stets < M 

Asty so lange s und z respective auf @ und 3 bleiben. 

Versteht man also unter c einen innerhalb 3 beliebig markir- 
ten Punkt, so ist die Function 

(2.) F{s,c) 

innerhalb @ eindeutig und stetig, also daselbst [Satz (27.) pg. 35] 
nur mit vereinzelten Nullpunkten behaftet Die elementaren Null- 
punkte dieser Function (2.) mögen nun bezeichnet werden als die 
elementaren Wurzeln der Gleichung 

(3.) F(s,c) = 0. 

Alsdann erhält man [Satz (16.) pg. 43] för die Anzahl N air der- 
jenigen elementaren Wurzeln s, welche die Gleichung (3.) innerhalb 
@ besitzt, die Formel: 



(1.) 
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d. i. die Formel: 

die Integration positiv erstreckt über alle Bandpunkte 6 der Fläche @. 
Dabei ist vorausgesetzt, dass keine Wurzel s liart am Rande von @ 
liegt, — eine Voraussetzung^ die, falls sie nicht von Hause aus 
schon erfüllt sein sollte , leicht durch eine kleine Deformation der 
• Randcurve re^lisirbar sein wird. 

Dieser Voraussetzung entsprechend, gilt für sämmtliche Rand- 
punkte 6 der Fläche @ die Formel: 

(5.) mod jP(<y, c) > 2A, 

wo A eine positive und von verschiedene Constante vorstellt. 
Markirt man nun innerhalb 3 irgend einen zweiten Punkt q, so 
ergiebt sich aus der identischen Gleichung 

F{6;c) = F{6, C,) - [F{6, C,) - F{6, c)\ 
sofort: 

mod F{6^ c) < mod F{(Sy cj + mod \F(p, cj — F(<y, c)] , 

oder anders geschrieben: 

mod F{6f Cj) > mod F(<y, 6*) — mod [F{6, q) — F{6^ c)], 

oder mit Rücksicht auf (5.): 

(0.) mod F{6, Ci) >2A- mod [F{a, c,) - F{a, c)J. 

Wir wollen uns nun den Punkt c^ sehr nahe an c denken. Um 
c (als Centrum) beschreiben wir innerhalb 3 ^Jwei concentrische 
Kreisperipherien (g) und (Z), der Art, dass c^ innerhalb (g) liegt, 
und (0 kleiner als (Z) ist Alsdann erhält man [Satz (10.) pg. 21] 
auf Grund der Voraussetzungen (1.) sofort die Formeln: 






(Z) 
und hieraus durch Subtraction 

(7.) r(.,<,,)-F(,,«)>tr/j;^ ,z-'j;S--c,. 

die Integrationen durchweg positiv erstreckt gedacht über alle Rand- 
punkte Z des Kreises (Z). 
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Sind nun q und P die Radien der beiden Peripherien (g) und 
(Z), und beachtet man, dass Cj innerhalb der Meineren Peripherie 
(J;) liegt, hingegen Z einen Punkt der grösseren Peripherie (Z) be- 
zeichnet, so ergiebt sich sofort, dass z. B. der gegenseitige Abstand 
der beiden Punkte c^ und Z grösser als (P — q) ist, dass also die 
Formel stattfindet: mod (Z — ^i) > (P ~ p); oder, was dasselbe, die 
Formel : ^ 

(«•) mod (Z — Cj) ^ P^ ' 

Da ferner c das Centrum der Peripherie (Z) vorstellt, so ist oflFen- 
bar: mod (Z — c) = P, mithin: 

(ß-) 





1 


1 




mod (Z 


-c) P 


In 


ähnlicher Weise erhält man 


ferner: 




mod (Cj 


c)<^. 



und weiter: 
(d.) mod ((7Z) = dn, 

falls man nämlich unter dT7 das Längeuelement der Peripherie (Z) 
versteht. Ueberdies gilt nach (1.) für alle Lagen, welche die Punkte 
ö und Z respective am Rande (ö) und der Peripherie (Z) anzuneh- 
men im Stande sind, die Formel: 

(e.) mod F{6, Z) < M, 

wo Jlf eine endliche positive Constante vorstellt. 

Mit Rücksicht auf («.), (/3.), (j^.), (d.), (f.) folgt nun aus (7.): 

mod [F{0, c,) - F{6, c)] < ^ J^pl'^'J, 

(8.) d. i. mod \_F{a, c,) - F{0, c)] < p^^ , 

eine Formel, deren rechte Seite oflfenbar durch Verkleinerung von q 
hclichig Iclcin^ gemacht werden kann. 
(9.) Wir wollen uns nun fortan den liadias q der um c (als Ceu- 

trum) beschriebenen- undc^ mnschliessenden PeripJierie (5) so Mein den- 
ken, dass jene rechte Seite der Formel (8.) kleiner als A ist, mit- 
hin die Formel selber übergeht in: 

mod \F{a, c^) — F(6, c)] < A. 

Mit Rücksicht hierauf ergiebt sich alsdann aus (6.): 

(10.) mod F(6, Cj) > {2A - A) = A. 

Diese Formel zeigt, dass die der neuen Constante c^ entspre- 
chende Function F(s, q) am Rande von © nirgends verschwindet. 
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dass also die Gleichung F(Sy Cj) = keine hart am Rande von © 
gelegene Wurzel besitzt. Demgemäss wird also die Anzahl N^ all' 
derjenigen elementaren Wurzeln, welche diese neue Gleichung 

(11.) F{s,c,)^0 

innerhalb © besitzt, dargestellt sein durch die zu (4.) analoge Formel: 

(12.) N. = r /^fc^-\- 

Diese Formel (12.) gilt, zufolge ihrer soeben gegebenen Begrün- 
dung, für jedweden innerhalb der Peripherie (^) gelegenen Punkt Cj , 
und bleibt also in Kraft, falls man diesen Punkt innerhalb (5) be- 
liebig variiren lässt. Bei einer solchen Variation von c^ wird also 
der Werth des Integrales (12.) von Augenblick zu Augenblick durch 
eine ganze Zahl ausgedrückt sein. Andererseits aber übersieht man 
sofort, dass der Werth des Integrales bei einer solchen Variation 
des Punktes c^ nur in stetiger Weise sich ändern kann*). Dem- 
gemäss ist also die in Rede stehende ganze Zahl während dieser 
Variation stets ein und dieselbe. 

Die ganze Zahl N^ bleibt mithin constant, falls maji den Punkt 
c^ innerhalb der Peripherie (g) beliebig variiren, z. B. identisch wer- 
den lässt mit dem Centrum c dieser Peripherie. Somit folgt aus 
(12.) und (4.): 
(13.) Ni = N. 

Man gelangt daher, indem man (c + Ac) für c^ substituirt, zu, 
folgendem Resultat: 

Erster Satz. — Es sei © ein endlicher Theil der s- Ebene, ebenso 
3 irgend ein endlicher TJieil der -Ebene. Entspricht nun die Func- 
tion F{s,z) auf © und 3 ^^^ Bedingungen (1.) pg. 138, versteht 
man ferner unter c irgend einen Punkt innerJuüb 3> wnd setzt man 
voraus, dass die Gleichung 
(14.) F(s, c) = 

Jceine hart am Rande vofi © gelegene Wurzel besitzt, so mrd die An- 
zaJd der innerhalb © befindlichen elementaren Wurzeln dieser Glei'- 
chung (14.) bei einer beliebigen Variation des Punktes c ungeändert 
bleiben, falls man nur diese Variation Ac der Bedingung unterwirft: 

mod (Ac) < Q, 

und dabei das (positive) q hinreichend klein macM. 

*) Denn so lange c, innerhalb (f) bleibt, wird [vgl. (9.), (10.)] die Formel 
stattfinden: mod JP(<r, cj >> A, mithin der unter dem Integral stehende Nenner 
von verschieden bleiben. 
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Gestützt auf diesen Satz kann man nun ebenso vorwärts gehen, 
wie im vorhergehenden Paragraph vom dortigen ersten Satze aus 
(pg. 129). An Stelle des dortigen zweiten Satzes (pg. 130) ergiebt 
sich alsdann, wie leicht zu übersehen ist, folgender: 

Zweiter Satz. — Es seien © und 3 irgend zwei endliche Ttteik 
der S' und z -Ebene. Ferner sei F(s,z) eine Functiony welche auf © 
lind 3 den Bedingungen (1.) pg. 138 entspricht Alsdann werden die 
elementaren Wurzeln s der Gleichung 

F(s, z) = 

stetige Functionen von z sei», — selbstverständlich nur insoweit, als 
die Charäkterisirung der Function F{Sf z) reidit, also nur insoweit, 
als die Punkte s und z innerhalb der gegä>enen Flädien © und 3 bleiben, 

• 

Man könnte nun weiter solche Functionen F(Sy z) in Betracht 
ziehen, welche bei festgehaltenem z eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig sind auf einem gegebenen Theile © einer mehrblättrigen 
Biemann'schen s-Eugelfläche, und welche andererseits bei festgehal- 
tenem s dieselben Eigenschaften besitzen mit Bezug auf einen ge- 
gebenen Theil 3 einer mehrblättrigen Biemann'schen j9-Kugelfläche. 
Ohne uns hierauf weiter einzulassen, wollen wir im folgenden Para- 
graph sofort zu specielleren Betrachtungen übergehen. 

§6. 

Die Wurzeln der dleiohxing F{s, z) =^ 0, unter der Voraussetzung, 
dass F(s, z) eine ganze rationale Function von s und z ist. 

Versteht man unter 

F==Fis,z) = F{l'l) 

eine ganze rationale Function der beiden complexen Variablen s und 
Zf n*®^ Grades für s, und m^^ Grades für z, so liefert die Gleichung 

(1.) F=0 

für jedwedes z im Ganzen n elementare Wurzeln s, welche für be- 
sondere Werthe des Argumentes z theilweise, respective gruppentveise 
coincidiren können. Es soll untersucht werden, ob diese w Wurzeln 
s stetige Functionen von z sind. 

Wir denken uns die Variable z als einen Punkt auf der ge- 
wöhnlichen einblättrigen z-KugelfläcJie^ und bezeichnen demgemäss diesen 

(2.) Punkt bald mit z selber, bald mit z\ wo z' = — sein soll. Wird 

also z =» X -{- iy und js?' = a;' + iy' gesetzt, so repräsentiren rr, y 
die Coordinaten des Punktes in der Horizontald>ene, und x'y y' seine 
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Coordinaten in der Antipodenebene. Dementsprechend mögen die ge- 
nannten Ebenen kurzweg als die Ebenen z und z' bezeichnet werden. 
In analoger Weise mag die Variable s als ein Punkt auf der 
einblättrigen s- Kugelfläche angesehen, und dieser Punkt bald mit 8, 

(3.) bald mit s' bezeichnet werden, wo s' c= — sein soll. Die Hori- 

zontalr und AnUpodenebene der 5-Kugelfläche mögen respective als 
die Ebenen s und s' benannt werden. 

Durch Einführung von s' und z' kann die Gleichung (1.) in 
drei neue Gestalten versetzt werden; so dass man im Ganzen vier 
Gestalten derselben erhält; nämlich einerseits die beiden Formen 



(4a.) F(s,z) = Oy 



(4i8.)....^'-J'(s,^) = 0, 



(4.) deren linke Seiten ganze rationale Functionen von s, z, respective 
von .s, z' sind, und andererseits die beiden Formen: 

(4y.) . s'^fQ, , ^) = 0, II (4d.) .... s'«;»"»F(f , f )« 0, 

deren linke Seiten ganze rationale Functionen von s\ z respective von 
s\ z sind. 

Die gegebene Gleichung JP =: besitze für das Argument z=^c 
eine i/-fache Wurzel s = i, d. i. v elementare Wurzeln s, die an 
ein und derselben Stelle 5«»Z; liegen; so dass also c und k der Gleichung 

(5.) F(k, c) = 

entsprechen. Man bezeichne nun mit s einen ad libitum gegebenen 
Eieinheitsgrad, und denke sich auf der s-Eugelfläche um ddn Punkt 
s = h einen Bjreis vom Radius s, andererseits auf der je^Kugelfläche 
um den Punkt z = c einen Kreis von noch unbestimmtem Radius q 
beschrieben. Es fragt sich, ob die Anzahl derjenigen elementaren Wur- 
zeln s, u)elclie die Gleichung 

(6.) F{s, e) = 0, 

ßir ein beliebiges Argument z, innerhalb des kleinen Kreises (i, s) 
besitzt y dadurch constani, = v gemacht werden kann, dass man jenes 
beliebige Argument z in den Kreis (c, q) einschliesst und dabei das q 
hinrächend Mein ma^d. 

Welche Werthe k imd c auch haben mögen, stets muss, falls 

, =k' und = c' gesetzt wird, unter den vier Grössenpaaren: 

(7a.) . . . .Je, c, Oß-) ' ■ • • Je, c, 
(^•) ' (7y.) *', c, (7tf.) AT, «', 
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mindestens mies vorhanden sein, welches aus zwei endlichen Grossen 
besteht. 

Sind, um mit dem Fall (7a.J zu beginnen, die Grössen Ä, c beide 
endlich, so beschreibe man in der s-Ebene um den Punkt s = k 
eine kleine Kreisfläche @, und in der ;8f-Ebene um den Punkt z ^= c 
eine kleine Kreisfläche 3- Die Function jF(s, s) wird, weil sie für 
die Centra s=^k und 0=c dieser Kreisflächen verschwindet [vgl.(5.)J, 
für zwei beliebige Punkte s und der beiden kleinen Kreisflächen 
stets nur wenig von Null abweichen. Repräsentirt insbesondere 31 
eine beliebig gegebene positive Constante, so wird man die beiden 
Kreisflächen stets so klein machen können, dass für alle Punkte s 
und dieser Flächen die Formel stattfindet: 

mod F(s,0)<M. 

Alsdann aber ist z. B. der erste Satz pg. 141 direct anwendbar auf 
die Function F(s, z) und die beiden Flächen © und Q. Zufolge 
dieseä Satzes kann nun aber die Anzahl derjenigen ele&entaren Wur- 
zeln s, welche die Gleichung 

F{s, a) = 0, 

für ein beliebiges Argument z, innerhalb eines auf © um den Punkt 
s = Ä mit dem Radius e beschriebenen Kreises besitzt, dadurch con- 
stant, = V gemacht werden , dass man jenes beliebige Argument z 
auf einen in der Fläche 3 um z = c beschriebenen hinreichend klei- 
nen Kreis beschränkt. Dabei bezeichnet a einen ad libitum gewähl- 
ten Kleinheitsgrad. 

Analoges gilt offenbar auch dann, wenn die beiden Flächen 
© und 3 nicht als Theile der beiden Horizontalebeneu 5 und Zj son- 
dern als Theile der beiden Kugel/lächen aufgefasst werden. Dem- 
gemäss ist die Frage (6.) affirmativ zu beantworten, allerdings vor- 
läufig nur erst für den Fall (7 a.), dass k und c endlich sind. 

Zu genau demselben Resultat gelangt man aber auch in den 
Fällen 

(7/3.), (7y.), (7*.), 

wobei alsdann die Gleichung F =0 respective in den Formen 

. (4^.), (4y.), (4*.) 

anzuwenden ist, und statt der Hülfsebenen s und z respective die 

Hülfsebenen 

s und z', s' und z, s' und z\ 

zu benutzen sind. 
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Die Frage (0.) ist also in allen Fällen affirmativ zu beantworten. 
Wir gelangen daher zu folgendem Satz: 

Betrachtet man die n elementaren Wurzeln s, welche die Gleidnmg 

(8.) . F{l'S) = 

für ein beliebiges Argument z liefert, als Punkte auf der (einblättrigen) 
s-Kugdf lache, so werden die Lagen dieser n Punkte s stetige Func- 
tionefi derjenigen Lage sein, welc/ie der Funkt z auf der eiviblättiigen 
z- Kugelf läcJie besitzt. 

Mit andern Worten: Die n elementaren Wurzeln Si, s^, . - > Sn 
sind, als Functionen von z betrachtet, auf der jEr-Kugelfläche allent- 
halben stetig, mit Ausnahme derjenigen singulären Punkte Z, in denen 
eine oder mehrere jener Wurzeln unendlicJi werden. In jedem solchen 
singulären Punkt Z sind alsdann allerdings die daselbst endlich blei- 
benden Wurzeln stetig, andererseits aber die daselbst unendlich wer- 
denden Wurzeln unstetig und zwar polarumtetig. Demgemäss kann 
man den Satz (8.) auch so aussprechen: 

Bezeichnet man die aus der Gleichung: 

(9.) FCs, ?) = 

ßr ein beliebiges z sich ergebenden n def)ientaren Wurzeln s mit 

so tverden diese n Functionen auf der einblättrigen z- Kugel fläelie bis 
auf einzelne Pole stetig sein. 

Aus diesem Satze (9.) ergiebt sich nun nachträglich die Gor- 
/|Q\ rectheit der im vierten Capitel angestellten Betrachtungen, und 
namentlich auch die Correctheit des daselbst io (2.) pg. 94 ange- 
gebenen Satzes. 
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Siebentes Capitel. 
Oeometrisehe Betrachtnngen. 

Es dürfte sehr schwer, oder vielmehr unmöglich sein, für die 
Fläcl^en im AUgetneinen zuverlässige Sätze aufzustellen, so lange der 
Begriff der Fläche nicht näher determinirt ist. Auch dürften in 
dieser Beziehung blos negative Festsetzungen, wie z. B. die Kie- 
mann'sche Festsetzung, dass die Fläche keine Spaltung besitzen solle, 
wenig ausreichend sein. 

Demgemäss habe ich im gegenwärtigen Capitel meine Betrach- 
tungen auf solche Flächen eingeschränkt, die durch bestimmte posi- 
tive Bedingungen determinirt sind. Man findet diese Determinationen 
näher angegeben im vierten Paragraph dieses Capitels. 

§ I. 

Definition der Elementarfläohe und der einfach zusammen- 
hängenden Fläohe. 

Als Flächen einfachster Art betrachten wir die ebenen Flächen 
mit nur einer Randcurve, wie z. B. die Kreisfläche, Ellipsenfläche, 
Quadratfläche etc. Diese Flächen einfachster Art nennen wir EU- 
fn€7itar/lä<:hen. Gleichzeitig aber führen wir noch einen etwas all- 
gemeineren Begrifi* ein, indem wir jedwede Fläche, die durch stetige 
Umformung in eine Elementarfläche verwandelbar ist, eine eiyifaeh 
zusammenhängende Fläche nennen. Genauer ausgedrückt: 

Definition. — Jede ebene einblättrige Fläche, die nur eine 
n\ Jlandcun^e besitzt, soll eine Elementarfläche oder ein elementares 
Flächenstüch lieissen. 

Definition. — Jede Flädie, die entweder go'adezu eine Elementar- 
flache ist, oder aber durch stetige Umformung {also blos durch Deh- 
(2.) nungen und Biegungen, ohne Zerreissungoi oder Zusammenheftungen) 
in eine Elementarflädie vet^wandelt tverden Icann, soll eine einfach 
zusammenhängende Fläche geimnnt werden. 
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Demgemäss ist z.,B. die Kugelcalotte eine einfach mitsammen' 
luingende Fläche. Gleiches gilt aber z. B. auch von der Windungs- 
(2 a.) fläche. Denn jede Windungsfläche kann durch stetige Umformung 
in eine Elementarfläche verwandelt werden; wie solches früher aus- 
führlich dargelegt wurde [vgl. z. B. (2.) pg. 70], 

Erste Bemerknng. — Jede gegebene Fläche kann im Allgemeinen 
(er.) durch irgend welche Schnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche 

verwandelt werden. Als Beispiele mögen dienen die Cylinderflädie und 
die ringförmige Botationsjläche, 

Erstes Beispiel. — Wird eine Kreislinie sich selber parallel, ond zwar 
(^.) senkrecht zu ihrer Ebene, um eine gegebene Strecke A fortbewegt, so ent- 

steht durch diese Bewegung eine mit zwei kreisförmigen Randcurven ver- 
sehene Cijlinderfläche von der Länge A, 

Durchschneidet man aber diese Cylinderfläche längs irgend einer Kante, 
so erhält man eine einfach zusamtncfihängende Fläche. In der That wird 
nämlich die durch einen solchen Schnitt entstandene Fläche der in (2.) gege- 
benen Definition entsprechen, nämlich durch stetige Umformung in die Gestalt 
eines Rechtecks d. i. in die Gestalt einer Elementarfläche versetzbar sein. 

Zweites Beispiel, — Wird eine Kreislinie um eine in ihrer Ebene 
(y) liegende, die Kreislinie aber nicht schneidende Axe in Rotation versetzt, 

so entsteht eine ringförmige BotationsfläcJie. 

Diese ringfQrmige Rotationsfläche kann aber offenbar durch zwei 
Schnitte^ von denen der eine längs eines Parallelkreises, der andere längs 
eines Meridiankreises fortgeht, in eine einfach zusammenhängende Fläche 
verwandelt werden. In der That wird nämlich die durch zwei solche 
Schnitte entstehende Fläche der in (2.) gegebenen Definition entsprechen. 

Zweite Bemerkang. — Angesichts dieser Beispiele entsteht die Ver- 
muthung, dass es möglich sein werde, alle überhaupt denkbaren Flächen 
nach der Anzafil derjenigen Schnitte zu classificiren, die zu ihrer Verwand- 
lung in einfach zusammenhängende Flächen erforderlich sind« Jedenfalls 
wird man bei einem derartigen Versuch den Begriff des Schnittes zuvörderst 
schärfer zu determiniren haben. Und dies soll im folgenden Paragraph ge- 
schehen durch Einführung der sogenannten Querschnitte und Biickkehrschnitte. 

Dritte Bemerkung. — Die beistehende Figur zeigt eine Linie, welche 
in ihrem Lauf von links nach rechts eine sogenannte Fig. i. 

iß-) Gabelung oder Spaltung darbietet. Wird nun diese Linie 

in irgend welcher Richtung, etwa senkrecht zur Ebene 
des Papiers, sich selber parallel fortbewegt, so entsteht durch diese Be- 
wegung eine Fläche von analoger Beschaffenheit, nämlich eine Fläche, 
die ebenfalls eine Spaltwng darbietet. — Genau das- Fig. iL 

selbe würde zu bemerken sein, wenn man zur erzeu- 
(f •) genden Linie diejenige nehmten wollte, welche in Fig. II 

angegeben ist. 

Wollte man die der Fig. I entsprechende Fläche durch irgend welche 
Schnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche zu verwandeln suchen, 
so würde man sich vergeblich bemühen. Diese Fläche documentirt also in 

10* 





148 Siebentes Capitel. 

deutlicher Weise, dass der Satz (a.), wenn er auch im Allgemeinen gilt, 
doch gewissen Ausnahmen unterworfen ist, 

Uebrigens erscheint es zweckmässig, derartige singulare Flächen, wie 
die in Fig. I und II angedeuteten, von unserer Betrachtung ganz auszu* 
, schliessen; wie solches in einem der folgenden Paragraphen näher ange- 
geben werden soll. 

§ 2. 
Definition des Querschnitts und Büokkehrsohnitts. 

Deflnition des Quersclmitts. — iVn Schnitt, weldier in irgend 

einem Randpunkte der Flädie heginntj von hier aas in ununterhroche- 

(3.) nmi Zuge bis zu irgend einem andern Bandpunkt fmiläuft, dasnvischen 

ahe)' den Rand der Fläche weder terührt, noch überschreitet, soll ein 

Querschnitt genannt werden. 

Nach Ausfülirung eines Querschnittes sind die beiden Ufer des- 
selben als neue Randgebiete der Fläche anzusehen. Ja es sind die 
auf diese Weise entstehenden neuen Randgebiete nicht erst naeh 
Ausführung des Schnittes, sondern auch schon wcUirend der weiteren 
Fortführung desselben als solche zu betrachten. Daraus folgt unter 
Anderm, dass ein Querschnitt in einem Punkt seines früheren Lau- 
fes endigen kann; und ferner, dass ein Querschnitt bei seiner wei- 
tern Fortführung sich selber niemals durchkreuzen darf. 

So wird z. B., wenn wir eine Kreisfläche 
betrachten, der Schnitt ab ein Quersdmitt 
sein; ebenso aber auch der Schnitt aß yd. 
Jeder nimmt in einem Randpunkte seinen 
Anfang. Während aber der eine sein Ende 
in einem zweiten Randpunkt der Fläche er- j[ 
reicht, endigt der andere in einem Punkte 
seines früheren Laufes. Ein solcher Quer- 
schnitt, wie ccßyö, mag in Zukunft [weil 
er ungefähr die Form eines griechischen ö 
besitzt] kurzweg ein stginaßrmiger Querschnitt genannt werden. 

Ist ein Querschnitt bereits ausgeführt, und soll nun ein zweiter 
Querschnitt gezogen werden, so ist wiederum zu beachten, dass die 
Ufer des schon vorhandenen Schnittes bei Ausführung des zweiten 
als Randgebiete der Fläche anzusehen sind. .Der zweite Querschnitt 
wird also nach Belieben in einem ursprünglichen Randpunkt der 
Fläche, ebenso gut aber auch in einem Uferpunkt des schon vor- 
handenen Querschnittes seinen Anfang nehmen können. Aehnliclies 
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gilt für den Endpunkt des Querschnittes. Und Aehnliehes gilt natür- 
lich auch für einen dritten, vierten u. s. w. Querschnitt. 

So wird z. B., in der nebenstehenden 
Kreisfläche, aß ein Querschnitt sein; sodann 
yö ein zweiter, a^ ein dritter, rjd' ein vier- 
ter u. 8. w. 

Ferner wird in Figur III der Schnitt 
aßyde nicht als ein Querschnitt, sondern 
als ein Complex von zwei Querschnitten an- 
zusehen sein. Der eine von diesen beiden 
läuft — ebenso wie der in Figur I be- 
trachtete — von a über ß, y nach d, und ist 
also als ein s^igmaförmiger zu bezeichnen; 
während der andere von ö nach s geht. 

Des bequemeren Ausdrucks willen wird 
es zweckmässig sein, ausser den Querschnitten 
auch noch eine gewisse andere Gattung von 
Schnitten, nämlich die der Rückkehrschnitte 
einzuführen. Diese sollen folgendermassen de- 
finirt sein: 

Definition des Rückkehrsclmittes. — Ein 
(4.) in sich zurücklaHfhuler Schnitt, weldier den Band der FläcJie nirgends 
berührt oder Überschreitet, und weleher sicJi selber nirgends durchkreuzt, 
soll in Zukunft ein Bückkehrschnitt genannt werden. 

Nach Ausfühnmg eines ßückkehrschnittes sollen die beiden Ufer 
desselben wiederum als Randgebiete der Fläche angesehen werden. 
Wir können uns demnach den Schnitt aßyd in Fig. I, wenn wir 
wollen, auch so entstanden denken, dass in der gegebenen Kreis- 
fläche zuerst ein Rückkehrschnitt /3 yd /3, und sodann noch ein Quer- 
schnitt äa ausgeführt ist. Desgleichen werden wir z. B. in Fig. III 
den Schnitt aßyde als zusammengesetzt ansehen können aus einem 
zuerst ausgeführten Rückkehrschnitt ßyäß, und aus zwei sodann 
ausgeführten Querschnitten öa und ob. 

Die (von Riemann eingeführten) Querschnitte repräsentiren eine 
für die Classificirung der Flächen wichtige Operation. Um diese 
Operation auch bei solchen Flächen, die gesdilosseti, mithin ohne 
Rand sind, ausführen zu können, erscheint es angemessen, jeder sol- 
chen geschlossenen Fläche % zuvörderst, durch Herausnahme eines 
einzelnen Punktes, einen Rand zu verleihen. Dabei mag alsdann 
die durch dieses Verfahren entstehende ^leue Fläche durch einen über 
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das 5 gesetzten Punkt angedeutet, nämlich mit 5 bezeichnet, und 

kurzweg die jmnktirte Flädie genannt werden. Während also % gar 

(5.) Jceinen Rand hat, wird andererseits % eine einsige unendlich kleine 

Randcurve besitzen, welche dargestellt ist durch die ümgrenzungs- 

linie der durch die Herausnahme jenes Punktes hervorgebrachten 

unendlich kleinen Oefl&iung. 

Bemerknng. -■- Ist z. B. $ cioe Kugelfläche, so wird dio zugehörige 
liunktirte Fläche JJ iin Wesentlichea eine Kugelcalotte, mithin einfach zu- 
sammerüuingend sein [vergl. die vorhin bei i^l.) genannten Beisxnele]. 

§3. 
Die Eigensohaften einer einfach Eusammenhängenden Fläche. 

Von der sogenannten Elementarfläche [vgl. die Definition (1.)] 
haben wir eine deutliche geometrische Anschauung. Aus dieser 
geometrischen Anschauung ergiebt sich z. B. sofort, dass die Ele- 
meutarfläche durch jeden Querschnitt in zwei von einander getrennte 
Stücke zerfällt, ebenso auch durch jeden Rückketirschnitt Desgleichen 
übersehen wir sofort, dass von diesen beiden Stücken, je nachdem 
der Schnitt ein Quer- oder ÄVctArÄr-Schnitt ist, entweder jedes oder 
wenigstens eines wiederum eine Elementarfläche sein wird. 

Diese Eigenschaften der Elementarfläche übertragen sicli|ileiclit 
auf die einfach zusammenhängenden Flächen^ falls man nur Rücksicht 
nimmt auf die für die letzteren gegebene Definition (2.). 

Es sei z. B. 5 eine beliebig gegebene einfach zusammenhängende 
Fläche, und gleichzeitig sei 5' diejenige Elementarfläche, in welche 
sich 5 durch stetige Umformung verwandelt. Ist nun q irgend ein 
Querschnitt der Fläche 5» ^^^ q' ^^^ correspondirende Schnitt auf 
{^', so wird offenbar q' ebenfalls ein Querschnitt seni. Die Fläche 
5' ist aber eine Elementarfläche und wird also durch jeden Quer- 
schnitt in zwei getrennte Stücke zerlegt. Demnach wird 5' durch 
q\ und folglieh ancfi ^ durch q In zwei getrennte Stücke zerfallen. 

Wir bezeichnen diese beiden Stücke bei der ursprünglichen 
Fläche % mit f , g, und bei der Elementarfläche %' mit f , g'. Ofien- 
bar können alsdann \ und g als zwei Flächenstücke angesehen wer- 
den, welche sich durch stetige Umformung in f und g' verwandeln. 
Von den beiden Stücken f und g' ist aber jedes eine Elementar- 
fläche. Daraus folgt, dass jedes der beiden Stücke f und g ein entfach 
zusammenhängendes ist Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 
(6.) Erster Satz. — Eine einfach zusammenhängende Fläehe zerfällt 

durdi einen Querschnitt immer in zwei getrennte Stücke; von diesen 
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beiden Stücken ist jedes ein einfach zxisammcnliängendes. Durch v auf- 
einander folgende Querschnitte wird demnach eine einfach zusammen' 
Mngende Fläche in (1/ + 1) getrennte Stücke zerfallen y vofi weldicn 
wiederum jedes ein einfach zusammenhängendes ist. 

Wiederum sei % eine beliebig gegebene einfach zusammenhän- 
gende Fläche, und fj' die daraus durch stetige Umformung ent- 
stehende Elementarfläche. Ist nun s irgend ein Rückkehrschnitt der 
Fläche 5, so wird oifenbar der auf %' gezogene correspondirende ' 
Schnitt s' ebenfalls ein Rückkehrschnitt sein. Demnach wird % durch 
s, ebenso wie fj' durch s\ in zwei von einander getrennte Stücke 
zerfallen. Von den beiden Stücken, in welche 5' durch s zerlegt 
wird, ist aber eins eine Elementarfläche. Demnach muss von den 
beiden Stücken, in welche % durch s getheilt wird, eins ein einfach 
^zusammenhängendes sein. Also der Satz: 

Zweiter Satz. — Eine einfach zusammenltängende FläcJie zerfällt 
(7.) durch eitlen liückkehrschnitt immer in zwei getrennte Stücke; von die- 
sen beiden Stücken ist jederzeit eins ein einfadh zusammenhängendes. 

Eine Elementarfläche besitzt ihrer Definition zufolge immer nur 
eine Randcurve. Gleiches muss demnach auch von jeder Fläche gel- 
ten, die aus einer Elementarfläche durch stetige Umformung ent- 
standen ist. Somit erhalten wir folgenden dritten Satz: 

■ 

(8.) Dritter Satz. — - Eine einfach zusammenMngende Fläclie besitzt 

imnwr mir eine Randcurve, 

§4. 

Nähere Determination der zu betrachtenden Flächen. 

Bei unsern weiteren Betrachtungen wollen wir uns -durchweg 
auf solche Flächen beschränken, die folgenden beiden Anforderungen 
entsprechen: 

Erste Anforderung. — Die Flädie soll von solcJier Beschaffen- 
heit sein, dass das Bereich eines jeden Punktes der Fläche eine ein- 
(0.) fach zusammenhängende Fläche repräsentirt. Durch diese Anfor- 
derung werden ofl^enbar alle Flächen, die eine Spaltung zeigen [wie 
z. B. die Fläche (d.), (f.) pg. 147] von der Betrachtung excludirt. 

Zweite Anforderung. — Die Flädie soll von soldier Beschaffen- 
heit sein, dass sie durch irgend welche Querschnitte in eine ein- 
(10.) fach zusammenhängende Fläche vertvandelt werden kann. Durch 
diese zweite Anforderung, für sich allein betrachtet, würden off'en- 
bar die mit einer Spaltung behafteten Flächen noch nicht sämmt- 
lieh excludirt sein. [So z. B. würde durch sie von den beiden Flächen 
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(ß.) und (£.) pg. 147 nur die erste, nicht aber die zweite excludirt 

werden.] 

Die erste und zweite Anforderung decken einander theil weise, 

jedoch nicht so, dass durch eine derselben die andere überflüssig 

gemacht würde. So z. B. werden durch die erste Bedingung alle 

mit einer Spaltung behafteten Flächen excludirt, durch die isweite 

aber nicht. Andererseits aber werden durch die ztveite Anforderung 

alle geschlossenen Flächen excludirt [weil in einer geschlossenen 

Fläche überhaupt keine Querschnitte möglich sind], durch die erste 

aber nicht. 

BemerkOBg. — £& ist wohl wahrscheinlich, dass jedwede nichtgescldos- 
sene Fläche, falls sie der ersten Anforderung entspricht, nothwendiger Weise 
anch der zweiten genügen wird. Wäre solches wirklich beweisbar, so würde . 
man gut thun, die zweite Anforderung ganz fallen zu lassen. Denn die 
geschlossenen P^lächen würden trotzdem immerhin noch in der Weise in die 
Betrachtung hineingezogen werden können, dass man statt jeder solchen 

gesciüossenen Fläche <$ die zugehörige punktirte Fläche % [vgl. (5.)] ins 
Ange' fasst. 

§5. 

Untersuchung eines beliebig gegebenen Flächensystems. 

Definition seiner Grundzahl. 

Es sei © ein aus beliebig vielen Flächen bestehendes System. 
Die Flächen mögen beliebig im Räume vertheilt, und jede derselben 
von beliebiger Gestalt sein. Nur mag jede derselben den Anfor- 
derungen (9.), (10.) entsprechen. 

Wir wollen nun annehmen, dieses System @ könne durch ge- 
wisse v' Querschnitte — sie mögen in ihrer Gesammtheit mit q' 
bezeichnet werden — in ein System ©' verwandelt werden, welches 
aus a Flächenstücken besteht; und das System © könne anderer- 
seits durch gewisse i/" Querschnitte — sie mögen q'' genannt wer- 
den — in ein System ©" verwandelt werden, welches aus a" Flächen- 
stücken besteht. Femer wollen wir annehmen, unter den Flächen- 
stücken, aus welchen die Systeme* ©' und ©" bestehen, wäre jedes 
einzelne ein einfach ziisaimncnMngeiiides. Es fragt sich, ob unter 
dieser Voraussetzung zwischen den Zahlen v'y a und v'\ «" irgend 
welche Beziehung stattfindet, oder ob dieselben von einander völlig 
unabhängig sind. 

um näher hierauf einzugehen, wird es nöthig sein, beide Quer- 
schnittsysteme, das der q' und das der g", gleichzeitig zu ziehen. Der 
Einfachheit willen nehmen wir an, dass die beiden Schnittsysteme 
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bei einer solchen Superposition nur in einzelnen Blinkten (nicht in 
Linien) einander decken. Die Anzahl dieser einzelnen Deckungs- 
punkte mag 8 heissen. Ferner nehmen wir, der Einfachheit willen, 
zuvörderst an, dass unter diesen ö Deckungspunkten oder Schnitt- 
punkten keiner vorhanden ist, der gerade mit einem jEndpimkte der 
Schnitte q' oder q' zusammenfallt. Von den beiden Schnitten q 
und q'j welche einander in einem jener ö Punkte schneiden, wird 
alsdann jeder durch den andern in zwei Stüclce zerlegt werden. 

Wir denken uns zuerst die Querschnitte q' gezogen, und hier- 
durch @ in ©' verwandelt. Ziehen wir jetzt einen der Schnitte q\ 
so wird ein solcher Schnitt nur dann einen Querschnitt des Fläclien- 
Systems ©' vorstellen, wenn er die schon vorhandenen Schnitte q' 
nirgends berührt oder überschreitet, andernfalls aber einen Complex 
von niefireren Querschnitten vorstellen. Es fragt sich nun zunächst, 
wie gross die Anzahl derjenigen Querschnitte Q" ist, welche in dem 
Flächensystem ©' entstehen, sobald wir darin sämmtliche Schnitte 
(/" ausführen. Offenbar werden sämmtliche Endpunkte der §" zum 
einen Theil durch die Endpunkte der q' selber, zum andern Theil 
durch diejenigen Punkte dargestellt sein, in welchen die g" von den 
q' geschnitten werden. Die Anzahl des ersten Theiles ist gleich 
der Anzahl der Endpunkte der q", d. i. gleich 2i/"; die Anzahl des 
zweiten Theiles muss, da jeder der genannten Schnittpunkte zwei 
Endpunkte der Q'' repräsentirt, doppelt so gross als die Anzahl 
jener Schnittpunkte, also gleich 2d sein. Im Ganzen wird daher 
die Anzahl der Endpunkte der Q" gleich (2i/" -j- 2d), folglich die 
Anzahl der Q'' selber gleich 

sein. 

Umgekehrt wird andererseits, wenn wir uns in dem Systeme © 
zuerst die q' gezogen, und hierdurch © in ©" verwandelt denken, 
jeder nunmehr folgende Schnitt q' im Allgemeinen mefirere Quer- 
schnitte Q' des Systems ©" repräsentiren. Die Anzahl dieser Q' 
wird, wie man sofort übersieht, gleich 

sein. 

Es sei A die Anzahl von Flächenstücken, in welche © zerfallt, 
wenn gleichzeitig sowohl sämmtliche Schnitte q', als auch sämmtliche 
Schnitte q'' ausgeführt werden. 

Offenbar kann diese Zahl Ä als die Anzahl derjenigen Stücke 
angesehen werden, in welche sich das Flächensystem ©' durch Aus- 
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führung der Querschnitte Q'' verwandelt. Nun besteht das System 
©' der Voraussetzung zufolge aus a' Stücken, von welchen jedes 
einfach susamnmiliängend ist. Es wird daher dieses System ©' [zu- 
folge des Satzes (6.)] durch Ausführung der (v" + ^) Querschnitte 
Q" in («' + v' + S) Stücke zerfallt werden. So ergiebt sich: 

(11.) A=^a +v' + S. 

Andererseits kann aber ^.auch als die Anzahl derjenigen Stücke 
angesehen werden, in welche das System ©" durch Ausführung der 
{v' + S) Querschnitte Q' zerlegt wird; alsdann ergiebt sich: 

(12.) A = a' + v' + ö. 

Aus diesen beiden Formeln (11.) und (12.) folgt sofort: 

/ l ff M \ f 

a -\- V = a + V , 
d. i. 
(13.) v' — a' = 1/" — a". 

Bei Ableitung dieser Formel wurde die beschränkende Voraus- 
setzung gemacht, dass die beiden Schnittsysteme bei ihrer Super- 
position nur in einzelnen Punlcten einander decken, und dass unter 
diesen d einzelnen Deckungspunkten keiner vorhanden ist, welcher 
gerade mit einem Endpunkt der Schnitte zusammenfällt Sollte diese 
Voraussetzung nicht erfüllt sein, so wird man es doch durch eine 
unendlich Meine Verschiebung des einen Schnittsystems, z. B. des Sy- 
stems q\ leicht dahin bringen können, dass sie in Erfüllung geht. 
Sobald diese unendlich kleine Verschiebung ausgeführt ist, wird dann 
die Formel (13.): 



f f ff ff 
V — a = V — a 



wiederum gelten. Die Zahlen v' und «' sind aber offenbar nach 
der Verschiebung des Systems ([' eben dieselben, wie vor jeuer Ver- 
schiebung. Daraus folgt, dass die Formel auch schon vor der Ver- 
schiebung gültig ist, dass sie also völlig allgetncine Gültigkeit besitzt. 
Wir erhalten daher folgenden wichtigen Satz: 

Fundamentaltlieorem. — Denkt man sidi ein beliebiges Flächen- 
system © m verschiedenen Zeiten durdh verschieden gewählte Quer- 
(14.) schnittsystetne zerlegt, und dadurch jedesmal in ein System von lauf er 
einfach zusammenliängenden Flächenstüclen*) verivandeltj so wird die 
Differenz (y — a), um welche die jcdestnalige Anzahl v der Querschnitte 



*) Unter einem System einfach zusamtnenfiängender Fläcliensiücke ist solbst- 
verBtändlich hier (und ebenso auch in Zukunft) stets ein System von Flikhen- 
stiicken zu verstehen, deren jedes für sich allein betrcichiet einfach zusammen- 
hängend ist. 
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grösser als die jedesmalige Anzahl a der restdtirenden Flächenstücke 
i^ty in alV diesen Fällen ein und denselben Werth haben. Jene 
Differenz (y — a) ist demnach eine dem gegebenen Fläclmisystcm © 
eigenthümliche unveränderliche Zahl. Gleidhes wird daher z, JB. 
auch gelten von der Zahl (y — a + 2). Diese letztere soll in Zukunft 
die Grundzahl des Flächensystems genannt werden. 

An diesen fundamentalen Satz schliessen sich unmittelbar einige 
weitere Bemerkungen an. Ein beliebig gegebenes Flächensystem @ 
verwandle sich, wenn man darin irgetid einen bestimmten Querschnitt 
q ausführt, in ein Fliichensystem ©'. Um das ursprüngliche System 
@ aber in ein System von lauter einfach zusammenhängenden Flächen- 
stücken zu verwandeln, mögen nach Ausführung jenes Querschnittes 
q noch v weitere Querschnitte q^, q^y - < • qv erforderlich sein; und 
gleichzeitig mag a die Anzahl der einfach zusammenhängenden Flächen- 
stücke vorstellen, aus welchen das letztgenannte System besteht. 

Alsdann wird also das System @ im Ganzen durch (1/ + 1) 
Querschnitte in ein System von a Flächenstücken verwandelt, unter 
denen jedes einfach zusammenhängend ist. Und andererseits sehen 
wir, dass das System ©' bereits durch v Querschnitte in ein System 
von a einfach zusammenhängenden Flächenstücken verwandelt wird. 
Zufolge des Satzes (14.) ist daher 

(1; + 1) — « + 2 

die Grundzahl von @, und 

v — a + 2 

die Grundzahl von ©'; die Grundzahl von ©' also um 1 kleiner 
als die von ©. Somit ergiebt sich der Satz: 

Erster Satz. — Die Grundzahl eines Flächensystetns wird durch 
(15.) jeden Quersctinitt um 1 erniedrigt; durch ein System von v Querschnit- 
ten also um V erniedrigt. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich anstellen bei den llück- 
kehrschnitten. Ein Flächensystem © verwandle sich durch irgend 
welchen Tlückkehrschnitt s in ©'. Femer sei q ein in dem Systeme 
©' gezogener Querschnitt, und zwar ein Querschnitt, welcher in 
einem Uferpunkte des Rückkehrschnittes s beginnt, und von hier 
aus nach irgend welchem Randpunkte desjenigen Fläclienstückes 
hinläuft, in welchem s construirt ist. Endlich mag das durch Aus- 
führung von s und q erhaltene Flächensystem mit % bezeichnet 
werden. 

Das Flächensystem % entsteht alsdann aus ©' durch Ausfüh- 
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rung des einen Querschnittes q. Zufolge des vorhergehenden Satzes 
ist daher die Grundzaiü von % um 1 kleiner als die von @'. 

Andererseits ist zu bemerken ; dass die Schnitte q und s zu- 
sammengenommen als ein einziger sigmaformiger Querschnitt ange- 
sehen werden können [vgl. pg. 148] ; und dass daher % als ein Flächen- 
system angesehen werden kann, welches aus @ nur durch Ausfüh- 
rung eines einstigen Querschnittes entsteht. Zufolge des vorhergehen- 
den Satzes wird also die Orundzahl von % um 1 kleiner als die von 
@ sein. 

Fasst man beide Ergebnisse zusammen , so sieht man sofort^ 
dass die Grundzahlen von @ und @' einander gleich sind^ und ge- 
langt also zu folgendem Satz: 

Zweiter Satz. — Die Grundzahl eines Flächensystettis erleidet 
(16.) durch Ausführung eines RückkehrsclmiUes keinerlei Äenderung, und er- 
leidet also audh hei At4sfiitirung von beliebig vielen Eückkehrschnitten 
keine Aenderung. 

Schliesslich noch folgende sehr einfache Bemerkung: Kanu ein 
gegebenes Flächensystem durch v Querschnitte in a einfach zusam- 
menhängende Flächenstttcke verwandelt werden, so ist nach unserer 
Definition [vgl. den Schluss des Satzes (14.)] 

v — a + 2 

die Grundzahl des Systems. Besteht daher das System, bereits von 

Hause auSy aus a einfach zusammenhängenden Flächenstilcken, so 

wird seine Gnmdzahl gleich 

O-a + 2 
sein. Also der Satz: 

(17.) Dritter Satz. — Die Grundzahl eines Systems, welches aus a ein- 

facli msammen/iängenden Flädienstücken besteht, ist stets = (2 — «). 
Setzt man beispielsweise a = 1, denkt man sich also ein System, 

welches nur aus einer einzigen Fläche besteht, so gelangt man zu 

folgendem specielleren Resultat: 
(17 a.) Vierter Satz. — Die Grundzahl einer beliebig gegebenefi einfaeh 

zusammenhängenden Fläche ist stets = 1. 

§ 6. 

Weitere Betraohtnngen über ein beliebig gegebenes Fläohensystem. 

Es sei @ ein beliebig gegebenes Fisichensystem (oder auch eine 
beliebig gegebene einzelne Fläche), femer sei JV die Grundzahl 



von 



©. 
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Führen wir v' beliebige Querschnitte aus, so entsteht ein Flächen- 
system, dessen Grundzahl gleich N — v' ist. Lassen wir sodann 
zu jenen Querschnitten q' Rückkehrschnitte hinzutreten, so entsteht 
ein Flächensystem, welches ebenso wie das vorhergehende die Grund- 
zahl N — v' besitzt. Lassen wir hierauf v" Querschnittte und q" 
Rückkehrschnitte zu den schon vorhandenen Schnitten hinzutreten, 
so entsteht ein Flächensystem, dessen Grundzahl gleich N — v' — v" 
ist, u. s. w. Air dies ist eine unmittelbare Folge der Sätze (15.) 
und (16.). 

Führen wir also in dem gegebenen Systeme © in irgend wel- 
cher Reihenfolge im Ganzen v Querschnitte und q Rückkehrschnitte 
aus, so wird 

die Grundzahl des resultirenden Flächensystems sein. Wir wollen 
nun annehmen, dieses letztere System bestände aus a Flächenstücken, 
von welchen jedes einfach zusammenhängend ist. Zufolge des Satzes 
(17.) wird sich in diesem Falle die Grundzahl dieses Systems noch 
in anderer Art, nämlich durch 

2 — a 

ausdrücken lassen. Demnach wird bei der gemachten Annahme 

N—v = 2 — a, 

d. i. 

J!V=i;-a-f 2 

sein. Somit gelangen wir zu folgendem Ausspruch: 

Fünfter Satz. — Kann ein Flächensystem © oder audi eine einzelne 
FläeJie © durcli> irgend welche v Querschnitte und durch irgend welche 
(18.) Q BückJcelirschnitte in a Fläcfumstücke verwandelt werden, von denen 
ein jedes einfach zusammenhängend ist, so ivird jederzeit 

v — a + 2 
die Grundzahl von © sein. 

Dieser Satz ist von einer gewissen praktischen Bedeatung. Denn 
mittelst desselben kann man z. B. die Gnindzahl einer bestimmt gegebenen 
Fläche selbst dann, wenn dieselbe sehr complicirter Gestalt ist, ziemlich 
leicht ermitteln. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Beschaffenheit einer völlig 
unbekannten Fläche % näher zu untersuchen, falls die GrundzaJil der- 
selben gegeben, und zwar =1 ist. 

Da die Fläche g selbstverständlich den beiden Anforderungen 
(9.), (10.) entsprechen soll, so ist sie [zufolge (10.)] durch irgend 
welche, ihrer ZaJil und Lage nach unbekannte Querschnitte q^, q^, ...Qt 
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in eine einfach susammenhängende Fläohe verwandelbar. Zufolge des 

Fundamentaltheorems (14.) gilt alsdann für die Grundzahl N der 

Fläche g die Formel 

N=v-' a + 2, 

oder, weil im gegenwärtigen Fall die Anzahl a der durch die Quer- 
schnitte QifQiy^-'Cl* erhaltenen einfach zusammenhängenden Flächen- 
stücke = 1 ist: 

N=v+ 1.' 

Diese Formel aber nimmt, weil die Grundzahl N der Fläche ^ gß" 
geben und zwar = 1 ist, die Gestalt an: 

1=1,+ 1; 
woraus folgt: 

v = 0. 

Jene unbekannte Fläche % ist also durch Querschnitte in eine 
einfach zusammenhängende Fläche verwandelbar. D. h. sie ist schon 
von Hanse aus eine einfach zusammenhängende. 

Wir sehen somit, dass jedwede Fläche von der Grundzald 1 eine 
einfach zusamnvenMngende ist Zufolge (17 a.) gilt aber auch der um- 
gekehrte Satz; sodass wir zu folgendem Resultat gelangen: 

Sechster Satz. — Jede Fläche von der Grundzahl 1 ist eine ein- 
(19.) fach zusammenlülngende. Und unigekdirt wird jedwede einfadt zusam- 
menhängende Fläche die Grundzahl 1 besitzen. 

Repräsentirt ^ irgend eine unbekannte Fläche, so wird dieselbe 
[weil die Anforderungen (9.), (10.) stets als erfüllt betrachtet werden 
aollen] zufolge (10.) durch irgend welche ihrer Zahl und Lage nadt 
unbekannte Querschnitte Qi, Q^, - - > (Jr iu eine einfach zusamnien- 
hämjeiulc FläcJw verwandelt werden können. Alsdann aber hat die 
Grundzahl N der Fläche §, zufolge des Fundamentaltheorems (14.), 

den Werth: 

N=v - a + 2, 
d. i. den Werth: 

N=v—1 + 2 = v + 1] 

denn im gegenwärtigen Falle ist die Anzahl a der durch die Quer- 
schnitte Qu (127 ' ' ' Qv resultirenden einfach zusammenhängenden 
Flächenstücke = 1. Wir erhalten also: N = v -{- 1, oder, was das- 
selbe ist: 

v = N- 1, 

und gelangen daher zu folgendem Resultat: 

Siebenter Satz. — Eine beliebig gegebene Tselbstverständlich aber 
(20 den Anforderungen (9.), (10.) entsprechende] Flädw ist [zufolge (10.)] 
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stets durch irgend tvelche Quersdmüte in eine einfadt Busamnhenhängende 
Mädie verwandelbar. Und wenn audi die Lage und Configuration 
der hierzu erfmderliclien Querschnitte in mannigfaltiger Weise variirt 
werden Jcann, so wird doch ihre Anzahl stets ein und dieselbe, näm- 
lidi stets = {N — 1) sein, falls N die Grundzahl der gegel)enen Fläche 
vorstellt 

Hieraus folgt sofort, dass in einer Fläche von der Grundzahl N 
stets {N — 1) dieselbe nicht zerstückelnde Querschnitte ausführbar sind. 
Denkt man sich aber irgend weldie {N — 1) die Fläche nicht zer- 
stückelnde Querschnitte ausgeführt, so wird die Fläche dadurch stets^ 
wie jene Querschnitte im üebrigen auch immer beschaffen sein 
mögen, in eine Fläche von der Grundzahl 1 sich verwandeln; wie 
solches aus einem früheren Satz (15.) unmittelbar folgt. Beachtet 
man schliesslich, dass [nach (19.)J eine Fläche von der Grundzahl 1 
stets eine einfach zusamtncnliängende Fläche ist, so gelangt man also 
zu folgendem Resultat: 

Vollständigere Form des siebenten Satzes. — In einer Wläclie 
von der Grundzahl N sind stets {N — 1) dieselbe nicht zerstückelnde 
(21.) Querschnitte ausführbar, Delikt man sich aber (N — 1) derartige Quer- 
schnitte wirklich comtrüirt, so wird dadurch die FläeJie stets, wie 
diese Querschnitte im Ud/rigen hucJi besduiffen sein mögen, in eine ein- 
facti ziisammenliängende Flüche übergelien. 

Erste Bemerkung. — Jede [den Anforderungen (9.), (10.) entspre- 
chende] Fläche ist durch Ausführung irgend welcher Querschnitte q^, g^, 
... (^y in eine ein&ch zusammenhängende Fläche verwandelbar. Die An- 
zahl V dieser Querschnitte wird aber, zufolge des Satzes (20.) stets ={N — 1) 
sein, falls N die Grundzahl der gegebenen Fläche vorstellt. Somit ergiebt 
sich: N = (v -\- 1), oder, weil v (seiner Bedeutung nach) eine der Zahlen 
0, 1, 2, 3, . . . repi^entirt: 

N ^ 1, 2, 3, 4, . . . 

D. h.: Die Grundzahl finer den Anforderungen (9.), (10.) entsprechenden 
Fläche wird stets durcfi eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, . . . dargesttUt sein. 

Zweite Bemerknng. — Durch den eigenthümlichen Gang der von uns 
in diesem Capitel angestellten Betrachtungen sind wir nnwillkärlich zu 
einer Ausdrucksweise geführt worden, die von der i^temann'schen etwas 
abweicht. Doch entsteht in dieser Beziehung völb'ge Uebereinstimmung, 
, wenn wir jedwede Fläche von der Grundzahl N eine N-fach zusammen- 
hängende Fläche nennen ; — was übrigens z. B. für den Fall iV = 1 schon 
durch den Satz (19.) geboten ist. 

Es seien a einzelne Flächen %^, §2? • • • i5« gegeben respec- 
tive mit den Grundzahlen N^^, N^, , . . Na- Zufolge (20.) respective 
(21.) ist alsdann z. B. 5« durch (Nx — l) Querschnitte in eine ein- 
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fach zusammenhängende Fläche verwandelbar. Demnach kann das 
ganze System (g^, 5s, ... 5«) ^^^ch 

d. 1. durch 

(N, + N, + ... + N„)-a 

Querschnitte in a Flächen verwandelt werden, deren jede einfach 
zusammenhängend ist. Hieraus aber folgt [Satz (18.)], dass die Grund- 
zahl jenes Systems (5i, ^2^ • • • 5«) ^^^ Werth hat: 

(N, + N, + .,. + Na) — 2« + 2; 

sodass man also zu folgendem Resultat gelangt: 

Achter Satz. — Sind a einzehie Fläclien gegeben rcspective mit 
(22.) den Grundzahlen N^y N^, . . . Na, so wird die GrundzaJil des aus alV 
diesen Flächen bestehenden Systems den Werth besitzen: 

{N, + N^ + ... + N„)^2a+2. 

Ein Specialfall dieses Satzes ist der frühere Satz (17.) 

U^ir wollen uns jetzt irgend eine Fläche 5 gegeben denken, 
auf derselben irgend einen Punkt markiren, und das Bereich U dieses 
Punktes mittelst eines unendlich kleinen Rückkehrschnittes von der 
Fläche abtrennen. Das nach Absonderung des Bereiches U von der 

Fläche 5 ^oeh übrig bleibende Stütk mag % heissen. Ueberdies 

mögen die Grundzahlen von 5? % ^^^ U respective mit N, N und 
n bezeichnet werden. 

Die (xrundzahl des Systems (5, U) lässt sich nun in doppelter 
Weise angeben. Einerseits ist dieselbe nämlich [nach (22.)J 

= (JV'+„)-4 + 2; 

und andererseits ist sie [zufolge des früheren Satzes (16.)] = N. 

Somit folfft: 

^ N=(N+n)--2, 

oder, weil [zufolge (9.) und (17a.)] die Zahl w= 1 ist: 

N=N+ 1; 
sodass man also zu folgendem Satze gelangt: 

Neunter Satz. — Fine Flädie von der Grundzahl N verivandelt 
(23.) sichy durch Herausnahme cifies einzelnen Punktes, in eine Fläche von 
der Grundzahl (iV+ 1). Dabei ist unter der Herausnahme einesb 
Punktes die Herausnahme eines beliebig kleinen den Punkt umgeben- 
den Flächenstücks zu verstehen. 

Eine einfach zusammenhängende Fläche bleibt, falls sie irgend- 
(24.) einer stetigen Umformung unterworfen wird, fortdauernd einfach zu- 
sammenhängend; wie solches aus der Definition der einfach zusammen- 
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hängenden Fläche [(2.) p. 146] unmittelbar folgt. Mit andern Worten 
[vgl. (19.)]: Eine Fläche von der Grundzahl 1 wird dieae Grundzahl, 
auch bei irgend welcher stetigen Umformung, fortdauernd beibehalten. 
Dieser Satz lässt sich leicht erweitern. 

Eine Fläche 5 von der Grundzahl N ist nämlich stets [vgl. 
(20.), (21.)] durch gewisse {N — 1) Querschnitte g'i, Q2 > - • Qn—i in 
eine einfach etisammenhängende Fläche %^^^ verwandelbar. Unterwirft 
man nun die Fläche ^ irgend einer stetigen Umformung, und lässt 
man an dieser Umformung auch die genannten Querschnitte, mithin 
auch die Fläche 5^*^ participiren, so werden 

5; ?i, ^2; • • • iN-i und 5(1) 
irgend welche andere Gestalten 

®7 ^i> ^2? • • • '^if-i ^nd ®(^) 
annehmen; und zwar wird ®^*) [zufolge des Satzes (24.)], ebenso wie 
5^^\ eine einfach zusammenhängende Fläche sein. Da nun aber ® 
mittelst der {N — 1) Querschnitte ^1, r^, . . . rs-i in diese einfach 
zusammenhängende Fläche @^^' sich verwandelt, so folgt hieraus 
[mittelst des Satzes (20.)], dass ® selber eine Fläche von der Grund- 
zahl N ist. Also der Satz: 

Zehnter Satz. — Eine Fläche von der GrundzaJd N wird diese 
(25.) GrundzaJU, auch bei irgend welcher stetigen Umformung, fortdauernd 
beibehalten, Oder mit andern Worten: Die Grundzahl einer FläcJie 
erleidet durch stetige Umformung derselben keinerlei Abänderung, 

§ 7. 

Ueber die Bandourven einer Fläohe respeotive eines Fläohensystenui. 

Es sei @ ein beliebig gegebenes Flächensystem oder auch eine 
beliebig gegebene einzelne Fläche. Wir führen in © einen belie- 
bigen Querschnitt aus. Was die Lage dieses Querschnittes anbe- 
langt, so sind überhaupt nur drei Fälle denkbar. Fig. i. 

Erster Fall: Der Querschnitt nimmt sei- 
nen Anfang in irgend einer Randcurve A und 
endigt in irgend einer amfem Randcurve B. Als- 
dann werden sich die beiden genannten Curven 
A und B [vergl. Fig. I] mit den beiden Ufern 
des Querschnitts zu einer einzigen Randcurve 

ja 

vereinigen. An Stelle der beiden Randcurven 
A und B haben wir also in diesem Falle nach 
Ausführung des Querschnittes nur eine einzige Randcurve. Mit 

Neumann, AbeFsche Integrale. 8. Aufl. 11 
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andern Worten : Die Anzahl der Randcürven wird durch den Quer- 
schnitt um 1 vermindert. 

Zwditer Fall: Der Querschnitt nimmt seinen Anfang in ii^end 
einer Randcurve A und endigt in irgend einem pig. n. 

Punkt d^selben Curve. Bezeichnen wir [Fig. II] 
die beiden Theile, in welche A durch den An- 
fangs- und Endpunkt des Querschnittes zerlegt 
wird, mit A' und A", so wird A' mit dem eirum 
Ufer des Querschnittes zusammengenommen eine 
einzige in sich zurücklaufende Randcurve bilden, 
und ebenso Ä" mit dem andern Ufer jenes Schnit- 
tes zusammengenommen. In diesem Fall wird also die Anzahl der 
Torhandenen Randcurven durch Ausführung des Querschnittes um 1 
vermehrt werden. 

Dritter Fall: Der Querschnitt ist ein sigmaßrmüjer. D. h. er 
nimmt seinen Anfang in irgend einer Randcurve A [Fig. III] und 
endigt in irgend einem Punkt seines frühe- 
ren Laufes. Ein solcher sigmaförmiger Quer- '' 
schnitt kann als ein Complex von einem Rück- 
k ehrschnitt s und von einem Querschnitt q 
angesehen werden. Der letztere wird dann 
seinen Anfang in der Randcurve A, und 
sein Ende in dem einen Ufer des Schnittes s 
haben. 

Wir wollen uns nach einander zuerst s und 
sodann q ausgeführt denken. Durch den Rückkehrschnitt s wird 
die Anzahl der vorhandenen Randcurven offenbar um 2 vermehrt; 
denn das eine Ufer von s bildet für sich allein eine vollständige in 
sich zurücklaufende Randcurve; und Gleiches gilt auch von dem 
(otdem Ufer. 

Lassen wir nun gegenwärtig den Querschnitt q sich anschliessen, 
so wird dieser, ebenso wie der im ersten Fall behandelte, zwei ver- 
schiedene Randcurven mit einander verbinden, folglich eine Vermin- 
derung der Randcurven- Anzahl um 1 verursachen. 

Durch beide Schnitte s und q zusammengenommen tritt also 
eine Vermehrung der Randcurven um 1 ein. D. h. jene Anzahl wird 
durch den hier im dritten Falle betrachteten Querschnitt um 1 ver- 
mäirt. 

AUe drei Fälle znsaiumengehsät, gelangen wir daher zu folgen- 
dem Resultat: 
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Erster Satz. — Die Anzahl der bei irgend einetn FläcJiensyste^n 

(1.) oder hei irgend einer einzelnen Fläche vorhandenen Randcurven tmrd 

durch jeden Querschnitt entweder um 1 vermehrt, oder um 1 vermindert 

Bemerkung. — Die Figur III zeigt in dentlicber Weise, dass ein sigma- 
förmiger Querschnitt stets zwei Uferlinien besitzt, nämlich erstens eine 
innere, geschlossene ^ und andererseits ein« äussere, ungeschlossene Uferlinie. 
Die beiden Endpunkte der letztem liegen einander unendlich nahe und 
befinden sich z. B. in jener Figur III beide auf der Curvo A. 

Eine beliebig gegebene Fläche v 5 von der Grundzahl N kann 
[nach (20.) pg. 158] durch {N — 1) Querschnitte in eine Fläche 
cj(i) verwandelt werden, welche einfach zusammenhängt, deren Rand- 
curven- Anzahl also [nach (8.) pg. 151] nothwendiger Weise = 1 ist 

Bezeichnet man nun die ursprüngliche Randcurven- Anzahl der 
Fläche % mit JB, so wird diese Zahl B [vergl. (1.)] durch jeden der 
in Rede stehenden {N— 1) Querschnitte um e vermehrt, wo f = + 1 
ist. Bezeichnet man also die jenen {N — 1) Querschnitten entspre- 
chenden Vermehrungen der Reihe nach mit «i, «2> • • • ^s-it so muss 

gleich der Randcurven-Anzahl von %^^\ d. i. gleich 1 sein. Somit 
ergiebt sich die Formel: 

Ist unter den Grössen b^,b^, . . . ss—i die Anzahl derjenigen, welche 
den Werth + 1 haben, gleich v, mithin die Anzahl derer, welche 
den Werth — 1 besitzen, gleich {N — \ — v), so verwandelt sich 
die eben aufgestellte Gleichung in 

JJ + v — (2Sr- 1 -v) = 1, 

d. i. in R = (N—2vy 

Zufolge seiner Bedeutung ist v irgend eine Zahl aus der Reihe 

0, 1, 2, ..., (N- 1), 
mithin 2v eine Zahl aus der Reihe 

0, 2, 4, ..., (2JV^— 2). 
Aus der soeben erhaltenen Gleichung 

R = (N-2v) 
ergiebt sich daher, dass 12 eine Zahl sein muss, welche zur Reihe 

N, iN-2), (N-4), ..., (2-iV) 

gehört. Seiner Bedeutung zufolge kann natürlich R niemals nega- 
tiv sein; jedenfalls aber haben wir folgenden Satz: 

Zweiter Satz. — Bezeichnet man für irgend eine FläcJie die Grund- 
zahl und die Randcurven-Anzahl respective mit N und R, so wird 

R, falls N gegeben ist, stets einen der Werthe haben: 

11* 
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(2.) R = N, (N-- 2), {N - 4), (N - 6), etc. etc. 

Und um^jeketirt wird also, falls E gegeben sein sollte, die Zahl N stets 
einen der Werthe 

(3.) N=R, (R + 2), (R + 4), {R + 6), etc. etc. 

besitzen. 

Diesem Satze schliesst sich, was den Fall der gesdUossenen Flüchen 
betrifft, sofort folgende speciellere Bemerkung an: 

Dritter Satz. — ' Versteht man unter 5 irgend eine geschlossene 
Fläche, mithin [vgl. (5.) pg. 150] unter % die zugehörige jmnhtirte 
Fläche, so besitzt % nur eine einzige Randcurve. Folglich mrd [nach 
(3.)] die Grundzahl N dieser Fläctie % eineti der Wertlie 

(4.) A'= 1, 3, 5, 7, 9, etc. etc. 

besitzen. Und hieraus folgt weiter [Satz (20.), (21.) pg. 158], dass 

die Anzahl derjenigen Quersdmitte, welche zur Umwandlung der Fläche 

%'in eine einfach zusammenhängende erforderlich sind, durch eine 

der Zahlen: 
(5.) 0, 2, 4, 6, 8, etc. etc. 

dargestellt sein icird. 

Den gegenwärtigen Betrachtungen schliessen sich einige wei- 
tere Sätze an, die hier nur deswillen aufgeführt werden sollen, weil 
sie bequeme Stützpunkte abgeben werden für unsere späteren Unter- 
suchungen. So z. B. ergiebt sich folgender 

Vierter Satz. — Ist die Randcurven-Anzahl einer Fläche fj gleicli 

zwei, so Jcann dieselbe durch irgend welchen von der einen zur andern 

(6.) Randcurve laufenden Querschnitt nief)ials zerstüekelt werden. Und zwar 

wird die so entstellende neue, in sich zusammenhängende Fläehe nur 

noch eine einzige Randcurve besitzen. 

In der That schmelzen nämlich die beiden ursprünglichen Rand- 
curven durch jenen Querschnitt zu einer einzigen zusammen [vgl. den 
ersten Fall p. 161]. Das Vorhandensein nur einer einzigen Rand- 
curve ist aber ein sicheres Anzeichen dafür, dass die Fläche durch 
jenen Querschnitt nicht in getrennte Stücke zerfallen ist. Q. e. d. 

Um nun weiter zu gehen : Jede einem Flächensystem zugehörige 
ganze Zahl, wie z. B. seine Grundzahl, seine Randeurven-Anzahl, seine 
Flächenindividuen-AnzaM (d. i. die Anzahl der zum System gehörigen 
einzelnen Flächen), kann bei einer stetigen Deformation des Systems 
sich immer nur in stetiger Weise ändern, und muss also, weil ganze 
Zahlen eineir stetigen Aenderung unfähig sind, während jener De- 
formation constant bleiben. Entsteht also z. B. aus einer gegebenen 
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Fläche 5 durch irgend welchen Querschnitt ein Fliicliensystem von 
der Individuen- Anzahl a, so wird diese Anzahl^ falls man den Quer- 
schnitt irgend welcher stetig fortschreitenden Deformation unterwirft, 
constant, =a bleiben. Hieraus ergiebt sich für den speciellen Fall : 
« = 1 folgender Satz: 

Fünfter Satz. — Denkt man sich in einer gegebenen Fläche g 

irgend einen dieselbe nicht eerstückelnden Querschnitt ausgeführt, so 

n\ wird eine Zerstückelung auch dann nicht eintretepi können, wenn man 

nachträglidi jenen Querschnitt irgend welcher stetig fortschreitenden 

Deformation unterwirft. 

Der Anfafigspunkt des in Rede stehenden Querschnittes liegt 
stets auf einer Randcurve der Fläche 5; ^^^^ durch eine stetige De- 
formation des Querschnitts wird man offenbar diesen Anfangspunkt 
längs jener Curve beliebig verschieben, also denselben nach einer 
beliebig vorgeschriebenen Stelle jener Curve hintransportiren können. 
Analoges gilt vom Endpunkt des Querschnittes. 

Sind insbesondere der Anfangspunkt und der Endpunkt des 
(Querschnitts beide auf ein und derselben Randcurve 8 der Fläche ^ 
gelegen, so wird man den Querschnitt durch c^ne stetige Deformation 
z. B. auch in einen sigma- 
formigen Querschnitt zu ver- Jl3iIl^-£-^ 
wandeln im Stande sein. 1^3- 
präsentirt z. B. in beistehen- 
der Figur der obere Bogen 
ein Bruchstück der Randcurve 
S, und aßyö den in Rede 
stehenden Querschnitt, so 
wird man, durch eine stetige 
Deformation des Querschnitts, seinen Endpunkt d über d', tf" nach 
cc, und hierauf weiter nach d'" und d"" verschieben, und in solcher 
Weise den Querschnitt selber successive in die Gestalten: 

aßyd', aßyd"f aßya'aßyö"', «/3yd"" 
versetzen können. Von diesen Gestalten sind aber die beiden letzten 
sigmafärmige. Und umgekehrt wird man den in Rede stehenden 
Querschnitt, falls er etwa zu Anfang die sigmaformige Gestalt aßyd"" 
haben sollte, durch stetige Deformation in die gewöhnliclie Gestalt 
aßyS zu versetzen im Stande sein. — Man gelangt daher auf Grund 
des Satzes (7.), und indem man (der Einfachheit willen) die betrach- 
tete Fläche 5 "och gewissen specielleren Voraussetzungen unter- 
wirft, zu folgendem Resultat: 
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Sechster Satz. — Es sei % eine Fläche mit nur einer Band- 
es,) curve. Ueberdies sei die Fläche fj keine einfach eusammenhängende, 
mithin ihre GrundzaJil verschieden von 1 ; sodass also nothwendiger Weise 
irgend ein die Fläche nicht zerstückelnder Querschnitt construirbar ist. 
Alsdann kann man durch stetige Deformation diesen Querschnitt, falls 
er ein gewöhnlicher sein sollte, in einen sigmaförmigen, und um- 
gekehrt, falls er ein sigmaförmiger sein sollte, in einen gewöhn- 
lichen verwandeln, — ohne dass dabei eine Zerstückelung der Fläche 
g m befürchten stünde. 

Um die HauptsacJie hervorzuheben: Entspricht die Fläche % den 
genannten Bedingungen, so kann man stets einen die Fläche nicht zer- 
stückelnden Querschnitt ausführen, und dabei diesem Querschnitt — ganz 
nach Belieben — die gewöhnliche oder auch die sigmaförmige Ge- 
stalt verleihen. Auch kann man im erstem Fall, wenn a und d zwei 
am Bande von ^ willkürlich vorgeschriebene Punkte bezeichnen, dafür 
sorgen, dass der Anfangs- und Endpunkt des Querschnitts respective 
mit a und d coincidiren. Desgleichen kann fuan im letzt er n Fall 
dafür sorgen, dass der Anfangspunkt des Querschnitts die vorgeschrie- 
bene Lage a erhält. 

Dabei sind schliesslich, auf Grund der früher pg. 162 ange- 
stellten Betrachtungen, noch folgende Bemerkungen zuzufügen: 

Siebenter Satz. — Hält man fest an den im vorhergehenden Satze 
über die Fläche fj gemachten Voraussetzungen — ihre Bandcurve mag 
(9.) S heissen — , und denkt fuan sich irgend einen die Fläche 5 ^icht 
zerstückelnden Querschnitt q ausgeführt^ so tvird die so entstehende neue 
Fläche stets zwei Bandcurven S^ und S^ haben, wobei zwei Fälle zu 
unterscheiden sind. 

Ist nämlich q ein gewöhnlicher Querschnitt, so besteht S, aus 
dem einen Ufer von q und einem Theile von S, andererseits S^ aus 
detn andern Ufer von q, und dem fwch übrigen Theile von S. 

Ist hingegen q ein sigmaförmiger Querschnitt, so ist S^ darge- 
stellt durch das innere Ufer von q [vgl. die Bemerkung p. 163], 
andererseits aber S^ zusammengesetzt aus dem äussern Ufer von q und 
aus der Curve S. 

Die hier betrachtete Fläche fj sollte [nach (8.)] nur eine Rand- 
curve haben. Folglich ist ihre Grundzahl [vgl. (3.)] eine der Zahlen 
1, 3, 5, 7, 9 etc. Andererseits aber sollte % [nach (8.)] eine von 
1 verschiedene Grundzahl besitzen. Also ist dieselbe nothwendiger 
Weise dargestellt durch eine der Zahlen: 

3, 5, 7, 9, etc. etc. 
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Bezeichnet man also für den Augenblick jede Fläche von der Grund- 
zahl N und der Kandcurven- Anzahl R mit 

so hat man die betrachtete Fläche ^ mit 2fj(*^i> zu benennen. Diese 
verwandelt sich durch Ausführung des in (9.) genannten Querschnitts 
in eine Fläche 52^*''^- Diese letztere aber verwandelt sich alsdann 
mittelst eines neuen Querschnitts (6.) in eine Fläche ^Ji^*^^^); sodann 
diese mittelst eines abermaligen Querschnitts (9.) in eine Fläche 
cj^(»p— 2). — sodass man also der Reihe nach erhält: 

l5l^'^+'^ 52^'^^ g/'^'^ g»^'^'^ 9f/'^'^ etc. etc., 

wo die untern Indices alternirend 1 und 2 sind. Setzt man diese 
Operationen hinreichend weit fort, so erhält man schliesslich offen- 
bar eine Fläche 

d. L eine Fläche von der Grundzahl 1 und mit nur einer Randcurve. 

Bemerkimg. — In den früheren Paragraphen haben wir uns absicht- 
lich auf unsere geometrische Anschaung nur bei Elcmentarflächen oder 
(was auf dasselbe hinauskommt) bei den ein&ch zusammenhängenden Flä- 
chen verlassen. 

Im gegenwärtigen Paragraph hingegen haben wir der geometrischen 
Anschauung auch Vertrauen geschenkt bei ganz beliebig gegebenen Flächen; 
und das dürfte weniger sicher sein. Und in der That gicbt es Flächen, 
für welche die Betrachtungen dieses Paragraphs unrichtig sind. 

Man denke sich z. B. aus Papier ein langgestrecktes Rechteck aaßb 
verfertigt: 



m 



ß 



a ~ ' " a 

und gebe diesem Papierstreifen um seine Mittellinie mft ein Torsion von 
180°; sodass die beiden kurzen Seiten ab und aß wieder parallel werden, 
aber einander entgegengesetzte Richtungen erhalten. 

Solches ausgeführt gedacht, ist alsdann ab gleichgerichtet mit ßa 
(nicht mit aß). Diese gleichgerichteten Linien ab und ßa nähere man 
jetzt einander, ohne dabei ihre Richtungen zu ändern, was mittelst einer 
geeigneten Biegung des Papierstreifens leicht zu bewerkstelligen ist; und 
hefte sie schliesslich aneinander, also a an |}, und b an a. 

Die In solcher Weise entstehende (ringförmig in sich zurücklaufende) 
Fläche, welche zuerst von 3Iöbiu8 untersucht wurde, hat, wie leicht zu 
übersehen, die GrundzaM 2 und die Bandcurven- Anzahl 1. Sie widerspricht 
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daher den Sätzen (2.), (3.) und zeigt, dass denselben keine unumschränkte 
Gültigkeit zakommt. 

Die Ableitung dieser Sätze mnss daher mit irgend welchem Fehler 
behaftet sein, und ein solcher Fehler zeigt sich in der That in den Be- 
trachtungen des zweiten Falles pg. 162. Denn jene Möbius^sche Fläche 
z. B. besitzt nur eine Bandcurve, verwandelt sich aber durch einen geeig- 
neten Querschnitt in die Fläche eines Rechtecks, also in eine Fläche, die 
ebenfalls nur eine Randcurve hat; woraus hervorgeht, dass die dortigen 
Betrachtungen unter Umständen unrichtig sind. U. s. w. 

Eine charakteristische Eigenschaft der soeben besprochenen Möbins- 
schen Fläche besteht darin, dass man bei ihr nicht mehr von ewei verschiede- 
nen Seiten sprechen kann. Denn wollte man z. B. bei irgend einem Flächen- 
element derselben eine bestimmte Seite schwarz anstreichen, und mit die- 
sem Anstrich der Continuität entsprechend von Element zu Element fort- 
gehen, so würde schliesslich die ganze Fläche, und zwar jedes Flächen- 
Clement auf beiden Seiten schwarz angestrichen sein. 

Demgemäss kann man alle überhaupt denkbaren Flächen in zwei 
Kategorien bringen, nämlich erstens in die Kategorie derjenigen Flächen, 
bei denen zwei verschiedene Seiten für die ganze Fläche in bestimmter 
Weise und ohne Verletzung der Continuität sich festsetzen lassen, und 
zweitens in die Kategorie derjenigen Flächen, bei denen (wie z. B. bei der 
Möbius'schen Fläche) solches nicht möglich ist. Man kann etwa die erstem 
als bilaterale, die letztem als unilaterale Flächen bezeichnen. 

Eine genauere Ueberlegung zeigt nun, dass die Sätze des gegenwär- 
tigen Paragraphs durchweg anwendbar sind auf bilaterale Flädien. Und 
da wir im Folgenden stets nur mit bilateralen Fläcfien zu ihun haben wer- 
den, so werden wir dabei von diesen Sätzen, ohne irgend welche Hestriction, 
Gebrauch maclien dürfen. 

§8. 
lieber die Grundsahl einer Biemann'sehen Kugelfläoho. 

Es sei SR eine beliebig gegebene Iliemann'sche Kugelfläche, und 
n die Anzahl der in ihr über einander gelagerten Blätter. In dieser 
Fläche mögen im Ganzen 7t Windungspunkte vorhanden sein, von 
welchen der erste mj-blättrig, der zweite Wg-blättrig u. s. w., endlich 
der letzte m^-blättrig ist*). Ferner sei Sft die zugehörige puriktirte 
Fläche [vgl. (5.) pg. 150]. Es soll die Grundzahl N dieser Fläche 91 
ermittelt werden. 

Wir haben früher [vgl. (25.) pg. 161] gesehen, dass die Grund- 
zahl einer Fläche durch irgend welche stetige Umformung der Fläche 
keinerlei Aenderung erfährt Hiervon machen wir Gebrauch, um 

*) Ein Windnngspunkt ist m-blättrig, wenn in ihm m Blätter der Fläche 
mit einander zusammenhängen; also dann, wenn er von der (m — 1)^^ Ord- 
nung ist. 
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UDB die gestellte Aufgabe zu erlekhteru. Wir denken uns niimlich 
durch stetige Umformung die auf 'St vorhandenen x Windungspunkte 
der Art verschoben, dasa nii^ends zwei solche Funkte gerade ßber 
einander liegen, und gehen nunmehr erst an die Berechnung von N. 

Wir fuhren auf der Kugelflächo 9t zim kreisförmige und n 
geradlinige, im Ganzen also (n + 2) Schnitte aus, von welchen jeder, 
seinem gangen Laufe nach, alle n Blätter der FläcJtc durdidringt. 
Durch die beiden Kreisschnitte soll die gegebene Kugelfiäche 91 in 
drei Tbeile zerlegt werden, in zwei äussere calottenförmige, und in 
einen mittleren gürtelförmigen Theil. Die beiden ersteren mögen 
@ und @', der letztere @ genannt vrerden; und 
die beiden KreisBchnitte mögen der Art ausge- 
führt gedacht werden, dass sämmtlichc a Win- 
dungspunkte innerhalb & liegen, dass mithin IS 
und ß' von Windungapunkten völlig frei sind. 

Die X geradlinigen Schnitte mögen dazu 
dienen, um den Görtel 6t in s Tlioile zu zer- 
legen, von welchen jeder immer nur je einen Win- 
dungspunkt in sich enthält; und jeder von diesen geradlinigen (oder 
genauer ausgedrückt bogenförmigen) Schnitten mag seinen Anfang 
in dem einen, und sein Ende in dem andern Kreisschnitt haben. 
Die it Theile, in welche ® auf diese Weise zerlegt wird, mögen mit 
®i, ®ä, . . . @a bezeichnet werden, und zwar in solcher Weisse, 
dass @, den nt,- blättrigen, ®^ den tn^-blättrigen, u. s. w., endlich 
@„ den ms- blättrigen Windungspunkt in sich enthält. 

Die Calotte 6 besteht aus n von einander getrennten einblätt- 
rigen Flächenstücken, von welchen jedes durch stetige Umformung 
in eine Elementar fläche verwandelt werden kann, von welchen also 
jedes ein/acA zusammenhängend ist. Gleiches gilt von der Calotte IS'. 

Was ferner die re Theile anbelangt, in welche wir den Gürtel 
® zerlegt haben, so besteht jeder derselben aus einer Windnngs- 
fläche und aus einer gewissen Anzahl einblättriger Flächenstücke. 
So besteht z. B. &x aus einer ni,r blättrigen Windungsfläche und 
aus (n — m,) einblättrigen FlächenstUcken, im Ganzen also aus 
(» — jwx + 1) Flächenstücken; jedes von diesen Flächenstflcken kann 
durch stetige Umformung in eine Elementarfläcbe verwandelt wer- 
den, ist also einfach zusammenhängend [vgl. (2 a.) pg. 147J. 

Durch unsere (« + 2) Sdmitte wird demnach die Flüche SR im 
Garnen in 

2» + (» - »1, + 1) + (» - «^ + 1) + . , . + (n - »1. + 1), 
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d, i. in 

(1.) (ä + 2) w — (wi + mg + . . . + ^^n) + Ä 

einzelne Flächenstücke eerfallen, von welchen jedes einfach zusammen- 
hängend ist 

Wir müssen nun ferner untersuchen, wie viel Quer- und Bück- 
Jcehrschnitte durch unsere (ä + 2) Schnitte dargestellt werden. Die 
beiden kreisförmigen Schnitte bilden, weil sie alle n Blätter durch- 
dringen, im Ganzen 2n in sich zurücklaufende Schnitte. Von diesen 
ist einer als ein Querschnitt anzusehen, nämlich als ein Querschnitt, 
dessen Anfang und Ende am Rande der in 91 vorhandenen kleinen 
Oeffnung sich befinden. Die übrigen (2w — 1) hingegen sind als 
Rückkehrschnitte aufzufassen. Was femer die n geradlinigen Schnitte 
anbelangt, so ist jeder derselben als ein Aggregat von n Querschnitten 
anzusehen. Es werden also durch unsere (ä + 2) Schnitte im Ganzen 
(2.) (wÄ + 1) Querscfmitte und (2n — 1) Rückkehrschnitte der Fläche 9i 
dargestellt sein. 

Zerfallt nun aber eine gegebene Fläche durch v Querschnitte 
und irgend welche Rückkehrschnitte in a einfach zusammenhängende 
Stücke, so ist [Satz (18.) pg. 157] die Grundzahl der Fläche 
= (v — a + 2). In unserm Falle ist nach (1.) und (2.): 

a = (ä + 2) » — (m^ + Wg + . . . + Wä) + ^5 
v = n« + 1. 

Demnach ergiebt sich für die Grundzahl N unserer Fläche 91 fol- 
gender Werth: 

(3.) ^ = 3 — 2n + (*»! + ^2 + . . . + ^n) — Ä. 

Die 7C auf SR vorhandenen Windungspunkte sind der Reihe nach 
von der (mj — 1)*®**, von der (mg — 1)*®°, u. s. w., endlich von der 
{mjt — 1)*®° Ordnung. Wir bezeichnen die Summe all dieser Ord- 
nungszahlen mit w, also: 

w = (Wi — 1) -f (mg — 1) + ... + (m^ — 1), 
d. i.: 

w = (m^ + mg + . . . + mn) — ä. 

Hierdurch verwandelt sich der für N erhaltene Werth (3.) in: 

(4.) JV'=3-2n + W5 

sodass wir also zu folgendem Satz gelangen: 

Theorem. — Besitzen die auf einer n -blättrigen Riemann'sdien 
Kugelfläche 91 vorhandenen Windungspunkte Ordnungszahlen, deren 
Summe = w ist, so wird die Grundzahl der Fläche 81, oder vielmehr 
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die Grundzahl N der zugehörigen punhtirten FläcJw 91 deii Werth Jicibcti: 
(5.) i»r=w — 2n + 3. 

Demgeniäss sind [Satz (21.) pg. 159] in der Fläclic SR 
(6.) (w — 2n + 2) Qtiersdmiti€ 

ausführbar, durdi welche 91 nicht zerstückelt wird. Auch wird die 
FläcJie SR [zufolge des citirten Satzes] durch derartige (w — 2« + 2) 
Quersdmitte nothwendigcr Weisein eine einfach zusammenhängende 
Fläche iibergelien. 

Uebrigens ist die Grundzahl N [nach Satz (4.) pg. 164] stets 
ungerade, also nach (5.) die Zahl w stets gerade, mithin die in (6.) 
erwähnte Querschnittanzahl: 

w — 2w + 2 

ebenfalls stets gerade. Bezeichnet man dementsprechend diese letz- 
tere Zahl mit 2p, so erhält man die Formel: 

2|) = w — 2n + 2, 

und gelangt also zu folgendem 

Zusatz. — Versteht man unter SR eine beliebig gegebene lUemannsdie 
Kugelftäclhe SR, femer unter SR die zugcftörige punktirte Fläche, so wird 
diese FläcJte SR stets durcli eine gewisse gerade Anzahl von Quer- 
schnitten in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelbar 
sein. Und zwar unrd diese gerade Anzahl — sie mag 2p lieisseth — 
nothwendigcr Weise den Wcrih haben: 

(7.) 2p = w - 2n + 2, 

wo w, ebenso wie im vorhergehenden Theorem, die Summe der Ord- 
nungszahlen der einzelnen Windungspunkte der Fläche SR repräsentirt. 
Dieser Satz (7.) iöt von Riemann selber auf grossem Umwege 
(durch Ausführung einer gewissen conformen Abbildung) bewiesen 
worden [vgl. Biemann's Ges. Werke pg. 107, die drittletzte Formel 
des dortigen Artikels 7]. Der hier eingeschlagene äusserst einfache 
Weg ist von mir bereits 1865 in der ersten Auflage dieses Werkes 
angegeben worden, [Vgl. daselbst pg. 312.] 

Beispiel. — Versteht man unter f eine der beiden Functionen : 



(«.) 



y(^ — C,) (-5— C,) . . . (X? — C2y_i), 



f^-^{z ^C^)(z-C^). .". (5 — CjV_i) {Z — C,^), 

WO die c's Constanten sein sollen, so dient [vgl. pg. 83. 84] zur eindeutigen 
Ausbreitung der Function f eine n(;eiblättrige Biemann'sche Kugelfläche 91 
mit 2y Windnngspunkten, von denen jeder erster Ordnung ist DemgemJlss 
haben die Zahlen n und w für diese Fläche 9% die Werthe: 
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»t = 2 , w = 2 y. 

Bezeichnet man also die der Fläche 3i zugehörige punktirto Fläche mit di 
und die Grundzahl von 9t mit N, so ist nach (5.): 

(ß) JV' == 2v — 4 + 3 « 2» — 1. 

Zweites Beispiel. — Ist insbesondere y =i i ^ handelt es sich also um 
diejenige Fläche 9i, auf welcher eine der beiden Functionen 

(y.) 

f==y{z-c,)(z-c,) 

ihre eindeutige Ausbreitung findet, so folgt aus {ß.): 

Die der Fläche 9i zugehörige punktirte Fläche Si hat mithin die Grund- 
zahl : JV =B 1 , und ist also [Satz (19.) pg. 158] eine einfacfi zusammen- 
hängende Fläche. 

§ 9. 
Ueber die positive Umlaufang einer gegebenen Fläche. 

Construirt man in der Horizontalebene die schon auf pg. 3 
besprochene riDgförmige Fläche 81, und zieht man in derselben 
längs irgend eines Radius einen vom innern zum äussern Rande 
laufenden Querschnitt q, so wird sich die Fläche 8t durch Ausfüh- 
rung dieses Querschnitts q in eine nme Fläche 
81^ verwandeln, welche nur eine einsige Rand- 
curve besitzt. Diese Randcurve besteht theils 
aus den ursprünglichen Kreisrändern der Fläche 
81, theils aus den beiden Uferlinien des Quer- 
schnitts q. 

Will man nun die neue Fläche 81^ positiv 
umlaufen, so hat man offenbar fortzuschreiten 
in der Richtung der in nebenstehender Figur gezeichneten Pfeile, 
also z. B. jene beiden Uferlinien des Schnittes q in enigegengesetzten 
Richtungen zu durchwandern. In der That hat man, falls der 
Schnitt q als ein Flixss oder Strom angesehen wird, bei einer sol- 
chen positiven Umlaufung von 8l<, das linke Ufer dieses Stromes q 
stromabwärts*), hingegen sein rechtes Ufer stromaufwärts zu durch- 
wandern. 

Man bemerkt leicht, dass dieser Satz ganz allgemein gilt für 




*) In der vorstehenden Figur ist die linke üferlinie des Stromes q durch 
einen stärkeren^ die rechte durch einen schwächeren Strich angegeben. Glei- 
ches wird bei Figuren solcher Art in Zukunft meistentheils geschehen. 
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heliehige Flächen und hcUehige Schnitte (nicht blos für Querschnitte), 
und gelangt so zu folgendem Ausspruch: 

Erster Satz. — Es sei 5 eine beliebig gegebene Fläche, deren 
obere Seite in bestimmter Weise festgesetzt ist. Denkt man sidi nun 
in dieser Fläclie g irgend welche Schnitte oder Ströme a, 6, c, . . . s 
construirtj und die so entstehende neue Flädie mit 

(8.) Oabc.s 

bezeidinet, so wird man bei einer positiven Umlaufung dieser Fläche 

t^abe. ..» die linken Uferlinien der Ströme a,b,Cj , , .s stromabwärts, 

. die rechten stromaufwärts zu durchwandern luiben. 

Im Folgenden werden wir das Wort Schnitt sehr häufig durch 
fStrom oder anch durch Curve reepective Linie ersetzen, nämlich diese ver- 
schiedenen Ausdrucksweisen ganz promiscue anwenden, je nach der augen- 
hlicklichen Bequemlichkeit. So z. B. empfiehlt sich das Wort Strom ganz 
besonders dann^ wenn der betrachtete Schnitt eine bestimmt festgesetzte 
Richtung besitzen soll. Und da Riemann selber von den Ufern eines 
Schnittes spricht, so sehe ich in der That (trotz erhobenen Widerspruchs) 
nicht ein, warum man nicht, in demselben Bilde bleibend, den Schnitt 
selber als Strom bezeichnen sollte. Dienen doch die alsdann ganz von 
selber sich ergebenden Ausdrücke stromabtcärts und stromaufwärts wesent- 
lich zur Abkürzung! 

Ist eine beliebig gegebene gesddossene Fläche 5 (z. B. eine 

mehrblättrige Riemann'sche Kugelfläche) durch irgend welche Schnitte 

oder Ströme a, &, c, . . . s in eine einfach zusammenhängende Fläche 

verwandelt, so wird der Rand dieser letztern Fläche durch die Ufer- 
linien jener Ströme a, b, c, . . , s dargestellt sein. Die in Rede ste- 
hende Fläche (9.) kann aber, weil sie einfach zusammenhlhvgend sein 
soll, im Ganzen nur eine einzige Randcurve besitzen [Satz (8.) pg. 151]. 
Folglich werden die Uferlinien all' jener Ströme a,b, c, . . . s zu- 
sammengenommen eine einzige in sich zurücklaufende Curve aus- 
machen. Wir erhalten somit folgenden Satz: 

Zweiter Satz. — Es sei 5 ^wc geschlossene Fläclie mit be- 
stimmt festgesetzter oberer Seite. Denkt man sidh diese Fläclie % durch 
irgend welche Schnitte oder Strötne a, b, c, , . , s in eine einfach zu- 
sammenhängende Fläche 

(10.) %abe...s 

verwandelt, so bilden die Uferlinien alV jener Ströme zusammetigenommen 
eine einzige in sich zurücklaufende Curve. 
(11.) Diese Curve wird man, bei einer positiven oder negativen Um- 

laufung der Fläclie (10.), Hirer ganzeth Länge nach einmal zu durch- 
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wandern Jtaben, Und soll insbesondere die Umlaufung der Fläche (10.) 

eine positive sein, so wird man dabei [wie aus (8.) folgt] die linken 

Uferlinien der einzelnen Ströme a, b, c, . . . s stromab wärts^ die 

rechten stromaufwärts zu durchschreiten haben. 

Erläuterung durch ein Beispiel. — Es sei $ eine Bingfläche d. i. eine 
ringförmige Rotationsfläche mit kreisförmiger Meridiancarye [vgl. die Band- 
note pg. 98]. Wir ziehen in dieser Fläche §, deren Aussenseite als obere Seite 
festgesetzt sein mag, zwei in sich zurücklaufende Schnitte, den einen a längs 
eines Meridiankreises, den andern b längs eines Parallelkreises, und bezeich- 
nen die durch Ausführung dieser beiden Schnitte entstehende neue Fläche mit 

Diese Fläche findet sich in Figur I dargestellt, wobei allerdings der Ranm- 
ersparniss wegen nur ein Bruchstück der Fläche angedeutet ist. Dabei 
sind, wie in der Figur durch Pfeile markirt ist, die Schnitte a, & als 
Ströme von bestimmten Bichtungen gedacht, und die linken Uferlinien die- 
ser Ströme mit starken, die rechten mit schwachen Strichen angegeben. 
Ueberdies sind die vier Punkte, in denen die vier Uferlinien zusammen- 
stossen, mit a, ^, y, 6 bezeichnet. 

Man übersieht nun leicht, dass die Fläche f^^^ eine einfach ztisammen- 
hängende ist. Denn man kann dieselbe aus ihrer ursprünglichen Gestalt I. 
leicht, mittelst stetiger Umformung, nämlich mittelst gewisser Biegungen 
und Dehnungen respective Zusammenziehungen, zuerst in die Gestalt II., 
und sodann weiter in die Gestalt III. versetzen: 



II. 



in. 





b 

A 



n 




b 



Mit andern Worten: Man kann die Fläche ^^^^ durch stetige Umformung 
in eine Elementarfläche verwandeln. Folglich ist [vgl. die Definition pg. 146] 
$^^ eine einfach zusammenhängende Fläche. Q. e. d. 

Durch diese einfach zusammenhängende Fläche ^^^^ werden nun die 
allgemeinen Sätze (10.), (11.) in anschaulicher Weise bestätigt Nament- 
lich ersieht man z. B. aus den Figuren II. und III. [in denen die Buch- 
staben a, 5, a, ß, y, d genau in derselben Weise wie in der ursprüng- 
lichen Figur I. beibehalten sind] , dass in der That die vier Uferlinien der 
Ströme a, b zusammengenommen eine einzige in sich zurücklaufende Curve 
bilden, und dass man bei einer positiven Umlaufung der Fläche ^^^,^ die 




(2.) 
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linken üferlinien jener Ströme stromabwärts^ die rechten stromaufwärts zn 
durchwandern hat. 

Bemerkung. — Die der von Hause aus gegebenen geschlossenen Ring- 
fläche ^ zugehörige punktirte Fläche mag % heissen, und zwar mag die 
kleine punktförmige Oeffnung dieser Fläche % an der Stelle aßyd gedacht 
werden. Alsdann können die Schnitte a und h als zwei aufeinander folgende 
Queischnitte der Fläche % angesehen werden. Denn jeder derselben hat 
alsdann seinen Anfang und sein Ende in einem Randpunkte jener kleinen 
OeffnuDg. 

Durch die beiden Querschnitte a, b verwandelt sich aber $ in die 
einfach zmammenhängende Fläche g . . Bezeichnet man also die Grund- 

• • et ^ 

zahl der Fläche % mit iV^, so muss [nach Satz (20.) pg. 158] die Differenz 
{N — 1) *= 2 sein. Somit folgt: iV = 3. 

§ 10. 

Ueber die Verwandlung einer Hiemann'sohen Slugelfläohe in eine 
einfach znsammenh&ngende Fläche. Erstes BeispieL 

Es seien g^, h^, g^, h^ beliebig gegebene, im Allgemeinen also 
complexe Constanten , und 



(1.) f(^) = V(^ - üi) (^ - Ai) {^ - ^2) (^ - AJ . 

Sämmtlicbe Werthe dieser Function lassen sich bekanntlich [pg 83] 
in eindeutiger Weise ausbreiten auf einer gewissen zweiblättrigen 
Kugelfläche SR, welche vier Windungspunkte: g^, h^, g^, h^ und zwei 
Uebergangsliuien: gj^\ und gji^ besitzt Diese beiden Linien sind 
in der nachfolgenden Figur durch die vertikalen Striche g^hi und 
g^h^ angedeutet. Bezeichnet man die zu 91 gehörige piinlcHrte Fläche 

• • • 

mit SR, und die Grundzahl von SR mit JV, so ist bekanntlich [vgl. 

iß.) pg. 172] 

JY=3. 

Die Fläche SR kann nun durch die in der nachfolgenden Figur 
angegebenen Schnitte oder Ströme a, h in eine Fläche 

(3.) SR«, 

verwandelt werden, von der sich nachweisen lässt, dass sie einfacli 

zusammenluingend ist. Vor Beginn dieses Nachweises wird es aber 

erforderlich sein, zuvorderst Näheres mitzutheilen über die Gurvena,&. 
Lage und Verlauf der Schnitte oder Ströme a, &. — Der Strom a 
soll fortfliessend gedacht werden theils im untern , theils im obem Blatt 
der Fläche 91. Er mag entspriDgen an irgend einer Stelle des obem Blat- 
tes, etwa in der Mitte zwigchen g^ h^ und g^ h^ , und das obere Blatt durch- 
schneidend zunächst so weit fortlaufen, bis er auf irgend welchem Wege 
zur Uebergangslinie g^h^ gelangt; bei Ueberschreitnng dieser Linie wird 
er in das untere Blatt treten. In dem unteren Blatt mag er nun auf irgend 
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welchem Wege bis zur üebergangslinie gi\ hinlaufen; bei üebenchrei- 
tung derselben wird er von Neuem in das obere Blatt treten. Und hier 
in dem oberen Blatt mag er nun schliesslich bis zu seiner anfänglichen 
Quelle zurücklaufen. Der Strom a wird also ein in sich zurücklaufender 
sein; seine Bichtung mag diejenige sein, in welcher wir ihn soeben haben 
fortfliessen lassen, also diejenige, welche in der untenstehenden Figur 
durch Pfeile angedeutet ist. 

Der Strom h soll seinem ganzen Laufe nach im oberen Blatt der 
Fläche bleiben. Er mag an derselben Stelle entspringen, an welcher a 
entsprungen ist, nämlich an der Stelle aßy3. Von hier aus mag er die 
Üebergangslinie g^ />, in irgend welcher Curve umkreisen und , während 
er also beständig im oberen Blatte bleibt, schliesslich wieder in seine 
Quelle zurückfliessen. Die RicMung des Stromes b soll diejenige sein, 
welche in der untenstehenden Figur durch einen Pfeil angedeutet ist, also 
der Art sein, dass Jemand, der an der gemeinsamen Quelle beider StrOme 
— nämlich bei aßyd — steht, die Richtung, in welcher &• fortfliesst, mit 
ausgestreckter Linken angeben wird, sobald er in derjenigen Richtung fort- 
sieht, in welcher a fortfliesst. Es 8oü also die anfängliche Bichtung des 
Stromes b zu, der anfänglichen Bichtung des Stromes a ebenso liegen^ wie 
[nach unserer Festsetzung pg. 4] die y- Achse des CoordincUensystems zur 
X-Achse desselben liegt. 
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In der vorstehenden Figur sind diejenigen Stromstrecken, welche im 
oberen Blatt liegen, durch ununterbrochene, diejenigen hingegen, welche 
sich im unteren Blatt befinden, durch punktirte Linien angedeutet. Ferner 
sind daselbst die linken Ufer der Ströme mit starken, die rechten mit 
schwachen Strichen angegeben. Von Wichtigkeit ist zu bemerken, dass 
die beiden Ströme a und b einander nur an einer einzigen Stelle durch- 
kreuzen, nämlich nur an der Stelle aßyd. Nach der vorstehenden Figur 
zu lurtheilen, könnte man vermuthen, dass noch eine zweite Durchkren- 
zungsstelle ezistire. Das ist aber nicht der Fall. Denn an jener zweiten 
Stelle fliessen die beiden Ströme, ohne mit einander in irgend welche Be- 
rührung zu kommen, in verschiedenen Blättern über einander fort, ge- 
trennt von einander durch den — wenn auch nur unendlich kleinen — 
Zwischenraum, welcher sich überall zwischen den beiden Blättern der 
Fläche hinzieht. 
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Die Durchkreuzungsstelle aßyS repräsentirt zugleich den Ort, wo 
beide Ströme entspringen, und ebenso auch den Ort, wo beide Ströme, 
nachdem sie die ihnen angewiesenen Wege 
durchlaufen haben, wieder einmunden. Der 
Strom h, können wir demnach sagen, ent- 
springt im linken Ufer des Stromes a, und 
mündet ein in das rechte Ufer von a. Der 
Strom a andererseits entspringt im rechten 

Ufer von 6, und mündet ein in das linke ^^^^^__ 

Ufer von 6. Ob die Durchkreuzung unter <► > a 

rechtem Winkel, oder unter irgend welchem 
andemWinkel geschieht, ist völlig gleichgültig. 

Die Fläche, in welche 91 durch Aus- 
führung der Schnitte oder Ströme a, h sich 

verwandelt, ist in (3.) mit 31^^,^ bezeichnet worden. Während also 9i selber 
eine geschlossene Fläche ist, wird 91^ ^ eine umrandete Fläche vorstellen. Und 
zwar wird der Band von Ä^^ gebildet von den vier Uferlinien der bei- 
den Ströme a und b. 

Vm\ man irgend eine Fläche in positiver Richtung umlaufen, so hat 
man längs ihres Randes — und zwar auf ihrer obem Seite* — in solcher 
Richtung fortzuwandem, dass man die Fläche selber beständig zur Linken 
behält. Um demnach die Fläche 91^^, etwa von der Ecke a aus, in posi- 
tiver Richtung zu umlaufen, wird man von oc aus [vgl. die beiden letzten 
Figuren] zuerst das linke Ufer von a stromabwärts durchwandern müssen, 
bis man nach ß gelangt; sodann wird man von ß aus das sich hier an- 
schliessende linke Ufer von 6, und zwar wiederum stromabwärts, durch- 
schreiten müssen, bis man nach y kommt. Von hier aus wird nun ferner 
das rechte Ufer von a stromaufwärts bis nach S hin, und endlich von ä 
aus das rechte Ufer von 6, wiederum stromaufwärts, zu durchlaufen sein, 
bis man schliesslich zum Ausgangspunkte oc zurückgelangt. 

Dass bei einer solchen positiven Umlaufung der Fläche 91^^ die lin- 
ken Ufer der Ströme a, b stromabwärts, die rechten stromaufwärts zu durch- 
laufen sind, kann als eine unmittelbare Folge des allgemeinen Satzes (8.) 
pg. 173 angesehen werden. Trotzdem ist es von Wichtigkeit, dass man 
jene Wanderung um die Fläche 91^^ herum in Gedanken wirklich ausführt. 
Denn man erkennt alsdann mit voller Bestimmtheit, dass die genannten 
vier Uferlinien zusammengenommen eine einzige in sich zurücklaufende 
Curve bildefiy dass also die Fläche 91^^ nur eine einzige Bandcurve besitzt. 
Daraus aber folgt — was bisher vielleicht bezweifelt werden konnte — , 
dass 91^^ nicht aus mefireren von einander getrennten Flächenstücken be- 
stehen kann, sondern eine einzige zusammenhängende Fläche sein muss. 
Denn zwei oder mehrere von einander getrennte Flächenstücke werden 
zusammengenommen jederzeit mehr als eine Randcurve besitzen. 

Die ursprünglich gegebene Fläche 91 hat also durch Ausführung der 
beiden Schnitte oder Ströme a, b keine Zerstückelung erlitten. 

Man kann nun offenbar den Strom a als einen Querschnitt der 
ptinktirten Fläche 9i auffassen, nämlich als einen Querschnitt, wel- 

N eam an n, Aber>cbe Integrale. 2. Aufl. 12 
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eher seinen Anfang und sein Ende in der kleinen in 91 vorhandenen 
Oeffnung hai Sodann aber kann der Strom h als ein ztoeiter Quer- 
schnitt angesehen werden, der seinen Anfang in dem einen, sein 
Ende in dem andern Ufer von a hat. 

Die Fläche 91«/, entsteht also aus 9i durch Ausführung von zwei 
Querschnitten a und &. Die Grundzahl N der Fläche 9t war aber 
= 3 [vgl. (2.)]. Zufolge des Satzes (15.) pg. 155 ist daher die 
Grundzahl der Fläche 91« 6 nothweudig = 1, mithin 9ia6 eine ^w- 
fach zusammenhängende Fläche. Q. e. d. 

Die Fläche 91« 6 kann daher, weil sie einfach zusammenhängend 
ist, durch stetige Umformung in eine Elementarfläche von belie- 
biger Gestalt, z. B. in eine Kreisflädie oder auch in die FJäcJie eines 
Quadrats oder Rechtecks verwandelt werden. Dass eine derartige 
Umgestaltung möglich ist, wird häufig im Auge zu behalten sein, 
falls man sich durch die complicirte und wenig übersicjitliche Ge- 
stalt, welche dlao von Hause aus besitzt, keine unnothigen Schwierig- 
keiten bereiten will. 

§ 11. 
Fortsetzung. Zweites Beispiel. 

Sind r/i, Äj, g^y Kf ä> \i 9aj K beliebig gegebene complexe Con- 
stanten, so sind sämmtliche Werthe der Function: 

(1.) f(z) = Y(z~-g,){z-hJ{^^^ 

in eindeutiger Weise ausbreitbar auf einer gewissen zweiblättrigen 
Riemann'schen Kugelfläche 91, welche aeht Windungspunkte: gi,h^y 
Oi^Kj ffsyhf Qa^Kj "nd vier Uebergangslinien: gji^, g^h^, g^h^, 
gjt^ besitzt [vgl. pg. 83]. Diese vier Uebergangslinien sind in 
der folgenden Figur durch vertikale Striche markirt. Bezeichnet 
man die Grundzahl der zu 91 gehörigen punktirten Fläche 91 mit iV, 
so ist bekanntlich [vgl. (ß.) pg. 172]: 

(2.) N = 7. 

Die Fläche 91 kann nun durch die in der nachfolgenden Figur 
angegebenen Sdmitte oder Ströme a^, a^, a^, 6^, h^, ftj, c^, c.^ in 
eine Fläche 
(3.) 9la,rt,rt,A,ft,/,,cc, oder kürzer 9i„6c 

verwandelt werden, von der sich nachweisen lässt, dass sie einfach 
zusammenhängend ist. Dabei ist zuvörderst vorausziuschicken 
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Einiges Nähere über die Schnitte oder Ströme a, h, c. — Jeder von 
den sechs Strömen a^ , o^ , a^, h^, h^y h^ soll ein in sich zurücklaufender 
sein. Die Ströme a^, o^ , a, fliessen zum Theil im oberen, zum Theil im 
unteren Blatt der Fläche. Der Strom a, z. B. tritt, während er die üeber- 
gangslinie g^h^ überschreitet, aus dem oberen Blatt in das untere; fliesst 
sodann hier in dem untern Blatt auf irgend welchem Wege fort, bis er 
zur Uebergangslinie g^h^ gelangt; beim Ueberschreiten dieser Linie tritt 
er wieder in das obere Blatt und fliesst nun hier in dem oberen Blatt so 
weit fort, bis er schliesslich in seine eigene Quelle wieder einmündet. Die 
Ströme b^ , &, , h^ bleiben ihrem ganzen Laufe nach beständig im oberen 
Blatt der Fläche. In der untenstehenden Figur sind die ^Richtungen der 
Ströme a^, o^ , a^, hi, &, , h^ ebenso wie früher durch Pfeile angedeutet. 
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Betrachtet man also die Durchkreuzungsstelle aßyd der beiden Ströme a^ 
und bi als die gemeinsame Quelle dieser beiden Ströme, so liegt wiederum 
[nämlich ähnlich wie früher pg. 176] die anfängliche Richtung vofi &, zur 
anfänglicheti Richtung von a^ wie die y-Axe zur x-Äxe. Ancdoges gilt 
für a^, 6,, ebenso für o,, ft,. 

In unserer Figur sind übrigens die linken Uferlinien der Ströme durch 
stärkere, die rechten durch schwächere Striche angegeben. Endlich sind 
daselbst diejenigen Strecken der Ströme, welche im obereti Blatt liegen, 
durch ununterbrochene y diejenigen, welche im unteren Blatt sich befinden, 
durch punktirte Linien bezeichnet. Um die Figur nicht zu sehr zu über- 
laden, sind dabei die Woge, welche die Ströme a, , o^ , a.| im unteren Blatt 
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verfolgen, nicht. vollständig angegeben; man kann sich diese Wege etwa 
ebenso denken wie in der Figur pg. 176, jedoch der Art, dass dieselben 
nirgends mit einander in Berührung kommen. Dass die Punkte Qi , /ij , 
9ii\^ 9zf\ ^^ unserer Figur in einer geraden Linie, und dass die Punkte 
(/4, h^ in einer damit parallelen Linie liegen, ist durchaus unwesentlich. 
Es ist diese Annahme über die Lage jener Punkte nur deswegen geschehen, 
damit die Figur an Uebersichtlichkeit gewinne. Es versteht sich aber von 
selber, dass die Ströme oder Schnitte a^, a, , 03, 5i, 5,, 6, in ganz ana- 
loger Weise auch dann ausgeführt werden können, wenn jene Punkte irgend 
welche andere Lage besitzen. 

Die vier Uferlinien der beiden Ströme a^ und h^ bilden — ebenso 
wie früher in der Figur pg. 176 — zusammengenommen eine einzige in 
sich zurücklaufende Curve. Gleiches gilt von den vier Uferlinien der 
Ströme a^ und b.^^ und Gleiches endlich auch von denen der Ströme a^ 
und 63. Im Ganzen bilden also die zwölf Uferlinien der Ströme a^hi^ a^^b^^ 
ag, &3 drei von einander völlig gesonderte Curven, von dinen jede eine in 
sich zurücklaufende ist. Die urspnlnglich gegebene geschlossene Fläche 9% 
verwandelt sich demnach durch Ausführung jener Ströme a^, b^, Og , b^, 
a^, &3 in eine von drei Curven umrandete Fläche. 

Führt man in einer Fläche, die mehrere Randcurven besitzt, einen 
Schnitt aus, der von irgend einem Punkte der einen Randcurve ausgeht 
und nach irgend welchem Punkte einer andern Randcurve hinläuft, so 
werden sich jene beiden Randcurven durch Ausführung dieses Schnittes 
vereinigen zu einer einzigen Randcurve; wie Aehnliches bereits bei einer 
früheren Gelegenheit [pg. 161] bemerkt wurde. 

Führen wir demnach in der durch die Schnitte a, , b^, a, , 6^ , o, , b.^ 
entstandenen, im Ganzen von drei Randcurven begrenzten Fläche zwei 
Schnitte c, und Cj aus, von welchen der eine von der ersten zur zweiten, 
der andere von der zweiten zur dritten Randcurve hinläuft, so werden sich 
durch Ausführung dieser beiden Schnitte jene drei Randcurven vereinigen 
zu einer einzigen Randcurve. Bezeichnet man also [wie schon bei (3.) ge- 
schehen ist] diejenige Gestalt, in welche die Fläche dt durch gleichzeitige 
Ausführung der Schnitte a^, b^^ «« » &« » «s > ^a "°^ ^^^ Schnitte c, , c^ ver- 
setzt wird, mit ffi^f,^* ^® ^^^^ ^abc ^"' ®^°® einzige Randcurve besitzen, 
folglich kein System von mehreren Flächenstücken, sondern eine einzige 
in sich zusammenhängende Fläche vorstellen. 

Die Ströme . 

a^f a^y «3, Ol, t>iy o^y ^2> ^3 

können in Bezug auf die Fläche 91 oder vielmehr in Bezug auf die 
punktirte Fläche Sl als ein System von sechs Querschnitten aufge- 
fasst werden. Zuvörderst kann nämlich a^ als erster Quersdmitt an- 
sehen werden, als ein Querschnitt^ der seinen Anfang und sein Ende 
in der in 9^ vorhandenen kleinen Oefifnung hat. Sodann kann h^ 
als sfweiter Querschnitt betrachtet werden, nämlich als ein Querschnitt, 
welcher seinen Anfang in dem einen^ und sein Ende in dem andern 
Ufer von a^ hat. 
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Niiniuehr können wir die beiden Ströme c^ und a^ zusammen- 
genommen als einen drittefi Querschnitt von sigmaformiger Gestalt 
(vgl. pg. 148), nämlich als einen Querschnitt auffassen, welcher in 
einem Uferpunkte des zweiten Querschnittes entspringt, und in einen 
Punkt seines eigenen Laufes einmündet. Ferner können wir den 
Strom &2 als einen vierten Querschnitt betrachten, welcher in einem 
Uferpunkte des dritten Querschnittes entspringt und in den gegen- 
überliegenden Uferpunkt jenes Querschnittes einmündet. 

Und endlich können wir nun die beiden Ströme c^ und a^ zu- 
sammengenommen als einen fünften^ und den Strom \ als einen 
sedisten Querschnitt ansehen. 

m 

Die von einer einzigen Curve umrandete Fläche ^ahc entsteht also 
aus der FläcJie SR durc/i Ausführung von scclis Querschnitten. Diese 
Querschnitte sind der Reihe nach durdi 



1) a^, 


2)6., 


3j Cjj + a^, 


4) 6„ 


j>) <^ + flj. 


6)6» 



dargestellt. 

Nach (2.) ist aber die Grundzahl N der Fläche SR gleich 7. 
Folglich wird die Grundzahl der aus 91 durch jene sechs Quer- 
schnitte entstandenen Fläche ^ahc [nach Satz (15.) pg. 155] den 
Werth 1 haben. D. h. die Fläche 9la6c ist eine einfach zusammen' 
liängende. Q. e. d. 

§ 12. 
Fortsetzung. Drittes Beispiel. 
Betrachtet man schliesslich die der Function 



f{^)=V{^-9i){^-fh)(^—92){^-h) • • • (^— ^P+i)(^-A;>4-i) 

entsprechende zweiblättrige Riemann'sche Kugelfläche 91, und be- 
zeichnet man dieselbe in ihrer punktirten Gestalt mit 9ft, ferner die 
Grundzahl von 91 mit N, so findet man [vgl. (/S.) pg. 172]: 

N=2i)+ 1. 

Auch übersieht man leicht, dass die gegenwärtige Fläche 91, 
ähnlich wie früher, durch gewisse 2p Querschnitte: 
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1) «., 


2)b„ 


3) Cjj + Oj,, 


4)6» 


5) Cs + «s. 


6) ia, 


1) Cp + «y, 


2i^) bp 



2p- 

in eine einfach msamnienhätufende Fläche 9ia6c verwandelbar ist 
U. 8. w. 

§ 13. 

Fortsetzung. Viertes Beispiel. 

Bezeichnet SR eine ganz beliebig gegebene, z. B. belid)ig vielblätt- 
rige Riemann'sche Kugelfläche, so wird die Snmdzahl N der zuge- 
hörigen punktirten Fläche 9i nothwendiger Weise durch eine der 
Zahlen 1, 3, 5, 7, 9 etc. dargestellt sein [vgl. (4.) pg. 164J. Wir 
wollen annehmen, es sei 

ohne sonst aber über die Beschaffenheit der Flächen SR, SR irgend 
welche Voraussetzung zu machen. Zufolge des Satzes (21.) pg. 159 
müssen alsdann in der Fläche SR nothwendiger Weise sechs dieselbe 
(2.) nicfit zerstückelnde Querschnitte ausfuhrbar sein. Audi wird die Fläche 
SR, zufolge jenes Satzes, durch sechs derartige Querschnitte sich stets 
in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandeln. Wir stellen 
uns die Aufgabe, derartige Querschnitte wirklich zu construiren, 
oder wenigstens so weit anzugeben, als solches, bei der fast ganz 
unbekannten Beschaffenheit der Fläche SR, überhaupt möglich ist. 
Dabei werden wir beständig die Sätze pg. 164—166 in Anwendung 
bringen, namentlich die dortigen Sätze (6.) und (8.). 

Erstens. — Die Fläche Sft besitzt [nach (1.)] die Grundzahl 
N=l und nur eine Randcurve, d. i. die Randcurve o der in SR 
vorhandenen kleinen Oeffnung. Zufolge des Satzes (8.) pg. 166 kann 
also z. B. in der Fläche SR ein die Fläche nicht zerstückelnder, von 
der kleinen Curve o ausgehender sigmaformiger Querschnitt (c^ + a,) 
construirt werden. Und durch diesen wird alsdann die Fläche SR 
[Satz (15.) pg. 155] in eine neue Fläche SR^^^ von der Grundzahl 6 
übergehen. Wir wollen diesen sigmaförmigen Querschnitt (Cj + a^) 
uns nun in der That ausgeführt denken. Die Bezeichnung sei dabei 
so eingerichtet, dass der sigmaformige Querschnitt aus einem Rück- 
kehrschnitt a^ und einem gewöhnlichen Querschnitt c^ besteht. Dem- 
gemäss besitzt die neu entstandene Fläche SR^^^ im Ganzen zivei 
Randcurven, nämlich eine erste Randcurve, welche durch die eine 
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Uferlinie von a^ repräsentirt ist, und eine zweite llandcurve, welche 
aus der andern Uferlinie von a^, ferner aus den beiden Ufern von 
6*1, und endlich aus der kleinen Curve o zusammengesetzt ist. [Vgl. 
die Bemerkung pg. 163.] 

Markirt man nun auf diesen beiden Randcurven der Fläche Si^^^ 
je einen Punkt, und construirt sodann irgend welchen von dem einen 
zum andern Punkt laufenden Querschnitt &], so wird durch diesen, 
zufolge des Satzes (6.) pg. 164, niemals Zerstückelung eintreten, mit- 
hin die Fläche SR^*^ in eine neue Fläche W^^ von der Grundzahl 5 
übergehen. Einen solchen Querschnitt 6^ wollen wir uns nun wirk- 
lich ausgeführt denken, und dabei jene beiden willkürlich auf den 
beiden Randcurven zu markirenden Punkte, d. i. den Anfangs- und 
Endpunkt von \ so wählen, dass sie zu beiden Ufern des Rück- 
kehrschnitts a^ einander gerade gegenüberliegen. Uebrigens wird 
die neue Fläche 91^^), zufolge des Satzes (6.) pg. 164, nur eine ein- 
zige Randcurve haben. 

Zweitens. — Diese nur mit einer einzigen Randcurve versehene 
Fläche 9i^^> lässt sich nun genau in derselben Weise behandeln wie 
vorhin die Fläche SR selber, bei welcher ebenfalls nur ei'ne solche 
Curve (die Curve o) existirte. In der That wollen wir, in ganz ana- 
loger Weise wie damals verfahrend, in der Fläche W^^^ zuerst einen 
von \ ausgehenden, die Fläche nicht zerstückelnden sigmaförmigen 
Querschnitt (c^ + Oj) construiren, und hierauf irgend einen weitern 
Querschnitt h^ folgen lassen, dessen Anfangs- und Endpunkt zu bei- 
den Ufern des Rückkehrschnitts a^ einander gerade gegenüberliegen. 
Die so entstehende Fläche wird alsdann die Grundzahl 3 haben, 
und demgemäss mit 9i^^) zu bezeichnen sein. 

Drittens. — Genau in derselben Weise weitergehend kann man 
nun endlich die Fläche 91^*^ durch zwei Querschnitte (Cg + a^ und 
63 in eine Fläche W^^ von der Grundzahl 1 verwandeln. 

Zusammenfassung. — Wir können bei dem ganz zuerst ausge- 
führten sigmaförmigen Querschnitt (Cj + ^1) ^i® Länge von c, be- 
liebig klein, z. 6. auch Null machen. Alsdann haben wir im Ganzen 
sechs Querschnitte: 

1) a,, 2) 6„ 

(3.) 3) c^ + ttjj, 4) 6„ 

5) ^ + «8; 6) K 

deren Gestalt und relative Lage einigermassen veranschaulicht wer- 
den kann durch folgendes Schema: 
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Dabei sind^ der bessern Ucbersichtlichkeit willen, die Schnittstrecken 
c (d. i. Cg und Cj) nur pufiktirt angegeben. 

Man bemerkt in dem vorstehenden Schema gewisse Unter- 
brechungen der Schnitte oder Ströme h. Diese Unterbrechungen 
sollen andeuten, dass an den betreffenden Stellen zwischen den Strö- 
men h und a Jceine Communication stattfindet; dass vielmehr die 
Ströme an jeder solchen Stelle in verschiedenen Blättern der Flüche 
über einander fortfliessen, ohne mit einan- 
der in Berührung zu kommen. Anderer- 
seits aber sind in dem vorstehenden Schema 
die wirklichen DurdiJcreujsungsstellen der 
Ströme a, h besonders stark markirt Will 
(5.) man irgend eine solche Durchkreuzungs- .^^ 
stelle (ox, hx) genauer ^ etwa in vergrösser- 
tem Maassstabe vor sich haben, so braucht 
man nur einen Blick zu werfen auf die 
beistehende Figur, in welcher die linken 
Ufer der Ströme a«, bx durch stärkere, die rechten durch schwächere 
Linien angegeben sind. Betrachtet nian also diese Durchkreuzungs- 
stelle (ox, bx) als die genieinsanw Quelle der beiden Ströme «x, bg, 
so liegt die anfangliche Riditting von bx zur anßnglichen Richtung 
von äx ebenso wie die y-Axe des Goordinatcnsystenis zur x-Axe. [Vgl. 
pg. 177]. 

Durch die sechs Querschnitte (3.) verwandelt sich nun also, 
wie vorhin gezeigt ist, die Fläche SR in eine Fläche W^^ von der 
Grundzahl 1, d. i. in eine einfacli zusammenhängetidc Fläche. 

§ 14. 
Fortsetzung. Allgemeinster Fall. 
Welche Beschaffenheit eine Uiemaiin'sclie KugelHäche SR auch 
besitzen mag, stets wird die Grundzahl iV^ der zugehörigen punk- 
tirten Fläche SR fvgl. (4.) pg. 164] den Werth haben: 
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(6.) N==2p+1, 

WO p eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, . . . vorstellt. 

In ganz analoger Weise, wie im vorhergehenden Paragraph, 
wird man nun die Fläche 3ft durch 2p Querschnitte: 

1) a„ 2) &„ 

3) Cj + «2, 4) K, 

(7.) 5) Cg + ttg, 6) h^y 



1 

2i; — 1) C^ + «P; 2P) hn 

in eine einfach ztisammctihlhigende Fläche zu verwandeln im Stande sein. 

Bemerkimg. — Wir werden im Folgenden die Fläche % je nachdem 
in ihr alle Schnitte a, hy c, oder nur die Schnitte a, &, oder nur die 
Schnitte a, oder endlich nur die Schnitte h ausgeführt gedacht werden 
sollen, respective mit ^^hc^ ®^®^ ^«a» ^^®^ ^«» ^^®^ ^h bezeichnen. Die 
Fläche 9%^^ besitzt alsdann also p von einander getrennte RQckkehrschnitto 
^i> <^> Ö8 • • • ^n* Analoges gilt von 91^. 

Zweite Bemerkimg. — Die hier angegebene Verwandlung der Fläche 
9t in eine einfach zusammenhängende Fläche 91^,^^ ist genau dieselbe, 
welche Biemann ausgeführt hat [Ges. Werke pg. 122, 123]. 

üebrigens hat Riemann an einer frülieren Stelle seiner Abhandlung 
[Ges. Werke pg. 97] noch eine etwas andere Methode der Zerschneidung 
benutzt. Es werden nämlich dort Schnitte c^, c^^ o.,^, a^^ . , , c^ benutzt, 
deren jeder für sich allein betrachtet einen Rückkehrschnitt repräsentirt. 
Die beiden ersten, nämlich a^ und a^^ sind identisch mit den vorhin be- 
sprochenen Schnitten a^ und h^. Es hat also z. B. a^ seinen Anfang und 
sein Ende in zwei einander gegenüberliegenden Uferpunkten des Schnittes 
0,. Desgleichen hat nun aber auch weiter a^ seinen Anfang und sein 
Ende in zwei einander gegenüberliegenden Uferpunkten von <t, ; sodann 
c^ seinen Anfang und sein Endo in zwei einander gegenüberliegenden 
Uferpunkten von ^3; u. s. w. u. s. w. 

§ 15. 
Die Grundzahl einer geschlossenen Fläche. 

Unserm Programme pg. 151 entsprechend, haben wir bis jetzt 
die geschlossenen Flächen von unserer Betrachtung exchidirtj indem 
wir z. B. statt einer Riemann'schen Kugelfläche SR jedesmal die zu- 
gehörige punktirte Belache 81 ins Auge fassten. 

Wollen wir jetzt nachträglich auch der geschlossenen Fläche 
selber eine bestimmte Grundzahl zuertlieilen, so ist die dabei zu be- 
folgende Methode durch den Satz (23.) pg. 160 in deutlicher Weise 
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* 

vorgezeichnet. Ist also z. B., wie in (6.), die Grundzahl N der punk- 
tirten Fläche ^ mit 
(8.) iV'=2p+l 

bezeichnet, so wird, zufolge jenes Satzes, die Grundzahl N der Fläche 

9i selber den Werth haben: 
(9.) jV = 2p, 

Wenn Biemann die Fläche SR selber eine {2p'}'l){a.ch zusam- 
menhängende nennt, derselben also die Grundzahl (2p -{- l) zuer- 
theilt, so denkt er sich dabei jedesmal 91 statt 9t substiiuirt, wie 
solches übrigens auch von ihm in deutlicher Weise hervorgehoben 
ist. Empfehlenswerther aber dürfte es vielleicht sein, eine solche 
stillschweigende Substitution zu vermeiden. Und dann ist die Fläche 
91 eine 2j)fach zusammen hängende zu nennen, ihre Grundzahl also 
= 2p zu setzen. 



Achtes Caj)iteL 
lieber Integrale mit veränderlicher Integrationscarve. 

Die Untersuchungen dieses Capitels sollen nur eine Vorberei- 
tung zum näheren Studium der AbeV scheel Integrale sein, von denen 
im folgenden Capitel die Rede sein wird. 

§ 1. 

Integrale auf einer ebenen einblättrigen Fläche. 

Sind (p = ipiz) und ^ = ^{z) gegebene Functionen, so wird der 
Werth des Integrals 

im Allgemeinen nicht nur von den beiden Endpunkten z^, z der 
Integrationscurve, sondern auch von dem Wege derselben zwischen 
diesen beiden Punkten abhängen. Doch lassen sich Fälle angeben, 
in denen das Integral von dem genannten Wege unabhängig ist 

Und zwar stützen sich die hierbei aDzuBtellcnden Betrachtungen 
wesentlich auf den früher [pg. 23J gefundenen 

Hülfssatz: Sind (p = (p{z) und ip ^^ 'tp(z) auf irgend einem endlichen 
Tlieü t( der horizontalen z- Ebene eindeutig und stetig, so ist das über 
sämmtliche Bandcurven von % in positicer Bichtung erstreckte Integral 

(la.) /^<pd« 

stets *« 0. 

Um zu zeigen, dass der Werth des Integrals (1.) in gewissen 
Fällen von dem We^c der Integrationscurve unabhäfigig ist, wollen 
wir uns in der horizontalen x?-Ebene irgend eine endliche Fläche SK 
mit nur einer Randcurve abgegrenzt denken, und annehmen, dass 
9? = g)(jßf) und if; = tlf{z) auf dieser Fläche ä eindeutig und stetig 
s^ind, Markiren wir nun innerhalb 9( irgend zwei Punkte z^^ und Zj 
und ziehen wir sodann, ebenfalls innerhalb %, irgend zwei von z^ 
nach z laufende Curven 6 und 6% so bilden ö und tf' Zusammen- 



188 



Achtes Capitel. 




genommen einen Rückkehrschnitt der Fläche Ä, durch welchen die- 
selbe in zwei von einander getrennte Stücke Slj und %^ zerfällt. 
Das über die Randcurve (tf+ey') 
des Theiles SJ^ erstreckte Integral 

(2.) /^9 dt 

kann offenbar in zwei Theile 
zerlegt werden: 

(3.) J g>dtl;=J q>dtlf— f g> df, 

wo alsdann in den beiden Inte- 
gralen rechter Hand die Inte- 
grationen über 6 und ö' hin- 
erstreckt zu denken sind in der Richtung der gezeichneten Pfeile, 
d. i. von jSq nach 2, Zufolge des vorhin genannten Hülfssatzes ist 
aber das Integral (2.) gleich Null] denn q> = (p(js) und ^ = ^(js?) sind 
nach unserer Voraussetzung auf %, mithin auch auf S^ eindeutig 
und stetig. 

Demgemäss ergiebt sich aus (3.): 

(4.) f (pdt = fq>dt. 

Diese Formel aber zeigt, dass das Integral 

(5.) /9> d* 

«0 

ein und d(msclhcn Werth hat, mag man nun der Integrationscurve 
den Weg 6 oder den Weg (T' zuertheilen. Mit andern Worten: Sie 
zeigt, dass das Integral (5.) vom Wege der Integrationscurve unab- 
Mngig ist, falls man nur diesen Weg auf das Innere der gegebenen 
Fläche % beschränkt. Also der Satz: 

Es bezeichne % eine in der s-Ehetxe abgegrenzte endlicfie Fläche 
mit nur einer Bandcufve, Ferner seien tp = (p(z) und ^ = t{z) irgend 
zwei Functionen, die auf % eindeutig und stetig sind. Versteht man 
alsdann unter 

z 

(6.) /9> d'^ 

ein in seiner Bewegung auf die Fläche Ä hescJiränktcs Integral, d. L 
ein Integral j dessen Integrationscurve Zq. . . z beständig imierhalb 21 
bleiben sol^ so wird der Werth dieses Integrals lediglich abhängen 
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von den beiden Endpunkten z^^ und s der Integrationscui've , hingegen 

unahlUingig sein von dem Wege der Curve zwisdien diesen beiden Punkten. 

Bemerkang. — Bei Ableitung der Formel (4.) ist stillschweigend vor- 
ausgesetzt, dass die beiden Gurren a und a' einander nicht durchkreuzen. 
Doch sieht man leicht, dass die Formel (4.) von dieser Voraussetzung un- 
abhängig ist. 

Sind nämlich a und a' zwei einander in einem oder auch in mehreren 
Punkten durchschneidende Curven, so wird man eine dritte Curve q zu 
Hülfe nehmen, welche ebenfalls von ^^ nach z geht, ebenfalls ihrem ganzen 
Laufe nach innerhalb 9( bleibt, und welche ausserdem weder mit a noch 
auch mit a sich irgendwo durchkreuzt. Sodann wird sich sofort nach- 
weisen lassen, dass das längs q hinerstreckte Integral mit dem längs a 
hinerstreckten gleichwerthig ist, und dass es ebenso auch gleichwerthig ist 
mit dem über a' hin ausgedehnten Integrale. Daraus aber folgt sofort, 
dass die auf a und a hinlaufenden Integprale auch unter einander gleich- 
werthig sind. Q. e. d. 

Zufolge des Satzes (6.) ist das Integral (6.) lediglich abhängig 

von Zq und z, also eine eindeutige Function von Zq und z, oder falls 

man den Punkt Zq als fest betrachtet, eine eindeutige Function von 

z allein. Demgemäss mag dasselbe mit F(z) bezeichnet werden: 

(7.) F(z)=fq>dtl, m- 

Dabei soll das in Klammern beigefügte % andeuten, dass das Inte- 
gral in seiner Bewegung auf die Fläclw "ä beschränkt zu denken ist. 
Leicht lässt sich nun zeigen, dass diese Function F{z) auf ?t nicht 
nur eindeutig, sondern auch stetig ist. 

Zu diesem Zwecke markire man innerhalb % einen beliebigen 
Punkt c, beschreibe um c eine 
Kreisfläche S, und bezeichne 
irgend einen variablen Punkt 
innerhalb (£ mit z. Um nun 
den Werth der eindeutigen Func- 
tion F(z), (7.), in diesem Punkte 
z zu erhalten, kann man eine 
Integrationscnrve^ anwenden, die 
zuerst von Zq nach c, und so- 
dann von c nach z geht, da- 
bei aber stets innerhalb St bleibt. 
In solcher Weise ergiebt sich: 

{8.) -^X«) =J(pd^ +f9 ^It, 



/ 
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oder^ was dasselbe ist: 
(9.) F{z)='F(c) + Jipdtl>. 

C 

Nun sollen tp und V' auf 91, mithin auch auf ß eindmtig xiiul stetig sein. 
Gleiches gilt daher [Satar (15.) pg. 23] z. B. auch von dem Product 

dtp 
"Pdz' 

Demgemäss ist dieses Product innerhalb des um c beschriebenen 
Kreises 6 darstellbar durch die Taylor'sche Entwicklung [p. 34]: 

^^/^ ^ A + B(z - r;) + dz-cy + .. . , 

wo Ay B, Gj . . . constante Coefficienten vorstellen. Hieraus folgt, 
falls man mit dz multiplicirt: 

fpd^ = [A + B{z — c) + C{z — c)« + . . ,1 dz. 

Substituirt man diesen Werth von ^d'^ m die Formel (9.), so er- 
hält man: 

(10.) F{z) = F{c) + A^'--''^' + B^'- '^' + C^-=-^' 4- • • • 

Diese für alle Punkte z der Kreisfläche © gültige Formel zeigt aber, 
dass F(z) innerhalb dieser Kreisfläche E d. i. im Bereich des Punk- 
te c stetig ist. Beachtet man also, dass c einen innerhalb St ganz 
wUlkürlict^en Punkt repräsentirt, so gelangt man zu folgendem Re- 
sultat: 

Versteld man unter ?l eitie in der z- Ebene ahgegrenzf<i endliche 
FläcJie mit nur einer Eandcurvc, ferner unter (p = fp{z) und t = t(^) 
zwei Functionen, die auf % eindeutig und stetig sind, und denkt 
man sich überdies innerhalb ?l irgend einen festen Funkt Zq markirt, 
so wird das von Zq ausgehende und in seiner Bewegung auf die Flädie 
Sl beschränkte Integral 

(11.) f9>dt m 

eine Function von z sein, die innerJialb 31 überall eindeutig und 
stetig ist. 

Die hier abgeleiteten Sätze sind nidit mehr gültig für eine 
Fläche 91 mit zwei Randcurven, z. B. nicht mehr gültig für eine von 
zwei concentrischen Kreisen begrenzte ringförmige Fläche 51. Ver- 
sucht man nämlich in diesem Fall den analogen Weg, wie vorhin, 
einzuschlagen, markirt man also innerhalb dieser ringförmigen Fläche 
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81 zwei Punkte Zq und z, und zwei von Zq nach gehende Wege 6 
und 6\ so können Zq^ z, ö, ö' möglicher Weise derart liegen, dass 
6 und a' zusammengenommen einen zu jenen beiden Randkreisen 
concentrischen , intermediären Kreis bilden. Durch diesen Kreis 
(6 + <y') zerfällt alsdann die Fläche « in zwei Theile 8(, und %, 
der Art, dass Sl| von (a + 0') und dem innem Randkreise, anderer- 
seits %2 vo^ (^ 4" ^') ^^^ ^^°^ äussern Randkreise begrenzt ist. 
Und demgemäss ist z. B. die Formel (3.), welche ein wesentliches 
Glied der früheren Betrachtung bildete, im gegenwärtigen Fall nicht 
mehr richtig, ü. s. w. 

Trotzdem aber sind jene früheren Untersuchungen auch auf 
eine Fläche % mit zwei Randcurven anwendbar, falls man nur eine 
sich leicht darbietende Modification eintreten lässt. Eine solche in 
der j?- Ebene abgegrenzte Fläche 91 mit zwei Randcurven kann näm- 
lich, mittelst eines von der innem zur äussern Randcurve gehenden 
Querschnitts q, in eine Fläche ?l^ verwandelt werden, die nur noch 
eine Randcurve besitzt [vgl. den ersten Fall pg. 161]. Und dem- 
gemäss sind auf diese neue Fläche Sl, die vorhin angestellten Be- 
trachtungen ohne Weiteres anwendbar. Man gelangt daher z. B., 
was den Satz (11.) betriflft, im gegenwärtigen Fall zu folgendem 
analogen Satz: 

'Versteht man unter % ein^ in der z-Ebetie abgegrenzte endliche 
Fläche mit zwei Randcurven^ ferner unter (p = q>{z) und t = t(^) 
zwei auf 31 eindeutige und stetige Functionen, denkt man sidi femer 
die Fläche Ä mittelst eines von der innern zur äussern liamlcurve lau- 
fenden Quersdmitts q in eine Fläche St^ verwandelt, die nur nocJi eine 
Randcurve besitzt, und markirt fnan Kberdies innerhaU) %j irgend einen 
festen Punkt Zq, so tStrd das von Zq ausgeliende und in seiner Be- 
wegung auf ?tj heschränkte Integral 

* 

(12.) jVd^ I«,] 

•0 

eine Function von z sein, die innerhalb 9(^ überall eindeutig und 
stetig ist. 

Es bleibt noch übrig, die Werthe zu untersuchen, welche die 
durch dieses Integral definirte Function F{z): 

(13.) F{z)=frd^ \%.,] 

•o 

zu beiden Ufern des Querschnitts q besitzt. Sind A und X' irgend 
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zwei Punkte am linken Ufer von g, und q und q' die gegenüber- 
liegenden Punkte am rechten Ufer von g, so erhält man aus (13.) 
z. B. für den Werth F{V) die Formel 

So 

WO die Integratiouscurve von jSq nach X' jeden beliebigen innerhalb 
%q bleibenden Weg einschlagen darf. Demgemäss kann man diese 
Curve z. B. von Zq zunächst nach A, und von hier aus, längs des 
linken Ufers von q, nach A' 
gehen lassen [vgl. die beiste- 
hende Figur]. Alsdann erhält 
man: 



F{X') =JV dtl> + Jq> dt, 
also mit Rücksicht auf (13.): 



i' 



(14.) FU') = F(k) + Jq> dt- 



In gleicher Weise ergiebt sich 
[vgl. wiederum die beistehende 
Figur] die analoge Formel: 

F{Q')^F(Q)-{-ß>dt. 



(15.) 




o 



(16.) 



(17.) 



Da nun q) = (p(js) und ^ = ^(^), [nach unserer Voraussetzung], 
nicht nur auf ^q, sondern augh auf der ursprünglichen Fläche S 
überall eindeutig und stetig sind^ so werden die beiden Integrale 
in (14.) und (15.) offenbar einander gleich sein. Demgemäss ergiebt 
sich aus (14.) und (15.) durch Subtraction: 

F{X')-F(q')=^F{X)-F(q). 
Also der Satz : Bezeichnet man die Werilie, welche das Integral ( 1 2.) : 



in irge7id zwei am linlcen und rediten Ufer des Quersdmitts q einander 
gegenüberliegendefi Punkten A und q besitzt, mit F{k) und F(q), und 
die Differenz dieser leiden WerÜie mit A; 

(18.) A = Fix) - F{q), 

SO wird A längs des Querschnittes q constant sein. 
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Ebenso wie das Integral 
(19.) Fiz)=fipdt [%] 

•o 

in seiner Bewegung auf Sl^ beschränkt ist, ebenso mag jetzt unter 

(20.) %(z)=ßpdtt> m 

ein in seiner Bewegung nur auf ?l selber beschränktes Integral ver- 
standen werden; wie solches in der Formel angedeutet ist durch 
das in Klammern beigefügte 9(. Während also das Integral F{z) 
den Querschnitt q niemals überschreiten darf, sollen dem neuen 
Integral g (js) derartige Ueber- 
schreitungen beliebig oft und 
an beliebigen Stellen gestat- 
tet sein. 

Wir betrachten das Inte- 
gral 5 in einem Augenblick, wo 
seine Integrationscurve Zq. , . z 
den Querschnitt q erst einmal, 
und zwar an der Stelle ^q, 
vom linken zum rechten Ufer 
überschritten hat [vgl. die bei- 
stehende Figur]. Der augen- 
blickliche Werth des Integrals 
%{z) kann alsdann, entsprechend 
den beiden Theilen z^k und 
QZ der genannten Curve, ebenfalls in zwei Theile zerlegt werden: 

X z 

(21.) %{z)=Jfpd^+J^d^, 

eine Formel, die mit Rücksicht auf (19.) auch so geschrieben wer- 
den darf: 

(22.) %(z) = F(k) + fipdtl;. 

Das hier auftretende von q nach z erstreckte Integral kann 
aber ebenfalls durch F ausgedrückt werden. Will man nämlich 
den Werth von F im Punkte z haben [vgl. die vorstehende Figur), 
so kann man zu diesem Zweck irgend eine beliebige innerhalb %, 
bleibende und von z^^ nach z laufende Integrationscurve, also z. B. 




Neu in nun, AbePsche Integrale. 8. Anfl. 



la 
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die Curve z^ccgz anwenden, und erhält in solcher Weise: 

F{z)=f(pdi;+f(pdty 



n 



WO unter z^q die Curve ZqCCq zu verstehen ist [vgl. die Figur], 
Diese letzte Formel kann daher mit Rücksieht auf (19.) auch so 
geschrieben werden: 

F{z) = F{q) + ßp d^. 



o 



Substituirt man aber den hieraus für das Integral 

m 

Cfpdilf 



o 



sich ergebenden Werth in (22.), so erhält man: 

(23.) % W = [F{1) - F(q)] + F(z) , 

oder mit Rücksicht auf (18.): 

(24.) f5(£) = A + F{z). 

Dieses Resultat kann man leicht auf den Fall erweitem, dass 
der Querschnitt q von der Bahn des Integrals § (^) heliebig oft über- 
schritten wird. Man gelangt so zu folgendem Satz: 

Hält man fest an den in (12.), (17.), (18.) eingeftihrten Bezeidi- 
nungen, und versteht man überdies unter 

(25.) %{z) = frd^ [«] 

das in seiner Bewegung auf die ursprüngliche Fläclhe 81 beschränkte 
Integral, so wird dieses ^{z) eine unendlich vieldeutige Function 
von z sein. Doch iverden die unendlich vielen Werthe, weldw 5(^) i^ 
einem gegebenen Punkte z besitzt, von der daselbst eindeutigen Func- 
tion F{z) immer nur um ganze Vielfache der Constante A verschie- 
den sein, 

Markirt man nämlich innerhalb Sl einen beliebigen Punkt z, und 
lässt man die Integrationscurve des Integrals %(z)y UKÜirend sie von 
Zq nach z läuft, den Querschnitt q im Ganzen l-mal vom linken zum 
rechten, und r-mal voin rechten zum linken Ufer übersdireiteti , so tvird 
der bei Anwendung dieser Integrationscurve für 5 iß) 5*^* ergebende 
Werth zu F{z) in der Beziehung stehen: 

(26.) %{z) = F{z) + (1,-r)d., 

WO A die in (18.) definirte Constante vorstellt. 
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Setzt man insbesondere 1=1 und r = 0, so erhält man den 
in (24.) betrachteten Specialfall. 

Beispiel. — Ein einfaches Beispiel für die hier angestellten Betrach- 
tungen gewährt das Integral: 



» 



n 



Die hier auftretenden Functionen 9 =- — und ip ^= z sind eindeutig und 

stetig auf einer ringförmigen Fläche 9(, die von irgend zwei um den An- 
fangspunkt £r s= beschriebenen Ereisperipherien begrenzt ist. 

Ohne näher auf diesen Gegenstand einzugehen, sei nur bemerkt, dass 
die Constante A (18.) im gegenwärtigen Fall =» — 2»», und ^{z) iden- 
tisch mit log z wird. 

§2. 

Ueber Integrale auf einer mehrblättrigen Biemann'schen 

KugelfLäohe. 

Es sei eine Riemann'sche Eugelfläcbe 9i in ganz beliebiger 
Weise gegeben, mit beliebig vielen Blättern, Windungspunkten und 
Uebergangslinien. Femer sei © irgend ein Theil von JR. Endlich 
seien q> = (p(/) und ^ == ^(^) zwei Functionen, die auf © eindeutig 
und stetig sind. Alsdann kann das positiv über den Rand von @ 
erstreckte Integral 

falls man © in kleine Stücke Uj, Ug, . . . U^ zerlegt, auch so dar- 
gestellt werden: 

(1.) J^tpd^^J^ fdi^+S^ 9>^^ + ---+/^9^^^. 

oder, falls man diese Stücke in ihre natürlichen Zustände Äj, Sljj> 
. . .%^ versetzt, auch so: 

(2.) /g 9"?^ = /jj^ 9 d^ +/^ 9"^* + • • • + /«, 9«^*- 

Da nun 9 und ^ auf ©, mithin z. B. auch auf Ux und H« eindeu- 
tig und stetig sind, so ergiebt sich [mittelst des Hülfssatzes pg. 187] 
sofort: 

und folglich aus (2.): 
(3) J q>dilf ebenfalls =0. 

13* 
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Also der Satz: Sind (p ^=^ q>{z) und ^ = ^(je?) auf irgend einem 
Theil © einer Riemann'schen Kugelfläche eindeutig und stetig^ so 
mrd das in positiver Rictitung über den Band von @ erstreckte In- 
tegral 
(4.) f (pdif stets = 

sein. Besitzt © mehrere Bandcurven, so ist selhstverständlidi dies 
Integral in Wirklidikeit eine Summe von mehreren Integralen. 

Auf der Fläche 5R sei irgend ein fester Punkt Zq markiri Das 
von Zq aus auf der Fläche SR längs einer beliebigen Curve fortschrei- 
tende und schliesslich bis zu irgend einem Punkte z vordringende 
Integral von tpätj; mag mit 

(5.) fffdty 

-0 

oder, falls jene Curve irgend welche bestimmte Gestalt 6 besitzen 
soll, mit 

z 

(6.) J<pdi} [ö], oder auch mit J q>dilf 

bezeichnet werden. Dabei ist unter jener Curve stets die Bahn 
eines Punktes zu verstehen, der seine Lage auf 9i Schritt für 
Schritt in stetiger Weise ändert. Es wird also diese Curve z. B. 
aus einem Blatt der Fläche SR in ein anderes immer nur beim Pas- 
siren einer Uebergangslinie gelangen können. [Vgl. (2.) pg. 66.] 

Denkt man sich auf 91 irgend einen Flädimtheil @ abgegrenzt, 
ferner den festen Punkt Zq innerhalb @ gelegen, und soll das Inte- 
gral (5.), was die Bewegung seiner Integrationscurve Zq , . . z betriflFt, 
auf den Flächentheil @ beschränkt werden, soll also die genannte 
Curve innerhalb @ sich beliebig bewegen, den Rand von @ aber 
niemals überschreiten dürfen, so mag das Integral, um solches an- 
zudeuten, mit 

(7.) S'pdi' [©] 

•0 

bezeichnet werden. Alsdann ergiebt sich leicht ein den Sätzen pg. 190 
und 191 analoger Satz, der folgendermassen lautet: 

Versteht man unter @ irgend einen einfach zusammenhängen- 
den TJml der gegebenen Fläche SR, ferner unter tp = (p(z) und ^ = ilf{z) 
zwei auf © eindeutige und 'stetige Functionen, endlich unta* Zq 
einen innerhalb © markirten festen Punkt, so wird das von jer^, aiis- 
gdiende utid in seiner Bewegung auf © besdiränkte Integral 
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2 

(8.) ffpdtl; [@J 

eine Functioii vofi z sein, welcJie auf @ allent/ialben eindeutig und 
stetig ist. 

lieiveis, — Zieht man, von aus, nach einem ebenfalls inner- 
Jiaib © liegenden Punkte irgend zwei innerhalb © bleibende Cur- 
ven 6 und 0\ so bilden ö und ö' zusammengenommen einen liüdC' 
hehrschnitt der Fläche @. 

© ist aber nach unserer Voraussetzung einfach zusammen- 
hängend, und zerfallt daher [Satz (7.) pg. 151] durch diesen Rück- 
kehrschnitt (6 + 6') in zwei getrennte Stücke ©^ und ©g, von denen 
das eine ©, nur von (<y + (?') begrenzt ist, während das andere ©^ 
theils von der Curve ((J + <y'), theils vom ursprünglichen Rande der 
Fläche © begrenzt sein wird. Demgemäss ergiebt sich für das pos^i- 
tiv über den Rand von ©^ erstreckte Integral 

(«.) r 9)d^ 

die Formel: 
(/».) ±f^ <pdt =/^ q>dil; - /^, 9)flf^, 

die Integrationen über ö und ö' hinerstreckt gedacht von Zq nach z. 
[Vgl. die analogen und mehr anschaulichen Betrachtungen auf pg. 188.] 
Nach unserer Voraussetzung sollen aber (p = (p{z) und tl; = tl;(z) 
auf©, mithin auch auf©i eindeutig und stetig sein. Zufolge (4.) ist 
daher das Integral (a.) gleich Nidl] sodass also die Formel (/J.) über- 
geht in: 
(y,) f (pd^=-J ^fpd^. 

Hiermit aber ist bewiesen, dass der Werth des Integrals (8.) in 
irgend einem Punkte z stets ein und denselben Werth annimmt, wel- 
chen Weg man seiner Integrationscurve von Zq nach z auch zuer- 
theilen mag. 

Der Werth des Integrals (8.) ist also eine eindeutige Function 
von z. Dass derselbe gleichzeitig auch eine stetige Function von z 
ist, ergiebt sich unmittelbar aus der vorausgesetzten Stetigkeit der 
beiden Functionen q> und ^. 



Neuntes Oapitel. 
Die allgemeinen Eigenschaften der Aberschen Integrale. 

§ 1. 

Untersuchung der Abersohen Integrale in ihrer nrsprüngliohen, 

unbestimmten Form. 

Ein Integral von der Form 

(1.) Jipiz)dz 

wird bekanntlich; falls die Function fp(jf) gewissen Bedingungen ent- 
spricht, ein AheVscIies Integral genannt. Und zwar kann man dabei 
jene von der Function fp(z) zu erfüllenden Bedingungen in doppel- 
ter Weise formuliren. 

Man kann entweder sagen: Die Fwiction 9> = 9>(^) soll definirt 
sein durdh eine Gleidmng: 

Zo + Z,q> + Z^q>^ + . . . + Z,9)« = 0, 

derefi Coefficienten Zq, Zi, Z^, . . . Zn rationale Functionen von z 
sind. Dies würde der ursprünglichen Abel'schen Anschauungsweise 
entsprechen. 

Oder aber man kann sagen: Die Function g> = q)(^) soll auf 
irgend einer Eiemann' soften Kugelfläche 3i regulär, d, i, daselbst ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. 

In der That sind beide Bedingungen unter einander äquivalent. 
Denn entspricht eine Function q> = ^{z) der ersten Bedingung^ so 
entspricht sie auch der zweiten [vgl. (1.), (2.) pg. 94 und namentlich 
auch (10.) pg. 145]. Und entspricht umgekehrt die Function der 
zweiten Bedingung^ so wird sie nothwendiger Weise auch der ersten 
entsprechen [vgl. pg. 122]. 

Wir wollen nun bei den weiteren Betrachtungen den Rieniamv- 
sehen Weg verfolgen, also der zweiten Definition den Vorzug geben. 
TTnd demgemäss wollen wir ims irgend eine Riemannsche Kugel- 
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fläche 9i in ganz beliebiger Weise gegeben denken, mit beliebig 
vielen Blättern, Windungspunkten und üebergangslinien, und an- 
nehmen, die Function q) = (p{js) sei auf dieser Fläche JR regulär, 
d. h. sie sei daselbst eindeutig und his auf einzelne Pole stetig. 
Um zuvörderst das sogenannte unbestimmte Integral 

(2.) F = Jffdz = fq>(z)d0 

an irgend einer Stelle der Fläche SR näher zu untersuchen, mar- 
kiren wir auf JR einen beliebigen Punkt c und bezeichnen das Be- 
reich dieses Punktes in seinem ursprünglichen und natürlichen Zu- 
stande respective mit U(c, ;&) und Sl(y, 5)- ^^f der Fläche ?[ ist 
alsdann q> = fp(ß) darstellbar durch die Formel: 

(«.) g> = 9> W = (g - yym)^ [vgl. (15.) pg. 108J. 

Einer analogen Darstellung ist aber auch die Function ij; = z fähig 

dz 
[vgl. (2G.) pg. 114], und ebenso auch die Function ^ = ^j, [vgl. 

z. B. pg. 122]. Somit ergiebt sich: 

iß.) 'v = ^=a-yy-E,it). 

Substituirt man aber diese Werthe («.), (ß,) in (2.), so folgt: 
(3.) F^f<pdz =/9,^|rfg =/(g- ;')'E«)dg. 

Dabei bezeichnet v = ^ + ft^ [ebenso wie fi und fij selber] eine 
j)ositive oder negative ganze Zahl, und E(g) = E(X)E^{^) eine Func- 
tion, die [ebenso wie J?(g) und J5i(S)] eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend ist. 

Man kann jetzt U und $1 nachträglich noch weiter verkleinern, 
und in solcher Art % in eine um y beschriebene Kreisfläche ver- 
wandeln. Alsdann ist E(g) innerhalb St in eine Taylor'sche Keihe 
entwickelbar: 

E (Ö = A, -\- Ä,{t - y) ■{- A, (g - y)« + . . . ; 

80 dass man erhält: 

(4.) F = /[4,a - rY + ^. (g - ry+' -hMt- y)'+* + • • •] dt. 

Die Integration lässt sich jetzt sofort ausführen, wobei der Fall 
V = — 1 besonders zu behandeln ist. Man übersieht sofort, dass der 
in solcher Weise für F resultirende Werth auf 5K im Punkte y, d. h, auf 
U im Punkte c endlich oder tmendlich ist, jenachdem v = 0, 1, 2, 3 etc. 
oder aber = — 1, — 2, — 3 etc. ist; und gelangt in solcher Weise 
zu folgenden Sätzen: 
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Repräsentirt 9> = 9>(^) eine auf SU reguläre Function, so zerfallen 
sämmtlicJie Punkte der Fläche 91 mit Bezug auf das unbestimmte In- 
tegral: 
(5.) F = fq)dz 

in zwei Kategorien, nämlich erstens in die EndlichkeitspunJcte von 
Fy und zweitens in die Unendiichkeitspunkte von F. 

Ist c ein Endlichkeit spunkt von F, so wird dieses F [nach 
Fixirung der Integrationsconstante] im Bereich Vi{c,z) orfer S((y, J;) 
des Punktes c darstellbar sein durch die Formel: 

(6.) jF = (eindeut., stetig. Funct. von J;); 

woraus z. B. folgt: 

Ist hingegen c ein Unendlichkeitspunkt von F, so wird dieses 
F [nach Fixirung seiner Integrationsconstante] im Bereich ]X{CyZ) 
oder %{y, t) des Punktes c darstellbar sein durch die Formel: 

• f Ä 1 ^^ ^ _L_ r B^'^ . B<^> , , B<^> 1 ) 

(8.) F=r^'«^^-^^+lr=^y + iS^^ + -'+ä^^ 

I -j- (eindeut., stetig. Function von 5) 

wo A, B^^\ B^^\ . . . B^*) constante Coefficienten vorstellen. Aus dieser 
Formel (8.) folgt sofort: 

(9.) / dF = f dF = f <pdz = 2jiiA, 

die Integration [ebenso wie in (7.)] positiv hinlaufend gedacht um das 

Bereich Ä oder U. 

Bemerkung. — Riemann bezeichnet die in der Formel (8.) auftre- 
tende Function (f — y) mit r [vgl. Riemann'e Gesammelte Werke pg.* 97], 
und sagt von derselben, sie sei eine Function von z, die in dem betrach- 
teten Punkte c unendlich klein von der ersten Ordnung wird. Dies steht 
mit unserer Betrachtungsweise in vollem Einklang. In der Tbat ist näm- 
lich (S — y) eine Function von jp, die im Punkte c einen Nullpunkt erster 
Ordnung besitzt. 

Sind beide Functionen tp = (p{z) und ^ = jer im Punkte c d. h. 

dz 
auf U und 21 stetig, und ist also ^ = jz auf St ebenfalls stetig [vgl. 

den Satz pg. 49], so wird das Integral 

daselbst gleichfalls stetig sein, wie sich solches z. B. leicht ergicbt 
mittelst der in (3.), (4.) angegebenen Betrachtungen. Demgemäss 
können die Unendlichkeitspunkte von F nur in solchen Punkten c 
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liegen, in denen die Functionen tp = tpiz) und ilf = z entweder beide, 
oder wenigstens eine derselben, unstetia sind. Mit andern Worten: 
I}ie Unendliclikeitspunkte von F sind entweder geradezu durch die 
(10.) Pole der Functionen q){g) und z, oder aber durch einen Theil di^er 
Pole dargestellt, Derngeniäss können also die UnendlichkeitspunJcte von 
F auf der Fläche 9t immer nur vereinzelt vorkommen. 

Ist Firn Punkte c unendlich, so wird F im Bereich dieses Punk- 
tes darstellbar sein durch die Formel (8.). Und für die Beschaffen- 
heit dieser Formel sind die Werthe der daselbst auftretenden con- 
stanten Coefficienten A, B'^^, B^^^, . . . B^*) von charakteristischer Be- 
deutung. Sind z. B. B(l^ B^^^^, . . . B^*> sämmtlich = 0, so geht die 
Formel über in: 

(11.) F= ^ log fg — y) + (eind. stetig. Funct. von g). 

In diesem Fall heisst c ein loganthmischer UnendUelikeitspunM, oder 
genauer ausgedrückt ein rein logarithmischer Unendlich kcitspunkt. 
Ist, um ein zweites Beispiel anzuführen, A = 0, hingegen B^*^ 
von verschieden, während B^^^, B^^^ . . . B^'^^ sämmtlich = sind, 
so geht die Formel (8.) über in: 

(12.) ' F = ^- - + (eind. stetig. Funct. von g). 

«> # 

In diesem Fall wird offenbar der Punkt c als ein Pol von Fy und 
zwar als ein Pol erster Ordnung zu bezeichnen sein. 

In der That kann man die Formel (12.), falls man die daselbst auf- 
tretende eindeutige und stetige Function mit 0{i) bezeichnet, in die Ge- 
stalt versetzen: 

F={t-y)-' [B'" + (f - y) . 0{t)\ 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck repräsentirt wieder- 
um eine eindeutige und stetige Functiou von {;, die überdies im Punkte y 
den nach unserer Voraussetzung von verachitdenen Werth B^*^ annimmt. 
Denkt man sich also das Bereich U oder ^ hinreichend klein, so repräsen- 
tirt jener in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck eine Function vom 
Charakter E\ so dass man also erhält: 

F=(f-y)-^^. - Q. e. d. 

Ist ferner, um ein letztes Beispiel anzuführen, A = 0, hingegen 
B^^> von verschieden, ebenso auch W^\ während B'^^ B<*), . . . B^*) 
sämmtlich =0 sind, so geht die Formel (8.) über in: 

d(1) r(«) 

(13.) F = j^ y + ^-y, + (eind. stetig. Funct. von g). 

Und in diesem Fall repräsentirt c [wie man leicht übersieht] einen 
Pol zu^iter Ordnung von F, 
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Schliesslich wird der durch die allgemeine Formel (8.) charak- 
terisirte Unendlichkeitspunkt c zu bezeichnen sein als ein logarith- 
misch'polarer Unendlichkeitspunkt y nämlich als die Superposition eines 
rein logarithmischen ünendlichkeitspunktes und eines polaren ün- 
endlichkeitspunktes h^ Ordnung. 

§ 2. 

FortBetzung. Allgemeine Sätze über die Unendlichkeitspunkte 

der betraohteten Integrale. 

Bezeichnet man sämmtliche Unendlichkeitspunkte, welche das 
Integral 
(14.) F = fq>dz 

auf irgend einem ITieil @ der gegebenen Fläche SR besitzt^ mit C|; 
Cg, . . . c^, so werden air diese Punkte [zufolge des Satzes (10.)] in 
den Polen der Functionen g)(z) und e liegen. Ausser q, Cg, • • • c^ 
können aber g){0) und z auf @ möglicher Weise noch andere Pole 
besitzen, welche rfi, d^, . . . d* heissen mögen. Bezeichnet man nun 
die Bereiche der genannten Punkte respective mit U^^ U^, .. . U^ 
und SSi, 8?2, ... SSa, und das nach Absonderung all' dieser Bereiche 
noch übrig bleibende Stück der Fläche @ mit %: 

® =T 3: + (Ui + U3 ... + u, + ®i + »,... + sJä), 

so ist offenbar: 

(16.) 4 «' = 4 ,iF + 2; /„_ äF + j; /^_ ä F. 

Nach (9.) ist aber: 

WO Ax dasjenige specielle A vorstellt, welches in der Entwicklung 
(8.) vorkommt, falls man dieselbe speciell auf den Punkt Cx in An- 
wendung bringt. 

Das dx ist, nach seiner Definition, ein EndUdüceitspunkt von F, 
Somit folgt aus (7.): 

Nun ist ferner zu beachten, dass Cj, Cg, ... Cg und d^, eZ^, . . . cft 
zusammengenommen sämmÜiche Pole der Functionen q>(ß:) und z auf 
der Fläche @ repräsentiren. Demgemäss sind (p{z) und a auf der 
aus @ durch Absonderung jener Punkte entstehenden Fläche % 
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ausnahmslos eindeutig und stetty^ sodass sich also [mittelst des Satzes 
pg. 196 (4.)] die Formel ergiebt: 

/^ q>dz = 0, 
d. i. die Formel: 

(y-) 4 äF = 0. 

Substituirt man schliesslich die Werthe («.), (/3.), (y.) in (15.), 
so erhält man: 

(16.) /e^^'= 2^'*(A, + A, + . . . + A,), 

und gelangt also zu folgendem Satz: 

Bezeidmet © irgend eifmi Tlieil der geyebeneti Fläehe 9t, wul 
Imt das Integral 

F = Jq>dz 

auf @ im Ganzen g UnendlichJceitspunkte: c^, Cjj, . . . Cg, so tvird 
das über den Band von @ lyositiv erstreckte Integral 

(17.) f dF = f q>dz stets = 27ci(\ + /K^ + , . . -\- ^y) 

sein, wo \f ^2, . ' . ^g die Logarithmtis-Coefficienten derjenigen Ent- 
wicklungen (8.) bezeichnen, durdi tveldw F in jenen Tmikten Cj, c^, 
, . .Cg der Reihe nach dargestellt ist. 

Hat also z, B, F auf © gar keine Unendlichkeitspunkte oder 
lediglicli polare Unendlichkeitspunkte , so ergiebt sich: 

(18.) J^dF = J^^<U^O. 

Lässt man den Fiächentheil © sich mehr und mehr ausdehnen, 
bis er schliesslich mit 9t selber identisch wird, so versdiwindet in 
diesem letzten Äugenblick die ßandcurve von ©, mithin gleichzeitig 
auch der Werth des Integrals (17.); sodass man also zu folgendem 
Resultat gelangt: 

Besitzt das Integral 

F = fq)dz 

auf der gegefßenen Flädm 91 im Ganzen q Uncndliclikeitspunkte: c, , Cj, 
. . .Cq, und bezeichnet man die Logarithmus-Coefficicnten des Integrals 
für diese Punkte der Beilie nach mit \, K, . . . ^, so ist stets: 

(19.) Ai + As, + . . . + A^ = 0. 

Bezeichnet man unter diesen A's diejenigen, welche den loga- 
rithmischen und logarithmisck' polaren Unendlichkeitspunkten zuge- 
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liöreu, für den Augenblick mit A^^^, andererseits aber diejenigen, 

welclie den polarm ünendlichkeitspuukten zugehören, mit A^**^, so 

sind die A^"^ sämmtlich = 0; so dass also die Formel (19.) sich re- 

ducirt auf 
(19 a.) 2:A('^) = 0. 

Von diesen Constanten A^^^ ist jedwede von verschieden. Zufolge 
(19 a.) muss daher die Anzald dieser Constanten A^^^ entweder = 0, 
oder aber > 1 sein. Mit andern Worten: 

IHe Gesammtzahl der logarithmischen ufid logarithmisch- 
polaren Unmdliclikeitspimkte, welche F auf SR besitzt, ist stet^ ent- 
weder = 0, oder aber > 1, niemals =1. Ist ifishesondetc diese An- 
{\Qh.)zahl = 2, sind also zwei solcJie Unendlichkeitsptinkte vorhanden, so 
werden [nach (19 a.)] die Logarithmus-Coefficienten in diesen beiden Punk- 
ten einander entgegengesetzte Werthe liaben. 

Beispiel. — Die von uns gefundeneu Sätze gelten für alle der ge- 
gebenen Fläche 9t entsprechenden Aberschen Integrale, gelten also für 
jedwedes Integral 
(«) F=ßdz, 

falls nur tp =s q>fz) eine auf di reguläre Function ist, und gelten daher 
z. B. auch für jedwedes Integral von der Form: 

falls nur f = f(z) eine auf 91 reguläre Function vorstellt. Denn entspricht f 
dieber Voraussetzung, so werden die Ausdrücke -- und -- y- derselben 

(iZ / (t Z 

ebenfalls entsprechen [vgl. die Sätze (11.) pg. 124 und (24.) pg. IIa]. 

Markirt man nun auf ^ irgend einen hclithiyen Punkt c, und bc- 

• zeichnet das Bereich dieses Punktes mit U(c, z) oder 3l(y, f), so wird die 
auf ?l reguläre Function f innerhalb 31 darbtellbar sein durch: 

(y ) /■=(?- y)" E(X) , [vRi. (1 6.) pg. 108J. 

Dies in (ß.) substituirt, ergiebt sich innerhalb ^: 

(*•) "^ -J 7 - ^Jr^-y +J-E di ^- 

Die Functionen E und -= sind auf 31 eindeutig, stetig und nichtverschwin- 

jj jp "t gl TP 

dend; folglich sind -^— und w -. auf 91 eindeutig ufid stetig [Satz (16.) 

pg. 23J. Denkt man sich also U und 3( nachträglich noch weiter ver- 
kleinert^ und in solcher Weise die Fläche 3( in eine kleine um y beschrie- 
bene Kreisfläche verwandelt, so wird die Function 

JL i? 
F dt 
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innerhalb $( entwickelbar sein in eine Taylor'sche Reihe: 

E dj- = ^'' + ^1 (f - y) + ^» (5 - y)' + • • • 

Hieraus folgt: 

Somit folgt aus {d.)i 
(f.) F = ft log (f — y) + (eindeut. stet Funct. von f). 

Diese für das Bereich U oder 91 des Punktes c oder y gültigen For- 
meln (y.), (Ä.), (f.) zeigen, dass ft die Ordnungszahl der regulären Func- 
tion f im Punkte c beziichnet, und dass das Integral F im Punkte c, 
jenachdem fi = oder von verschieden ist, entweder gar keinen oder 
aber einen rein logarithmischen Unendlichkeitspunkt besitzt. Hieraus aber 
folgt, weil c einen ganz beliebigen Punkt der Fläche 31 vorstellt, dass F 
auf der ganzen Fläche 92 nur rein Jogarithmische Unendlichkeitäpunkte be- 
sitzt, und dass diese ihrer Lage nach identisch sind mit den Polen und 
Nullpunkten der Function f. Ueberdies ergiebt sich aus («.), dass die jenen 
Unendlichkeitspunkten entsprechenden Logarithmus- Coefficienten des Inte- 
grals F identisch sind mit den dortigen Ordnungszahlen ft der Function /*. 
Also der Satz: 

Versteht man unter f =» f{z) irgend eine auf 51 reguläre Function 
[d. i. irgend eine Function, die auf 31 eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig ist], so besitzt das Integral 



(O 



F^ßf^fälo,f 



auf der Fläche 31 nur rein logarithmische UnendlicJikeitspunkte. Und 
zwar werden diese Punkte ihrer Lage nach identisch sein mit den Polen 
und Ik-tdlpunkten der Function f. Auch werden die Logarithmus-Coeffiden- 
ten des Integrals F in diesen UnendlicJiktitspunkten niclUs Anderes sein, als 
die dortigen OrdnungszaJilen d^r Function f. 

Der Satz (19.) pg. 203 behauptet, dass die Summe der in Rede ste- 
henden Logarithmus- Coefficienten =» sein muss. Er behauptet also, dass 
die Summe derjenigen Ordnungszahlen, welche die Function f in ihren 
Polen und Nullpunkten besitzt, »» sein müsse. Dies aber ist ein 8chx>n 
früher constatirter Satz [vgl. pg. 107]. 

§3. 

Eintheilung der Abel'sohen Integrale in solche erster, zweiter 

und dritter Gattung. 

Erste Gattung. — Besitzt das Abersche Integral: 

F=fq>dz 

auf der gegebenen Riemanii'schen Kugelflllche 91 gar k/iine Unend- 
lichkeitspunkte, so heisst dasselbe ein Integral erster Gattung, 
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Zweite Gattung. — Besitzt das Abel'sche Integral: 

auf 91 nur polare ünendlichkeitspunkte, so zählt dasselbe zur iswei- 
ten Gattung. Das einfachste unter all' solchen Integralen zweiter 
Gattung, das sogenannte elementare Integral zweiter Gattung, wird 
oiBFenbar dasjenige sein, welches im Ganzen nur einen ünendlichkeits- 
punkt, und zwar einen polaren ünendlichkeitspunkt erster Ordnung 
besitzt. Bezeichnet man diesen Punkt mit c, und sein Bereich mit 
U (c, 0) respective 21 (y, g), so wird das Integral in diesem Bereich 
[vgl. (12.)] einen Werth besitzen von der Form: 

F = -r— f- (eindeut. stetig. Funct. von f ) , 

wo B eine Constante vorstellt. Diese Constante kann, durch Mul- 
tiplication des ganzen Integrals mit einem constanten Factor, stets 
auf 1 reducirt werden. Und demgemäss wollen wir den Begriff des 
elementaren Integrals zweiter Gattung in der That in der Weise 
genauer fixiren, dass wir festsetzen, die seinem UnendliehkeitsptmJct 
entsprediende Constante B solle stets = 1 sein. 

Dritte Gattung. — Besitzt das Abersche Integral: 

F=f(pd£! 

auf SR irgend welche logarithmische ünendlichkeitspunkte, so wird 
dasselbe — einerlei, ob gleichzeitig auch noch polare ünendlich- 
keitspunkte vorhanden sind, oder nicht — ein Abersches Integral 
dritter Gattung genannt. Das einfachste unter all' diesen Integralen 
dritter Gattung, das sogenannte elementare Integral dritter Gattung, 
ist dasjenige, welches im Ganzen nur 0wei ünendlichkeitspunkte, 
und zwar zwei rein logarithmiscJie ünendlichkeitspunkte besitzt. — 
Noch einfacher würde allerdings ein Integral mit nur einetn solchen 
Punkte sein. Ein derartiges Integral ist aber unmöglich, zufolge des 
Satzes (19.), (19 a, b.). 

Zugleich ergiebt sich aus jenem Satz, dass bei einem elemen- 
taren Integral dritter Gattung die den beiden ünendlichkeitspunkten 
entsprechenden Logarithmus- Coefficienten aitgcgengesetzte Werthe 
haben müssen. Bezeichnet man also die beiden ünendlichkeitspunkte 
mit q, Cjj und die Bereiche derselben mit Vi^{Ci,z)j Vi^{<ky ^) respec- 
tive mit 81(^1, S)> ^{y^y S); ^^ ^irA. das Integral in diesen Bereichen 
darstellbar sein ^urch die Formeln 

JP = — A log (6 — yi) + (eind. stetig. Funct. von g), 
F = + A log (t — y^) + (eind. stetig. Funct. von g). 



Die ÄbeVBchen Integrale. 207 

wo A in beiden Formeln dieselbe Constante ist. Zur genaueren 
Fixirung eines solchen elementaren Integrals dritter Gattung mag 
festgesetzt werden, dass diese Constante A stets = 1 sein soll, 

Beilänfige Betrachtimg über die hyperelliptisclien Integrale. — 
Die Function 

(a.) S = y{z — C,) {Z — C^)...{Z — Cin) 

kann [Satz (13.) pg. 83] in eindeutiger Weise ausgebreitet werden 
auf einer gewissen zweiblättrigen Riemann'schen Kugelfläche SR, welche 
2n Windungspunkte q, (^, . . . Ca» und n Uebergangslinien (CiCj), 
(C3C4), . . . (c2n—iC2n) bcsitzt. Auch ist sie auf dieser Fläche SR über- 
all stetig bis auf zwei bei jg? = cx) übereinander liegende Pole. 

Die Function 5 (a.) ist also auf SR eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig. Gleiches gilt mithin [vgl. pg. 113, 114] auf SR 
auch von den Functionen 

falls man nämlich unter q eine ganze Zahl versteht. Demgemäss 
sind die Ausdrücke («.), (/S.) als Functionen zu bezeichnen, die auf 
SR regulär sind. Setzt man also z. B. 

(y.) 9> = 7- «nd F = J(pdz, 

30 repräsentirt F ein der Fläche SR zugehöriges AbeVsches Integral 
[vgl. die Definition pg. 198]. Ob nun dieses Integral F erster, zwei- 
ter oder dritter Gattung ist, hängt lediglich ab von seinen Unend- 
lichkeitspunkten. Diese Punkte sind daher weiter zu untersuchen. 
Die Pole der Functionen (p und z liegen offenbar [vgl. (a.) 

und (y.)] 

in den Punkten c^, Cg, . . . Cg«, 

- 

und in den beiden Punkten z = 00. 

Alle Unendlichkeitspunkte, welche das Integral F auf der Fläche SR 
überhaupt besitzt, müssen daher nothwendiger Weise [Satz (10.) 
pg. 201] in diesen Punkten anzutreffen sein. Leicht lässt sich aber 
zeigen, dass, falls q eine der Zahlen 0, 1, 2, ... (n — 2) reprä- 
sentirt, diese Punkte (d.) Iceine Unendlichkeitspunkte von F sind, 
und dass also in diesem Fall das Integral F auf der ganzen Fläche 
SR gar Iceine Unendlichkeitspunkte hat, mithin als ein Integral erster 
Gattung zu bezeichnen ist. 

Beweis. — Bezeichnet man irgend einen der Punkte c^, c^, ... e^^ 
mit Cj, nnd sein Bereich mit U,(c^, z) oder 31^ (y^, £), bo ist offenbar: 



(*•) 
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mithin ^^ ^ 2(f - y^dl 

Die Functionen 8 und — sind auf 9% regulär und besitzen im Punkte c. 

oder (was dasselbe ist) im Punkte y. respectivo die Ordnungszahlen 1 und 

— 1 [vgl. pg. 111]. DemgemäsB ist z. B. — auf der Fläche IL oder %.. 
darstellbar durch: 

wo ^(£) eine eindeutige , stetige und nichtv erschwindende Function vor- 
stellt. Aus diesen Formeln folgt sofort: 

Vdz = ^ = [Cj + (f - y/]» . 2£(ö . di. 

Hieraus aber folgt weiter, falls q eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, . . . vor- 
stellt, mittelst des Cauchy-Taylor sehen Satzes: 

qpdr = [A, + A, (f - yp + A,(S- y/ + • • •] dt, 

WO die Ä*» Constanten sind. Demgeroäss besitzt also das Integral F in 
dem hier betrachteten Punkte c, oder y. 0* = 1, 2. . . . 2n) keinen Unend- 
lichkeitspunkt. 

Betrachtet man ferner einen der beiden Punkte z =^ <x>, und bezeich- 
net das Bereich desselben mit U(cx), z) oder 9((y, {;), so ist offenbar 

d i. z ^ (t-7r\ 

mithin dz = — (5 — y)""^d{. 

Die auf 3i regulären Functionen 8 und — besitzen in dem betrachteten 
Punkte ^; = oo oder (was dasselbe ist) im Punkte y respective die Ord- 
nungszahlen — n und -f- n [vgl. pg. 111]. Demgemäss ist z. B. - inner- 
halb U oder 91 darstellbar durch 

wo J^(f) eine eindeutige, stetige und nichtverschwindende Function vor- 
stellt. Aus diesen Formeln folgt nun sofort: • 

2^dz 

,jp dz = - - - = (J _ y-l . (_ 1) (J _ y)— « . EU) . df. 

Repräsentirt nun q eine der Zahlen 0, 1, 2, ... (n — 2), so wird der Ex- 
ponent [(n — 2) — q] stets positiv sein ; sodass man also mittelst des Cauchy- 
Tajlor'schen Satzes erhält: 

q,dz^ [B, + 5, (f - y) + B, (£ _ y)« + . . .] df, 

wo die B'a Constanten sind. Demgemilss besitzt also das Integral F in 
dem betrachteten Punkt z == oo oder f = y keinen Unendlichkeitspunkt. 
Q. e. d. 
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Wir gelangen somit zu folgendem Satz: BepräsentiH 9t die zur 
eindeutigen Ausbreitung der Function 

(f.) S = yiz — fj) {Z — Cj . . . (^ — C^n) 

erforderliclie ztveiblättrige Rieniann'sche Kugelflädic, und rcpräscntirt 
femer q eine der Zahlen 0, 1, 2, ... (w — 2), so unrd das Integral 



(0 F-J 



z^dz 



8 



stets ein der Fläclu* 9t zugehöriges AheVsciws Integral erster Gat- 
tung sein, 

§ 4. 

Das Abersohe Integral in seiner Erstreoknng über irgend welche 

Ourve. 

• 

Auf der gegebenen Fläche 9t mag irgend ein fester Punkt Zq 
markirt sein. Das, vom Punkte Zq aus, auf der Fläche 9t längs 
einer beliebigen Curve fortschreitende und schliesslich bis zu irgend 
welchem Punkt z vordringende Abel'sche Integral mag kurzweg mit 

(20.) Jy de, 

So 

oder, falls die gewählte Curve irgend welche bestimmte Gestalt ö 
besitzen soll, mit 

(21.) Jq> dz [6] , respective mit J q> dz 

bezeichnet werden. Dabei ist unter der auf 9t fortlaufenden Curve 
stets die Bahn eines Punktes zu verstehen, der seine Lage auf 9t 
Schritt für Schritt in stetiger Weise ändert. Es wird also diese 
Curve z. B. aus einem Blatt der Fläche 9t in ein anderes immer nur 
beim Passiren einer Uebergangslinie gelangen können. [Vgl. (2.) 
pg. 66.] 

Bezeichnet c irgend einen Punkt der Fläche 9t, und U das Be- 
reich desselben, und soll das Verhalten des Integrals (20.) innerhalb 
dieses Bereiches U untersucht werden, so markire man zuvorderst 
auf U zwei Punkte: einen festen Punkt Cq (der z. B. identisch mit 
c selber sein kann) und einen variablen Punkt z. Zieht man sodann 
eine auf 9t von Zq bis Cq fortschreitende Curve öq, und eine auf U 

IT e u m a n n , Abersohe Integrale. 2. Aufl. 1 4 
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von Cq bis fortschreitende Curve <y, so hat das Integral (20.) im 
Punkte z den Werth: 

3 Co 

Jtp dz = J<p de K] +f9^z [«]. 

Von den beiden Integralen rechter Hand wird das erste constant, 
= Gq bleiben, so lange 6q ungeändert bleibt; während andererseits 
das zweite 

« 

d. i. gleich der Differenz derjenigen beiden Werthe ist, welche das 
dem Bereich U entsprechende (früher besprochene) unbestimmte Inte- 
gral F in den beiden Punkten z und Cq besitzt. Man erhält also: 

(22.) /,. d^ = Co + [Fj;. 

Lässt fnan also das Curven -Integral 
(23.) fg> dz 

mittelst irgend welcher Integrationsctirve in das Bereich U eines gcgc- 
henefi Punktes c hineingelangen , und denkt man sich die diesem Be- 
reich U entspredienden F- Werthe in bestimmter Weise fixirt^ aho da- 
selbst durch eine der beiden Formeln (6.), (8.) pg. 200 ausgedrückt, 
— so werden die Werthe, welche jenes Curven-Integral in den einzel- 
nen Punkten z des Bereiches U annimmt, von diesen F-Werthen nur 
durch eine additive Constante verschieden sein. Diese Constante aber 
kann möglidier Weise sehr verscfiiedene Werthe Jiaben, je nach detn 
Wege 6q, auf welclieni das Curven-Integral ursiminglichy von Zq aus, 
in das Bereich U hineingelangt ist. 

In Folge dieser Constanten ist also das Curven-Integral (23.) 
eine vieldetitige Function von z. 

Man kann aber dasselbe, durch Beschränkung seiner Integra- 
tionscurve, in eine eindeutige Function von z verwandeln. Und 
zwar gelten in dieser Beziehung, falls man das sogenannte un- 
bestimmte Integral nach wie vor mit F bezeichnet, folgende Sätze: 

Erster Satz. — - Versteht man unter @ irgend einen einfach zu- 
sammenhängenden Theil der gegebenen Fläche 91, setzt fnan femer 
(24.) voraus, dass © entweder gar keine oder doch nur polare Vnend- 
Uchkeit^punkte von F entMlt, und markirt nmn endlidi innerJialb © 
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irgend einen festen Punkt e^y so tvird das von Zq ausgeliende und in 
seiner Bewegung auf © beschränkte Integral 

/(gp dz [©] 

-o 

eine eindeutige Function von e sein. Diese eindeutige Function mag 
hinfort mit F{z) bezeichnet werden: 

z 

(25.) F(e)'=f<pde [@]. 

Zweiter Satz. — Die in solcher Weise definirte Function F{z) 
verhalt sich, hinsichtlich ihrer Stetigkeit oder Unstetigkeit, in gafiz ana- 
(2G.) loger Weise wie das früher besprochene unbestimmte Integral F. Be- 
sitzt z. B. F auf © gar keinen UnendlicMceitspunkt, so wird F(z) 
auf © allenthalben stetig sein. 

Besitzt hingegen F auf © im Ganzen j polare Unendlichkeits- 

punkte: Cj, c^, . . . Cj, respective mit den Ordnungszahlen ftj, ftg • - • ft/> 

(27.) so wird jene eindeutige Function F{z) auf © bis auf j in c^, ^2, . . . Cj 

liegende Pole stetig, und in diesen Polen respective mit den Ordnungs- 

zahlen f^u fi2> • • * ff/ behaftet sein. 

Dritter Satz. — Die Differenz derjenigen Werthe, welche die ein- 
deutige Function F{z) auf der Fläche © in irgend zwei Punkten z^ 
und Z2 besitzt f ist darstellbar durch die Formel: 

(28.) F(e,)-F{g,)^flde [©J, 

WO die Integrationscurve von z^ nach z^ auf beliebigem Wege fort- 
scJireiten darf, falls nur derselbe seinem ganzen Laufe nach inner- 
halb © bleibt; une solches übrigens audi in der Formel selber durch 
das in Klammem beigefügte © bereits in hinreichender Weise an- 
gedeutet ist. 

Der Beweis dieser Sätze lehnt sich an frühere Betrachtongen in so 
einfacher Weise an, dass darüber nur einige kurze Andeutungen erforder- 
lich sind. 

Beweis des ersten Satzes. — Zieht man, von Zq ans, nach einem 
ebenfalls innerhalb S liegenden Punkt z irgend zwei innerhalb S blei- 
bende Cunren a und a\ so bilden a und a' zusammengenommen einen 
BückkehrschniU der Fläche 6. 

S ist aber nach unserer Voraussetzung einfach zusammenhängend, und 
zerföllt daher [Satz (7.) pg. 161] durch diesen Bückkehrschnitt (a -{- <^') 
in zwei getrennte Stücke @j und @j, von denen @j nur von {<f -{• o") be- 
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grenzt ist. Demgemäss ergiebt sich für das positiv über den Rand von 
<Bi erstreckte Integral 
(of.) f tp dz 

die Formel: 

(ß.) +r rp dz == r q> dz — f qt dz 

die Integrationen über a und a' hinerstreckt gedacht von z^ nach z. Nach 
unserer Voraussetzung soll aber @ gar keine oder doch nur polare Unend- 
lichkeitspunkte von F enthalten. Gleiches gilt daher auch von (5^. Und 
das Integral (a.) ist daher [zufolge des Satzes (18.)] gleich Null. Dem- 
gemäss geht die Formel (ß.) über in 



(y-) 



(d.) 



r q)dz ^=» r q> dz. Q. e. d. 

Der Beweis des zweiten Satzes ergiebt sich sofort aus den zu An- 
fang dieses Paragraphs angestellten Betrachtungen. Vgl. daselbst nament- 
lich den Satz (23.). 

Beweis des dritten Satzes. — Markirt man innerhalb @, ausser z^, 
noch irgend zwei andere Punkte Zi nnd z^, und zieht man irgend welche 
innerhalb © bleibende nnd von z^ über z^ nach z^ fortschreitende Curve ff, 
so repräsentiren die längs ff von Zq nach z^ , respective von Zq über ;?, bis 
z^ fortschreitenden Integrale: 



'■ 



Tqp dz und ftp dz 



-o 



die Werthe der Function F(z), (25.), in den Punkten «?, und z^. Die Dif- 
ferenz dieser beiden Integrale {S.) ist aber offenbar nichts Anderes, als das 
längs ff von z^ nach z^ erstreckte Integral. Somit ergiebt sich: 



»a 



(8.) F {z,) - F{z,)^Jfpdz. Q. e. d. 

Es bleibt noch übrig, die Werthe der eindeutigen Function 
F(0) am Bande von @ zu untersuchen. Eine derartige Untersuchung 
ist allerdings im Allgemeinen unmöglich, wohl aber dann, wenn 
der einfach zusammenhängende Flächentheil @ aus einem ^nehrfach 
zusammenhängenden Flächentheile durch irgend welche Sdmitte ent- 
standen ist. Alsdann nämlich ist die Beziehung zu untersuchen 
zwischen den Werthen der Function F(js!) an den beiden Ufern eines 
solchen Schnittes. Und man gelangt in dieser Beziehung zu folgen- 
den Resultaten: 

Vierter Satz. — Der bisher betrachtete einfach zusamneifüuingende 
FlächenÜieil © sei am einem mehrfach zusammenhängenden Fläehen- 
thcü durch Ausführung irgend weUJier Schnitte entstanden. Dieses 
Schnittnetz mag im Ganzen aus v unverzweigten Sdmittstrecken 0^, 
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(fg, . . . (Tv hesteJiot; und jede solche nnvcrzweigte Schnütstrecke cfx ni<ig 
als ein Strom von bestimmter (willkürlich festgesetzter) Richtung an- 
gesehen werden. Bezeichnet man alsdann die Wertlie der eindeutigen 
Function F{0) in zwei auf dem linken und rechtefi Ufer des Stromes 
0n einander gegenüberliegenden Punkten X und q mit F{X) und F{q)} 
so wird die Differenz 
(29.) F(A) - F{q) = A. 

cincfi Werth besitzen, der längs öx constant ist. 

Piinfter Satz. — Besitzt das in Rede stellende Schnitt- oder Strotn- 

netz dyy (Jjj, . . (Sy irgend weldie Knotenpunkte, so finden zwisclien 

den üonstanten A^, A^^ . . . Av getmsse Relationen statt. Betrachtet 

(30.) man nämlich die in irgend einem soldien Knotenpunkte zusammenstossen- 

den Ströme, und unterscheidet man einerseits die daselbst einfliessen- 

den, andererseits die von dem Punkte fort fliessenden Ströme, so ist 

die Summe der in den erstem vorJiandenen A's stets ebenso gross, wie 

die Summe der in den letztem vorJiandenen A's. 

Beweis des yierten Satzes. — Es sei c irgend einer jener uuver- 
zweigten Ströme a^, a^, ... a^. Ferner seien Ä, X' irgend zwei Punkte 
seines Unken, und 9, 9' die gegenüberliegenden Punkte des rechten Ufers: 



A' 



> a 



Alsdann ist nach (28.): 
(«.) F{n^ F{X)=fq>dz [©], 



(ß.) F(9')-F(9) ~^Jq>dz [8], 

wobei die Integrationscurren innerhalb @ ad libitum zu wählen sind. Dem- 
gemäss kann man z. B. die Curye X . , . X' mit der linken, ebenso die Curve 
Q , . , Q* mit der rechten Uferlinie von a zusammenfallen lassen. Thut 
man aber dies, so werden die beiden Integrale unter einander identisch; 
denn 9 und z sind nicht nur auf @, sondern auch auf di selber überall 
eindeutig, und besitzen also in je zwei zu beiden Ufern von a einander 
gegenüberliegenden Punkten einerlei Werthe. Demgemäss ergiebt sich aus 
(a.), (ß.) sofort: 

(y.) F(V)--F(X)^F{q')-F{q), 

oder, was dasselbe ist: 

(d.) F{X') - F{q) « F(i) - F{q), Q. e. d. 

Beweis des fünften Satzes. — Wir betrachten der Einfachheit willen 
zuvörderst einen Knotenpunkt «ßy, in welchem nur drei der Ströme aj, 
(F,, ... <T zusammenstoBsen. Diese drei mögen mit tf, <r', ü" und die zu- 



214 Neuntes Capitel. 

gehörigen A'b mit A, A\ A" bezeichnet sein. Nehmen wir überdies an, 
dass a nach der SMle aßy ifimfliesst, hingegen a\ n" von a^y /br^fliessen: 



0—> 




so ergeben sich [zufolge des schon bewiesenen Satzes (29.)] die Formeln: 

A = FW - F((> ) = F(«) - F(P), 
(f.) A' = -F(r) - F(^') - F(y) - F(P), 

A" = F(i") - F(9") = F(a) - F(y). 

Denn die Ströme ff, ff\ ff" sind unendZu/» schmal zu denken; sodass also 
die drei Punkte a, ß^ y einander unendlich nahe liegen, mithin z. 13. y 
und ß als zwei Punkte angesehen werden dürfen, die, ebenso wie X' und q\ 
zu beiden Ufern des Stromes ff' einander gerade gegenüber liegen. Aus den 
Formeln (e.) folgt nun aber sofort: 

(d.) A = A' + A". Q. e. d. 

Dass man den Satz in analoger Weise auch für solche Knotenpunkte zu 
beweisen im Stande ist, in denen Miebig viele der Ströme <r, , ff^, . . . 0^ 
mit einander zusammenstossen, bedarf kaum der Erwähnung. 

§5. 

Bas Abersohe Integral erster Gattung. 

Ist (p = (p{z) auf der gegebenen Rieniann'schen Kugelfläche 
regulär, d. i. eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig^ so heisst das 
Integral 

ein Abersches Integral [vgl. die Definition pg. 198]. Ist nun ins- 
besondere die Function g) von solcher Beschafienheit, dass F auf SR 
gar keine Unendlichkeitspunkte hat, so heisst das Integral ein Abel- 
sches Integral erster Gattung [vgl. pg. 205]. 

Gleichzeitig aber wird alsdann den im vorhergehenden Para- 
graph an @ gestellten Bedingungen (24.) Genüge geschehen durch 
jeden beliebigen einfach zusammenhängenden Theil der Fläche SR, 
also z. B. auch Genüge geschehen, wenn man für SR diejenige ein- 
fach zusammenhängende Fläche SRo6c nimmt, in welche SR durch die 
Riemann*schen Schnitte 
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«1, 


«s, 


(Ijj, ... (tpj 


h. 


6j, 


O^y ... Opf 




c»» 


^3, . . . Cpf 



sich verwandelt [vgl. die Bemerkung pg. 185J. Man gehingt somit, 
auf Grund der im vorhergehenden Paragraph aufgestellten fünf Sätze, 
zu folgendem Resultat: 
Eepräsentirt 

F = fq)dz 

ein AheVsches Integral erster Gattung , besitzt mithin das unbestimmte 
Integral F anf 91 gar keine Unendlidikeitspunkte, so wird die durdi 
die Formel 

defmirte Function F(z) auf der Fläclie 9ia6c überall eindeutig und 
stetig sein. Ueberdies wird alsdann diese Functioth F(z) in den Schnitten 



«1, 


««. 


«3, . . 


» , ttp, 


6I, 


\, 


63, . 


. . Op, 




C-27 


C3, . . 


. Cpj 



mit Constanten Differenzefi behaftet sein; was angedeutet sein meig 
durch die Formeln: 

längs axi F{X) — F(q) = ^x, 

(31a.) längs b,: F{k) - F{q) = B,, 

längs Cx: F{k) — F{q) = Cx = 0. 

Diese drei Formeln bedürfen aber noch eines genaueren Beweises, Nament- 
Hell wird dabei auch darzuthun sein, da^s die Constantc Cx in der letz- 
ten Formel stets = ist. 

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht, falls man nur die geometrische 
CoDfiguration der Schnitte a,b, c sich vergegenwärtigt [vgl. namentlich 
die Figar pg. 1S4]. Der Schnitt Oj besitzt nämlich [wie jene Figur zeigt] 
nur einen Knotenpunkt. Dieser wird hervorgebracht durch das Znsammen- 
treffen von Oj mit &j, und mag daher mit (Oi , b^) bezeichnet sein. Der 
Schnitt «1 repräsentirt also eine einzige unverzweigte Schnittstrecke, die 
von diesem Knotenpunkt (Oj. b^) ausgeht nnd schliesslich wieder in den- 
selben zurückkehrt. 

Der Schnitt b^ hingegen besitzt ztcei Knotenpunkte (5i , aj und (b^ , c,), 
und besteht also aus zwei unverzweigten Schnittstrecken, welche &/ und 
b^" heissen mögen [vgl. die folgende Figur]. 

Endlich repräsentirt der Schnitt c, nur eine unverzweigte Schnitt- 
strecke^ welche vom Knotenpimkt (c^, b^) fortläuft zumKnotenpunkt (Cg, o,). 
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(«•) 



iß) 



(y-) 



(*•) 



Bezeichnet man nun die diesen unyerzweigten Strecken: 

«i> Wj K\ ^ 
entsprechenden Differenzen der Function F(z) respective mit: 

^1» ^1» ^i"» ^2» 
80 sind Ä^ , B^\ B^*\ C^ lauter Constanten [nach (29.)]. Auch werden 
zwischen diesen Constanten [zufolge des Enotenpunktgesetzes (30.)] die 
Relationen stattfinden : : : 

B,"=B,'+C,; 
woraus sofort folgt: 

C^ = 0. 

Bezeichnet man also 
den gemeinschaftlichen 
Werth der Constanten 
^j' und Bi" kurzweg 
mit Bi , so werden die 
Differenzen von F{z) 
in den Schnitten 




«1 



a, 



1 > 



[zufolge iß.)] respective dargestellt sein durch 

wo Ai und Bj Constanten sind. 

Analoges ergiebt sich nun, wenn man in entsprechender Weise weiter- 
geht, zunächst für o^, b^^ c,, sodann für o,, h^y c^, hierauf für a^, b^^ c^ 
u. 8. w. — Q, e, d. 

Da nuu also die Cx sämmtlich = sind, mithin zu beiden 
Ufern des Schnittes Cx (x = 2, 3, . . . p) gleiche Werthe der Function 
F{0) sich vorfinden, so wird die Function F(z) nicht nur auf SRaAc, 
sondern auch auf 9ta& eindeutig und stetig sein. Dabei ist unter 
9ft„e» diejenige Fläche zu verstehen, in welche 91 bloss durch Aus- 
führung der Schnitte 



a^y Ö2, a^, ... a 



pj 



(32.) 



sich verwandelt [wie solches schon früher festgesetzt wurde, vgl. 
die Bemerkung pg. 185]. 

Auch übersieht man leicht, dass diese durch die Formel 

defiuirte Function F{z), weil sie eben zu beiden Ufern der Schnitte 
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c^ (x = 2, 3, . . . |;) einerlei Werthe hat, völlig ungeändert dieselbe 
bleiben wird, einerlei, ob man der in (32.) angegebenen Integra- 
tionsciirve z^^ . , . z eine üeberschreitung der Schnitte Cx (wie bisher) 
verbietet, oder aber gestattet Mit andern Worten: Die durch die 
Formel (32.) definirte Function F{z) wird völlig ungeändert bleiben, 
wenn man in jener Formel die Note \%ii,c] durch [SRat] ersetzt. 
Demgemäss kann man den vorhergehenden Satz (31.) auch so aus- 
drücken: 

Theorem. — ItepräsenUrt 

F = f(p dz 

ein ÄbeVsches Integral erster Gattung, so wird die durch die Formel 
(33.) F{z)=Jq>dz [«aj 

■•o 

definirte Fundion F{z) auf der Fläche SRa* überall eindeutig und 
stetig sein. 

Mit andern Worten: Sie tvird auf der unversehrten Fläche 9i 
überall eindeutig und stetig sein^ mit alleiniger Ausnahme der Curven 
ttx, bx (x= 1, 2, , . . p). Überdies unrd sie in diesen Curven mit 
Constanten Differenzen betiaftet sein: 

längs Oxi F{X) — F(p) = Ax, 

längs bxi F(l) - F{q) = Bx. 

Zwischen diesen vorläufig ganz unbekannten Constanten Ax, Bx findet 
übrigens, wie später gezeigt tverden soll, eine gewisse gegenseitige Be- 
ziehung statt. 

Die in dem vorstehenden Theorem angegebenen Eigenschaften 
des Integrals erster Gattung sind diarakteristiscJier Natur. In der 
That wird jedwede mit diesen Eigenschaften behaftete Function ein 
Integral erster Gattung repräsentiren. Um diese Behauptung ge- 
nauer zu formuliren und zugleich zu beweisen, stellen wir ims fol- 
gende Aufgabe: 

Auf der gegebenen Fläche 91 sei irgend eine unbekannte Func- 
tion f(z) ausgebreitet, von welcher indessen vorausgesetzt werden 
soll, dass sie auf^, mit AusnaJime der Curven ax,bx {x = 1,2,... p), 
(34.) eindeutig und stetig, und in jenen Curven mit irgend tvelchen con- 
stanten Differenzen behaftet ist Auf Grund dieser wenigen An- 
gaben soll die Beschaffenheit der Function f{z) näher untersucht 
werden. 
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Nach unserer Voraussetzung ist f{^) auf der Fläche ^ah aus- 
nahmslos eindeutig und stetig. Demgemäss ist [Satz pg. 124] der 
Differentialquotient: 

m - T 

auf 9la6 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Diese Eigen- 
' Schäften aber wird der DiflFerentialquotient ofiFenbar nicht nur auf 
^ah, sondern auch auf SR selber besitzen; denn die constanten Dif- 
ferenzen, mit denen f{z) in den Curven a«, &x behaftet ist, ver- 
schwinden bei Ausführung der DiflFerentiation. Der in Rede stehende 
Differentialquotient f'{B) ist also auf 91 eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig. Oder kürzer ausgedrückt: Er ist eine auf 91 regu- 
läre Function. Demgemäss wird f{z) selber: 

(34 a.) f^g)=Jf'(^^)dz 

zu bezeichnen sein als das Integral einer auf 91 regulären Function, 
d. i. als ein AheVsches Integral [vgl. die Definition pg. 198]. 

Nach unserer Voraussetzung (34.) ist nun aber die Function 
f{z) auf 9la6 überall stetig^ mithin auf 9ia& und ebenso auch auf 91 
selber überall endlich. Das in Rede stehende Abersche Integral (34 a.) 
ist daher als ein solches zu bezeichnen, welches auf 9i gar keine Un- 
endlichkeitspunkte besitzt, mithin zu bezeichnen als ein AbeVsches 
Integral erster Gattung. [Vgl. die Definition pg. 205.] 

Jedwede den Voraussetzungen (34.) entsprechende Function f{z) 
ist also ein AheVsches Integral erster Gattung y — ein Satz, dei* die 
Umkehrung des vorhergehenden Satzes (33.) repräsentirt. Durch Zu- 
sammenstellung beider Sätze, des directen und des umgekehrten, 
gelangt man zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen Fläche ^ entsprechende Abel- 
sehe Integral erster Gattung repräsentirt, bei gehöriger Einsdirän- 
(35.) kung seiner Integrationscurve, eine Function von z, die auf der Fläche 
91, bis auf die Curven ax, fex (x = 1, 2, . . . p), eindeutig und ste- 
tig, in jenen Curven aber mit constanten Differenzen beJiaftet ist. 
(36.) Und umgekehrt: Jedwede Function f(z), welche auf^ diese Eigen- 

scfiaften besitzt, ist ein AbeVscJies Integral erster GaMung. 

§6. 

Das elementare Abersche Integral sweiter Gattung. 

Wir wollen jetzt annehmen, die auf9i reguläre Function (p = (p(z) 
sei von solcher Beschaffenheit, dass das Integral 
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ein elementares AbeFsches Integral zweiter Gattung repräsentirt. 
Alsdann besitzt das unbestimmte Integral F auf der Fläche 91 im 
Ganzen nur cmm ünendlichkeitspunkt, und zwar einen poluren ün- 
cndlichkeitspunkt erster Ordnung. Auch wird sich der Werth von 
F im Bereich dieses Punktes, falls man denselben mit c^ und sein 
Bereich mit M{cjZ) respective ?l(y, g) bezeichnet, folgendermassen 
darstellen lassen: 

(37.) F = -r—z 1- (eiud. stetige Funct. von g); 

[vgl. die Definitionen auf pg. 206]. 

Die in (24.) pg. 210 an © gestellten Anforderungen werden 
offenbar für das gegenwärtige F vollständig erfüllt sein, falls man 
für @ einen ganz beliebigen einfach zusammenhängenden Theil der 
Fläche 91 nimmt. Und hieraus folgt, dass jene Anforderungen auch 
dann erfüllt sind, wenn man für © die Fläche 9ia6o nimmt. Dem- 
gemäss gelangt man, auf Grund der füuf Sätze pg. 210—213, und 
genau in derselben Weise operirend wie im vorhergehenden Para- 
graph, zu folgendem Satz: 

Theorem. — Bepräsentirt 

F~ Jfpdz 

ein elementares AbeVsches Integral zweiter Gattung mit detn Un- 
endlichkeitspunJct c, so wird die durch die Formel 

(38.) F(z)=fq>dz {%,] 

•o 

definirte Function F{z) auf der unversehrten Fläche SR, mit Ausnalime 
eines in c liegenden Poles und mit Ausnahme der Curven a^j b» 
(x = 1, 2, . . . 2>), eindeutig und stetig sein. Im Bereich U(c, z) 
oder ?[(y, g) jenes Poles c wird sie darstellbar sein durch die Formel: 

(39.) F(z) = y^ + (eind. stetige Funct. von g). 

Und andererseits tvird sie in den Curven axy bx mit constanten Dif- 
ferenzen behaftet sein: 

längs ax: F{X) — F{if) = A^, 

^ '^ längs bxi F(A) - Fi^) = B,. 

Die Formel (39.) folgt nämlich ohne Weiteres aus (37.), falls 
man nur die einfachen Betrachtungen auf pg. 210 sich vergegen- 
wärtigt. 



220 Neunies Capitel. 

Auch dieses Theorem ist umkehrbar durch Betrachtungen, die 
denen im vorhergehenden Paragraph völlig analog sind. Man ge- 
langt in solcher Weise, wenn man beide Sätze, den directen und 
den umgekehrten, zusammenstellt, zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen FläcJie 9i entsprecJiende ete- 
(41.) mentare AbeVsche Integral ztveifer Gattung repräsentirty bei gehö- 
riger Einschränkung seiner Integrationsctirve, eine Function von z, 

welche auf^ eindeutig und stetig ist, mit Aufnahme eines Poles 
c erster Ordnung und mit Austiahtne der Gurven a«, 6x (x = 1, 2, . . . |>), 

welcJie femer im Bereich U (c, z) oder 31 (y, ^ des Foles c den 
Werth hat: 

r-— — (- (eindeui stetige Fuuct von g), 

und tvelcJie endlich in den Gurven a«, &x (x = 1, 2, . . . |)) mit 
Constanten Differenzen behaftet ist. 

Und umgekehrt: Jedwede Fundton f{z), welclie auf 91 die eben 
(42.) genannten EigenscJiaften besitzt, ist ein elementares AbeVsches Integral 
zweiter Gattung. 

% 7. 
Das elementare Abel sehe Integral dritter Gattung. 

Die auf SR reguläre Function q) =^ q>(z) sei von solcher Be- 
schaffenheit, dass das Integral 

F=- f(pdz 

ein elementares AbeFsches Integral dritter Gattung repräsentirt. 
Alsdann besitzt das unbestimmte Integral F auf der Fläche 9t im 
Ganzen nur zwei, und zwar rein logarithmisdie Unendlichkeitspunkte, 
welche c^ und c^ heissen mögen. Auch wird alsdann der Werth von 
F in den Bereichen Ui(q, z), U2(c2, z) respective 91i(yi, f); ^iiy^f t) 
dieser Punkte darstellbar sein durch die Formeln 

F = — log (g — yi) + (eindeut. stet. Funct. von g), 
i^ = + log (g — ^2) + (eiudeut. stet. Funct. von g); 

[vgl. die Definitionen auf p. 206], Demgemäss ergiebt sich [zufolge 
des Satzes (9.) pg. 200]: 



(43.) 



(44.) 



f dF = f q> dz ^^ — 2%i. 
J dF = f (pdz = + 27ti. 



Die AbeVschcn Integrale. 221 

Wollen wir nun das gegenwärtige Integral dritter Gattung in 
iihnliclier Weise behandeln, wie in den vorhergehenden Paragraphen 
die Integrale erster und zweiter Gattung, so müssen wir zuvörderst 
die fünf Sätze pg. 210 — 213 auf das gegenwärtige Integral F 
und die Fläche 91 anwendbar zu machen suchen. Zu diesem Zwecke 
aber wird es erforderlich sein, die Fläche SR wieder in fHatc zu ver- 
wandeln, und überdies die beiden ünendlichkeitspunkte c^ und c^ 
durch geeignete Schnitte abzutrennen. 

Dabei mag der Bequemlichkeit willen zuvörderst angenommen 
sein, dass c^ und c^ gewöhnliche Punkte (keine Windungspunkte) sind. 
Wir construiren alsdann auf der Fläche %,ic einen von c, über c^ 
bis zu irgend einem Randpunkte d der Fläche laufenden schmalen 
Flächenstreifen, welcher bei Cj und e^ kleine kreisf()rmige Erwei 
terungen besitzt, bezeichnen die von q nach c^ und von c^ nach d 
gehenden Theile dieses Streifens respective mit l und m, und das 
nach Absonderung des Streifens (l -\- m) noch übrig bleibende Stück 
der Fläche SR« 6c mit 

Diese Fläche ist offenbar (ebenso wie 9la/,c) eine einfach zusammmi' 
hängende. Auch besitzt das vorgelegte Integral F auf dieser Fläche 
gar keine Unendlichkeitspunkte. 

Die früher in (24.) pg. 210 an © gestellten Anforderungen sind 
daher vollständig erfüllt, wenn man für © diese neue Fläche 9ia/.c/m 
nimmt Auf Grund der dortigen fünf Sätze pg. 210 — 213 gelangt 
man daher, wie leicht zu übersehen, zu folgendem Satz: 

Bepräsentirt 

F=:=J(pdz 

ein elementares Ahel'sches Integral dritter Gattung mit den beiden 
Vnendliclikeitspunkteii c^ und c^, so wird die dtirdi die Formel 

^46.) F{z)=jq>dz matci^] 

def'mirte Function F{s) auf der Fläche %jihcim üherall eindeutig und 
stetig sein. Ueberdics ivird alsdann diese Function F{z) in den 
Schnitten*) 

*) Es wird keiu MissverständniBS hervorbringen, dass der Buchstabe c hier 
in verschiedenen Bedeotungen gebraucht ist, nämlich einerseits zur Bezeich- 
nung der beiden Unendlichkeitspunkte, und andererseits zur Bezeichnung der 
Schnitte Cj, C3, . . . Cp. 
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^l> ^9 ^7 • • • ^PJ 
Ol , O^j O^y ... 0. 



^2> ^ 



py 



pj 



und ebenso auch in den Setmitten 

l und m 
mit Constanten Differenzen behaftet sein^ was angedeutet sein mag 
durch die Formeln: 

längs «x: F(A) — F(q) = A, 

längs bni F(X) - F(q) = B,, 

(47.) längs c,: F{k) ~ F{(f) = ^ = 0, 

längs l: F{X) — F{q) = L, 

längs m: F(k) — F{(f) = M. 

Dass nämlich ^x^ jBx, Cx, L, M wirklich Constanten, und dass 
insbesondere die Cx sämmtlich = sind, ergiebt sich in genau der- 
selben Weise, wie Analoges früher bei dem Satz pg. 215 bewiesen 
wurde. Ueberhaupt ist der gegenwärtige Satz, seiner Ableitung und 
seinem Inhalt nach, mit jenem früheren Satz völlig parallel 

Um die Werthe der Constanten L, M näher zu bestimmen, be- 
merken wir zuvörderst, dass die Differenz derjenigen Werthe, welche 
F{z) in irgend zwei Punkten z^ und z^ der Fläche Süabcim besitzt, 
darstellbar ist durch die Formel 

(48.) F(z^) — F{z,) = Jq> dz ["Siaumil, 

[vgl. (28.) pg. 211], wo die Integrationscurve z^ - * ^ z^ innerhalb der 
Fläche ^ahcim jeden beliebigen Lauf nehmen darf. Die folgende Figur 
mag nun die beiden Unendlichkeitspunkte c^, c^ und den Schnitt 




{l -\- m) mit seinen beiden kreisförmigen Erweiterungen vergegen- 
wärtigen. Dabei bezeichne die Linie ss einen kleinen Theil der 
Randcurve von SRa^c. Betrachtet man die um c^ beschriebene kleine 
Kreisfläche als das Bereich U| dieses Punktes c^ so erhält man: 
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(49.) f <pd0=f<pdz, 

die Integration von a aus [in der Richtung des angegebenen Pfeiles] 
längs der KreisperipJurie fortlaufend gedacht bis zum Punkte h. Diese 
Integrationscurve a . . .b bleibt also ihrem ganzen Laufe nach inne- 
hält der FläcliC^ahcim, oder vielmehr am Bande derselben. Zufolge 
(48.) hat daher das Integral (49.) rechter Hand den Werth 

F{h) - F{a); 
sodass man erhält: 

(50.) S^V dg = - [F{a) - rm 

In analoger Weise ergiebt sich, was das Bereich IL des Punk- 
tes Cj{ betrifft, die Formel: 

(51.) J (pdz = J(p dz + Jq> dz, 

*^i a y 

die Integrationen längs der Kreisj)eripherie hinerstreckt gedacht von 
a nacli ß und von y nach 6 [in der Richtung der in der Figur an- 
gegebenen Pfeile]. Zufolge (48.) sind aber die in (51.) rechter 
Hand stehenden Integrale 

= F{ß) — -F(a), respective = F{ö) — F(y); 

sodass man erhält: 

/ ipdx = F(ß) - JF(«) + Fid) - F{y), 

oder, was dasselbe ist: 
(52.) f^9 'Je = \.Hß) - ■F(y)] - \F{a) - F{d)]. 

Beachtet man jetzt die Bedeutungen der Constanten L, M (47.), 
so ergiebt sich mit Rücksicht auf die vorstehende Figur sofort: 

[F(a) - F{b)] = [F(ß) - F(y)] = L, 

[F(a) - F{d)] = M, 

sodass also die Formeln (50.), (52.) die Gestalt annehmen: 

/ q>de L. 

(53.) "' 

/ (pds = -^ L — M. 

Hieraus aber folgt weiter, falls man für die Integrale linker Hand 
ihre Wertlie (44.) substituirt: 

(54.) ~ ^"' °= ~ '" 

+ 2jti = -\- L — M; 
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sgdass man also schliesslich erhält: 

(55.) L = 27ci und 31=0. 

Da nun [nach (47.) und (55.)] sämmtliche Cx (x = 2, 3, . . . p) 
und ebenso auch M Null sind, mithin die Werthe der Function jF(jer) 
zu beiden Ufern der Schnitte c» (x = 2, 3, . . . p) und m einander 
gleich sind, so wird diese Function F{z) nicht nur auf ^ahcimy son- 
dern auch auf SR« 6/ eindeutig und stetig sein. Dabei haben wir von 
der letztgenannten Fläche 

(56.) SftaM 

eine deutliche und einfache Vorstellung. Denn sie entsteht aus der 
bekannten Fläche SRat durch Ausführung des von c^ nach c^ laufen- 
den Schnittes l und durch Abscheidung zweier kleinen um r^ und 
c. beschriebenen Kreisflächen. 

Gleichzeitig lässt sich übrigens die durch die Formel (46.): 

z 

(57.) F(e)=f<pde \^aocim] 

So 

gegebene Definition der Function F(0) ebenfalls vereinfachen. Da 
nämlich F(js) zu beiden Ufern der Schnitte Cx (x ^ 2, 3, . . . jp) und 
m einerlei Werthe hat, so wird diese Function F{^), wie man so- 
fort übersieht, ungeändert dieselbe bleiben, falls man in ihrer Defi- 
nitionsformel (57.) die Note [9i«6c/m] durch [91«*/] ersetzt. 

Mit Bücksicht auf air diese Betrachtungen, namentlich auch 
mit Rücksicht auf (55.), können wir nun schliesslich dem vorher- 
gehenden Satze (46.), (47.) folgende einfachere Gestalt geben: 

R^äsentirt 

F = Jq>dz 

ein elementares AheVsclies Integral dritter Gattung mit den beiden 
Unendlielikeitspunkten c, und Cg, so tcird die durdi die Formel 

(58.) F{z)=Jfpdz [SR.,,] 



•0 



definirte Function F(e) innerhalb der FläcJte ^„hi überall eindeutig 
und stetig sein, überdies dber in den Schnitten a», bx (x = 1,2,... p) 
und l mit constanten Differengen behaftet sein: 

längs a«: F(l) — F(q) = Ä^, 
(59.) längs 6«: F(X) - F{q) = B^, 

längs l: F{k) - F{q) = 2«?. 



(00.) 
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Die Fläche ffta 6 i besitzt [vgl. (56.)] bei q nndc^ kleine kreisförmige 
OeffnungeiL Lässt man die Radien dieser Oeffnungen kleiner und 
kleiner werden, so wird der vorstehende Satz dabei ungeändert in 
Kraft bleiben. Eine solche weiter und weiter fortschreitende Ver- 
kleinerung der genannten Oeflfnungen wird den Effect haben, dass 
die in der Definitionsformel (58.) auftretende Integrationscurve 
Zq . , . z alsdann näher und näher an die Punkte c^ und c^ heran- 
zukommen, also in die Bereiche U^ und Uj, dieser Punkte c^ und c^ 
tiefer und tiefer einzudringen vermag. 

Die Werthe aber, die in solcher Weise für die Function F(is) 
in jenen Bereichen Uj und U^ sich ergeben, können von den dor- 
tigen Werthen des unbestimmten Integrals F (43.): 

F = — log (f — yj -f- (eind. stet. Funct. von g) 
F = -\- log (g — yg) + (eind. stet. Funct. von g) 

nur durch irgend welche additiven Constanten verschieden sein; wie 
solches aus einem frühereu Satz [(23.) pg. 210J sofort sich ergiebt. 
Der letzte Satz (58.) gewinnt daher, falls man die in Rede 
stehenden kreisförmigen Oeflfnungen der Fläche ^aii unendlich klein 
werden lässt, folgende Gestalt: 

Theorem. — Repräsentirt 

F =fq>d0 

ein elementares ÄheVscJies Integral dritter Gattung mit den leiden 
UnendlicHkeitspunkten e^ und c^, und denlct man sicJi in der gegebenen 
Fläche Süi/, irgend welchen von c^ nach c^ laufenden Schnitt l ausge- 
führt, und die so entstellende neue Fläche mit %tbi bezeidmet, so unrd 
die durdh die Formel 

(61.) F(e) = fq>(lz [SRa^] 

definirte Function F{z) auf der unversehrten Fläche SR, mit Ausncdimc 
der Punkte q, c^, ferner mit Ausnahme der Curven ax, bx (x = 1, 2, . . . jp) 
tmd der Curve l, eindeutig und stetig sein. In den Bcreiclicn 

^lißij^)} Uafe;^) orfer %i{Yu^y ^(^äj Ö ^r Punkte c^, c^ tvird 
diese Function darstellbar sein respective durcli die Formeln: 

F{z) = — log (6 — yi) -|- (eind. stet Funct. von ß), 
F(/) «= + log {t — yg) + (öind. stet. Funct. von g). 

Andererseits wird dieselbe in den Curven Ox, 6x (x = 1, 2, . . .^;) und 
l mit constanten Differenzen bdiaftet sein: 

Neu mann, Aborsche Integrale. 2. Aufl. 15 



(62.) 
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längs ttyi F(X) — F(q) = A^, 
(G:-0. längs h: F{X) — F{q) = B,, 

längs l : F(A) — F(q) = 27ci. 

Dabei sind, was die letzte Formel betrifft^ das linke und rechte Vfer 
des Schnittes l in völlig bestimmter Weise definirt Denn nach unserer 
Festsetzung soll der Schnitt l von c^ nach c.^ laufen. 

Ergänznng. — Der vorstehende Satz ist bisher eigentlich erst für 
den Fall bewiesen worden , dass c, und c, gewöhnliche Punkte (keine Win- 
dungspunkte) sind. 

Sind Ci , Ca Windungspunkte der Fläche 9i , etwa c^ ein fünfblättriger, 
und Cjj ein zehnblättriger Windungspunkt [also der eine von der vierten, 
der andere von der nennten Ordnung], so kann man zunächst diese beiden 
Punkte vo^i der Fläclie 94^,^^ ahsotidem durch zwei Rückkehrschnitte, von 
denen der eine das Bereich Uj des Punktes c, , der andere das Bereich U, 
des Punktes c^ umläuft; sodass also diese Schnitte respective fünf und 
zehn volle Umgänge machen^ bevor jeder derselben in sich zurückläuft. 
Das nach Absonderung dieser Bereiche Uj und U, noch übrig bleibende 
Stück 91*^^^ der Fläche 9i^^^ besitzt alsdann im Ganzen drei Randcurven. 
Zwei derselben sind dargestellt durch die genannten beiden Eückkehr- 
sohnitte ; sie mögen s^ und 8^ heissen ; während die dritte Randcurvc iden- 
tisch ist mit der urspriinglichen liandcurve 8 der Fläche ^„,,c' 

Man construire jetzt in der Fläche ffi*^,,^ zwei Querschnitte, von denen 
der erste l von irgend einem Punkte der Randcurve 8^ zu irgend einem 
Punkte der Randcurve 8^ hinläuft; während der andere m irgend zwei 
Punkte der Curven 8^ und 8 mit einander verbindet 

Bezeichnet man nun die neue Fläche, in welche ^*^^l,^ durch Aus- 
führung dieser beiden Schnitte Z, m sich verwandelt, mit 

SO kann man auf diese letztere Fläche Schritt für Schritt genau dieselben 
Betrachtungen anwenden, welche vorhin [als q , c^ gewöhnliche Punkte 
waren] auf die damalige Fläche ^abcim angewendet wurden. In solcher 
Weise überzeugt man sich dann leicht davon, dass der vorstehende Satz 
(61.), (62.), (63.) gatiz allgetnein gültig ist, einerlei, ob Cj , c, gewöhnliche 
Punkte oder Windungspunkte vorstellen. 

Das gefundene Theorem (61.), (62.), (63.) ist wiederum um- 
Jcehrbar, und zwar durch Betrachtungen, die denen auf pg. 217, 218 
analog sind. Man gelangt in solcher Weise, falls man schliesslich 
beide Sätze, den directen und umgekehrten zusammenstellt, zu 
folgendem Resultat: 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen Fläehe Sft entsprechende ele- 
(64.) mentare AbeVscJw Integral dritter Gattung repräse^ttirt, bei geJiö- 
riger Einschränkung seina' Integrativnscurve, eine Function von ss, 
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welclie auf 9ft eindeutig und stetig ist, mit Ausnahme zivcicr 
Funkte c^ und Cg, einer van c^ nadi c^ laufenden Linie l und der 
Curven a«, bx (ot = 1, 2, . . .p), 

ivelclie ferner in den Bereichen Viy^ie^yZ)^ ^Ä^t^^) ^^^^' ^iC^u 5)? 
21^ (yo, t) (Icr Punkte c^, c^ die Wertlie besitzt: 

— log (g — ^i) + (eiüd. stet. Funct. von g), 
-|- log (S — y^ + (eind. stet. Funct. von 5) , 

und welche otdlich längs der Linie l mit der constanten Dif- 
ferenz 2ni, und lüngs der Curven Ux, b^ (oc = 1, 2, . , ,p) ebenfalls 
mit constanten Differenzen beJiaftet ist 

Und umgekehrt: Jedwede Function f(z), welche auf SR die ge- 
(05.) nannten drei Eigenschaften besitzt, ist ein elementares Abel'sdies Inte- 
gral dritter Gattung. 

§ 8. 
Das allgemeine Abel'sohe Integral. 
Das allgefneine Abel'sche Integral 
(1.) F=fq>dz 

besitzt auf der gegebenen Fläche SR beliebig viele Unendlichkeits- 
puukte. Von diesen mögen die polaren mit 

(2.) c\ c\ c" . . . ccn, 

andererseits aber die logarithmischen oder logarithmisch-polaren mit 

\0.) Cy, Cg, C3, . . . Cj 

bezeichnet werden. Alsdann findet bekanntlich zwischen den den 
Punkten Cy, c^, c^, , , , Cj entsprechenden Logarithmus-Coefficienten 
Aj, Ao, A3, ... Aj die Relation statt: 

(4.) A, + A, + A3 + ...Ay = [vgl. (19a.) pg. 204]. 

Dieses allget}ieine AbeFscho Integral kann nun in analoger Weise 
behandelt werden, wie das Integral erster Gattung und die elemen- 
taren Integrale zweiter und dritter Gattung. Wir können uns dem- 
gemäss hier beschränken auf eine kurze Andeutung der in solcher 
Weise sich ergebenden Resultate. 

Man führe in der Fläche SRa/y einen von c^ über c,, c^ u. s. w. 
bis Cj fortlaufenden Schnitt / aus und bezeichne die in solcher Weise 

15* 
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sich ergebende neue Fläche mit ^ahi- Alsdann wird die durch die 
Formel 

(5.) F{d)=jq>dz [«„.J 



•0 



definirte Function F{z) auf der unversehrten Fläche SR, mit Aus- 
nahme der Punkte CiyC2,c^j,,.Cj, ferner mit Ausnahme der Linie l 
und der Curven ax, 6x (x = 1, 2, . . . j}), eindeutig und stetig sein. 

Bezeichnet man irgend einen unter den Punkten c^, c^, Cj, . . . o 
kurzweg mit c, so wird diese Function F{z) im Bereich U(c, z) oder 
Sl(y, g) dieses Punktes e darstellbar sein durch eine Formel von der 
Gestalt: 

(6.) J'(.)=P'°8(^-»') + f"^ + ä-^- + "- + (f^^ ; 

+ (eindeut. stet. Function von g) ) 

wo A und B(^), B^*^, . . . B^*^ Constanten sind. Und zwar repräsen- 
tirt das A der Reihe nach die schon in (4.) erwähnten Constanten 
Aj, Ag, A3, . . . Ay, je nachdem der betrachtete Punkt c identisch ist 
mit C'^j €2% Cqj • • • Cj, 

Ferner gelten, wenn mau die von den Punkten c, , Cg, c^, . . . Cj 
interceptirten einzelnen Strecken der Curve / mit i^j, Z^^, ^34,... lj—i,j 
bezeichnet, die Formeln : 

längs ?i j : F{k) — i^(p) = — 2 ä i Aj , 
längs /,3: F{k)-F{Q) = -2%i{lK, + l^), 
(7.) längs k,: i?'(A)-i^(p) = -2;ri(Ai + A, + A3), 

längs Zy-i,y: F{X) — F(q) 27ti{^, + K + A, + . . , Ay_i), 

wo wiederum die A's dieselben Constanten sind, wie in (4.). 

Endlich wird die Function F(0) mit constanten Diflerenzen auch 
in den Curven üxy bx (x = 1, 2, . . , p) behaftet sein: 

längs ax: F{1) - F(q) = Äx, 
^ ^^ längs bx: F(X) - Fig) = lix. 

Bemüht man sich, alP diese Eigenschaften des Integrals (1.) 
in möglichst einfacher Weise zusammenzufassen, so gelangt man zu 
folgendem 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen Flädie SR entsprechende 
(9.) AbeVsche Integral repräsentirt, bei geJiöriger Einschränkung seiner Inte- 
grationscurve, eine Function von z, 



(a.) 



Die ÄbeTschen Integrale. 229 

tvelche auf^ eindeutig und stetig ist, mit Ausiiahtne einzelner 
Punkte wnd Linien, 

weldie femer in jedem solcJien Attsnahmepunlt entweder eine po- 
larey oder eine logarithmische, oder ei'ne logarithmisch-polare 
Unstetigkeit besitzt, 

und ivelche endlich in jeder Ausnahmelinie mit einer constanten 
Differeyiz behaftet ist 

Und ningekelirt: Jedwede Function f{z), toelclie auf 91 die ge- 
(1().) nanntcfn drei Eigenschaften besitzt, ist ein AbeVsches Integral, — Die 
üetraclitungen , welche vom directen Satze aus zu diesem umge- 
kehrten Satze hiuleiteu, sind analog mit den früheren Betrachtungen 
pg. 217, 218. 

Beispiel. — Repräsentirt f == f{z) eine auf Fl reguläre Function, und 
bezeichnet man die Pole und Nullpunkte dieser Function f promiscue in 
irgend welcher Reihenfolge mit c, , t., , Oy, • • • Cy, ferner die dortigen Ord- 
nungszahlen von f mit fii, (i^^ fi^, . . . fij, so besitzt bekanntlich [Satz (^.) 
pg. 205] das Integral 

*' =/ 7 = ß i»s f 

auf der Fläche 91 nur rein logarithmische Unendlichkeitspunkte. Auch sind 
diese Punkte [zufolge jenes Satzes] identisch mit Cj , c^, c^, . . . Cj, und 
die diesen Punkten entsprechenden Logarithmus - Coefficienten des Inte- 
grals F identisch mit ^L^y fi^, ii^, . . , fij. 

Will man also die Betrachtungen des gegenwärtigen Paragraphs auf 
dieses Integral F (a.) in Anwendung bringen, so hat man zuvörderst in 
der Fläche 31^^ einen von c, über c^, c^ etc. bis Cj laufenden Schnitt l 
auszuführen, und die so entstehende neue Fläche mit 9i^^;^^ zu bezeichnen. 
Alsdann wird die durch die Formel 

(b.) F(z) ^^ f^ = fd log f [«„j,] 

definirte Function F{z) auf der unversehrten Fläche 9t eimlcutig und stetig 
sein, mit Ausnahme der Punkte c^, c^, Cy, ... Cj, femer mit Ausnahme 
der Corvo i, endlich mit Ausnahme der Curven a^, &^(k =» i^ 2, . . . jt)). 

Ferner wird diese Function im Bereich Xi(Cj, z) oder 21 (y., f) eines 
jeden Punktes Cj (J ==> 1,2, S, ... J) darstellbar sein durch die Formel 

(c.) F {z) = fi,j log (f — Yj) + (eindeut. stet. Funct. von {). 

Bezeichnet man femer die von den Punkten Cj , c, , c^, . , . Cj inter- 
ceptirten einzelnen Strecken der Curve l mit \^, ^3, Z94, ... Iy_j j, so 
werden die Formeln gelten: 

längs /j,: F(X)-F(9) 2«*>,, 

längs /,3: Fi}) - F{q) 2^i (f*» + ^,), 

(d.) längs 73,: F(A)-F(9) 2«» (^, + 1*» + M3), 

längs lj_^y. F(X) - F(q) — - 27ri (/i, + i^, + ft3 . . . + fi^j). 



(e.) 
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Da ferner die Function F{z) [zufolge (b.)] im gegenwärtigen Fall die 
Form besitzt: 

log f{z) — log f{z,X 

also z. B. in zwei zu beiden Ufern des Schnittes a^ einander gegenüber 
liegenden Punkten s Werthe haben muss, die sich nur um ein ganzes Viel- 
faches von 2ni unterscheiden können, so werden die in (8.) aufgeführten 
Constanten A^ im gegenwärtigen Fall ganze Vielfache von 2iti sein. Ana- 
loges gilt von den B^. Und wir erhalten also für die Schnitte a^, b^ 
(x =» 1, 2, . . . p) die Formeln: 

längs a^: F(l) — F(q) =- 2ni 3/^, 

längs b^: F{X) — F{q) =^ "liti X.^ , 

wo die iV/^, N^ ganze Zahlen vorstellen. 

Etwas einfacher gestalten sich diese durch (b.), (c), (d.), (e.) darge 
stellten Sätze, wenn die Pole und Nullpunkte der gegebenen Function 
/•=» f(z) sämmtlich erster Ordnung sind. Alsdann ist [Satz pg. 107J 
die Anzahl der Pole ebenso gross wie die der Nullpunkte, mithin J eine 
gerade Zahl; sodass man also die Pole mit 

^1 I ^8 » ^6 1 • • • ^5» K — 1 » 

andererseits die Nullpunkte mit 

CjJ, Cj, C^j, . . . Cy^- 

bezeichnen kann. Und gleichzeitig ist alsdann: 

und 

f*2 = ^4 = f*ü = • • = f*aA' == + ^• 

Demgemäss verwandeln sich die rechten Seiten der Formeln (d.) alternirend 
in 2ni und 0; sodass also F{z) längs der Strecken Z,«^ Zg^, l^^ etc. die 
Differenz 27ti, und längs der Strecken Zjg , Z^^, Zq- etc. gar Ä^/wc Differenz 
besitzt. Man gelangt daher zu folgendem Resultat: 

Es sei f == f{z) eine auf 91 reguläre Function, deren Pole mul Null- 
pmikte sämmtlidi erster Ordnung sind. Die Pole seien bezeidinet mit 

^1 I ^3 1 ^iti • • • ^2 K — 1 ' 

andererseits die Nullpunkte mit 

^> ^4» ^n> • • • ^2 A" 

Constnurt man nun in der Flädui 9t^^ einen von Cj wa^7* c^ laufeyidcn 
Schnitt Z,2, sodann eifien von Cg nach c^ laufenden Schnitt Zg^ etc., end- 
lidt einen von c^g__^ fiach c^j^ laufenden Schnitt hx—i «a» ^^ bezeich- 
net man die Fläche 91^^^ nach AusftVirung dieser K Schnitte mit 

aft/,a/,4 . . /aA— 1, 'JA' 

SO wird die durch die Fortnel 

8 Z 

definirte Function F(js) auf der unversehrten Fläche M eindeutig und 
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stetig sein mit Au»mhme der Pufikte c^, c^, c^^ . . . c^^.^ der Linien ?,g, 
hn • • • W-i,2A' '*^ ^^^ Cw-ven a^, &^ (x = 1, 2, . . . p). 

Ferner wird diese Function F(z) im Bereich U{c., s) oder 21 (y., J) 
elf WS jedefi Punktes c^ 0* = 1, 2, 3, . . . 2A") darstellbar sein durch die 
Formel: 
(C.) F{z) = (jLj log (f — yj) + (eindeut. stet. Funct. von J), 

wo fij^ — 1 oder = + 1 «5^, jenacJidem Cj zu den Polen oder Nullpunk- 
ten von f gehört. Endlich wird diese Function in den Curveti /, , , l^^ etc. 
und a^, b^ mit constanten Differenzen behaftet sein: 

längs l^ u : F{1) — F [q) ^"Ini, 
(IX) \ längs ?3, : F{X) - F{o) == 2 tt /, 



(E.) 



längs hfc—i 2ä= ^W — -^'«9^ = 'Ini, 

längs a^: F{X) - F(q) = ^ni ^f^, 
längs b^: F(X) — F{q) = ini iV^, 

wo die M^, N^ (x = 1, 2, . . . jj) nicht nälier bekannte ganze Zahlen 
-vorstellen. 

Zweites Beispiel. — In ähnlicher Weise ergeben sich andere, zum 
Theil noch einfachere Sätze, so z. B. folgender: 

Es sei © irgend ein einfach zusammenhängender Tlml der ge- 
gebenen Fläche 91. Fer^ner sei f{z) eine auf ^ reguläre Function^ die auf 
© nur einen Pol: Cj, und nur einen Nullpunkt: c^ besitzt. Auch seiefi 
der Pol Cj und d^r Nullpunkt c, beide elementarer Natur d. i. erster 
Ordnung. 

Zieht man nun innerhalb © irgend eineti von c, nach c.^ laufenden 
Schnitt l, U7ul bezeichtwt die Fläche © nach Ausführung dieses Schnittes 
mit ©p so wird die durch die Fonnel 






«o 



definirte Functioti F{z) auf® eindeutig und stetig sein, mit Ausnahme 
der Pwikte <J, , c^ utid der Linie l. 

Und zwar wird dieselbe im Bercicii U(c., z) oder Ä(y., f) des Punk- 
tes c. {J ^^ 1^ 2) darstellbar sein durch die Formel: 

(G.) F(z) = (— ly log (S — Yj) + (eind. stet. Funct. von f), 

und längs der vo9i c^ nach c^ laufenden Linie l mit der cotistantefi Diffe- 
renz 2ni behaftet sein: 
(H.) längs l: F(l) — F(q) = 2jre. 

SchlnssbemerkniLg. — In diesem ganzen Capitel ist zwischen F und 
F{z) unterschieden worden. Denn während F das unbestimmte Integral 
vorstellt, repräsentirt andererseits F(s) diejenige eindeutige Function, in 
welche das Curven- Integral durch geeignete Beschränkung seiner Integra- 
tionscurve sich verwandelt. 
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Anwendung der Riemann'seheu Existenz -Theoreme 
zur Untersncbnug der Abersclien Integrale. 

§ 1. 

Anfstellnng einiger Hülfssätze. 

Die Function /' = f{z) sei auf irgend einem Theil © einer Rie- 
maun'schen Kugelflüche eindeutig und stetig. Ferner repräsentire 

(A.) f=f{z)=ü+iV 

die Gestalt, welche f annimmt durch Sonderung des Reellen und 
Imaginären. Solches festgesetzt, wird das positiv über den Rand 
von © erstreckte Integral 

r UdV, 

falls man © in kleine Stücke U,, Ug, . . . U^ zerlegt, folgender- 
massen darstellbar sein: 

(B.) J^VdV^J^lJdV + f^UdV+... + S^UdV, 

oder, falls man jene Stücke in ihre natürliclwn Zustände %i,^, * - *^q 
versetzt, auch folgendermassen: 

(C.) S^UdV = J^UdV + J^UdV+...+J^UdV, 



die Integrationen positiv erstreckt gedacht über den Rand einer jeden 
Fläche Ux respective 8lx. 

Nach unserer Voraussetzmig ist nun die Function f= ?7 + iF 
auf @, mithin auch auf Ux, und also auch auf %x eindeutig und 
stetig. Hieraus aber folgt [Satz pg. 27], dass das Integral 

f UdV 
stets positiv oder NuU ist, und überdies, dass ein Nullsein des Inte- 
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grals nur dann stattfinden kann, wenn f auf Slx, mitbin auch auf 
Ux constant ist. Demgemiiss führt die Formel (C.) zu folgendem Satz : 
Ist die Function f{z) = U -{- iV auf irgend einem Theil @ einer 
Rienuinn'sclien KugelfläcJw SR eindeutig und stetig, so tvird das in 
positiver liichtung über den Hand von © erstreckte Integral 

(D.) f^VdV 

stet^ positiv oder Null sein. Und zwar wird ein Nulhein dieses 
Integrals nur dann eintreten höfincn, wenn jcfie Function f{d) auf® 
allenthalben constant ist. 

Entspricht nun die Function f(z) den Voraussetzungen der Ein- 
deutigkeit und Stetigkeit auf der ganzen Rieniaim'schen Kugelfläche SR, 
so kann man, bei Anwendung des vorstehenden Satzes, den Theil @ 
grösser und grosser werden lassen, bis er schliesslich in SR übergeht. In 
diesem Augenblick verschwindet alsdann die Randcurve von @ und 
mit ihr zugleich auch der Werth des Integrals (ü.). Und aus diesem 
Verschwinden oder Nullsein des Integrals ergiebt sich alsdann, auf 
Grund des vorstehenden Satzes, sofort, dass f{3) auf SR allentlialben 
constant sein muss. Also der Zusatz: 
(E.) Ist die Fmwtimi f(z) auf einer liieniamC seilen Kugelfläclw SR über- 

all eindeutig und stetig, so wird sie eine Constante sein. 

Dies ist der schon früher [pg. 118] gefundene Satz. Wir haben 
jetzt aber die Mittel in Händen, um denselben bedeutend zu ver- 
allgemeinern. 

Es sei SR eine beliebig gegebene Uiemann'scho Kugelfläche. 
Wir führen in derselben irgend welchen Uückkehrschnitt ö aus, 
und denken uns eine auf SR ausgebreitete Function 

(F.) f == f^g) =. U + iV 

gegeben, welche auf dem linken Ufer von a um eine gegebene Con- 
stante C = (-4. + iB) grimser als auf dem rediten ist. Sind also 
X und Q irgend zwei auf dem linken und rechten Ufer einander 
gegenüberliegende Punkte, so soll sein: 

m - t\9) = c, 

(G.) ü{k)-U{ff)==A, 

V(k) - V{q) = B. 

Verschiebt man die beiden einander gegenüberliegenden Punkte A, 
Q unendlich wenig in der Richtung des Schnittes tf, bis sie nach 
A', p' gelangen, so erhält mau in gleicher Weise: 
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(H.) U{k') - U{q) = A, . ^>tf 

F(r) - 7(p') = ly, 9 9' 

also, falls man die Formeln (G.), (H.) von einander subtrahirt: 

(I.) dUii)-=düiQ), 

dr(x) = driQ), 

WO die Differentiale der Verschiebung AA' respective qq' entsprechen. 
Wir nehmen jetzt an, die Function f{0) == U -{• iV sei, abge- 
sehen von ihrer in 6 vorhandenen constanten Differenz C, im üebrigen 
auf der Fläche 9i überall eindeutig und stetig. Oder mit andern 
Worten: Wir nehmen an, dass die Function diese Eigenschaften 
der Eindeutigkeit und Stetigkeit ohne irgend welche Ausnahme auf 
derjenigen Fläche SRa besitzt, welche aus SR selber durch Ausfuh- 
nmg des Schnittes 6 entstanden ist. Zufolge des Satzes (D.) wird 
alsdann das positiv über den Rand von 9{o erstreckte Integral 

(K.) S^v'y 

stets positiv oder Null sein, und den Werth Null nur dann haben 
können, wenn f{z) auf 9icr überall constant ist. 

Will man aber den Rand von 9%^ positiv umlaufen, so hat man 
die beiden Ufer von 6, und zwar das linJce Ufer stroinäbwärts , das 
redite stromaufwärts zu durchwandern [vgl. pg. 173]. Demgemäss 
nimmt das Integral (E.) die Gestalt an: 

J^UdV = Jü(k)dV{X)-JU{Q)dnQ), 

wo rechter Hand beide Integrationen stromabwärts j d. i. in der Rich- 
tung von zu erstrecken sind. Demgemäss sind die beiden Diffe- 
rentiale dV{k) und dV{Q) als Abbreviaturen für \V{k') - V(X)] 
und \y{Q') — V(q)\ anzusehen, mithin nach (I.) einander gleich. 
Man erhält also: 

L udv = f \uw^ ü(Q)]dvw, 

oder mit Rücksicht auf (G.): 

(L.) S^j'^v=^uym' 

oder schliesslich, weil ö eine geschlossene Curve ist: 
(M.) f^lf'iV-O. 
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Aus dem NuUsein dieses Integrals ergiebt sich [zufolge des 
Satzes (D.)] sofort, dass f(0) auf ^„ constant ist. Möglicherweise 
indessen kann 9t durch den Schnitt ö in zwei getrennte Stücke SR' 
und 91" zerfallen; sodass alsdann unter füa das System dieser bei- 
den Flächen 9t', 9t" zu verstehen sein würde. In diesem Fall würde 
aus dem Nullsein des Integrals (M.) der Schluss zu ziehen sein, dass 
die Function /'(;?) auf 9t' einen constanten, und auf 9t" ebenfalls, 
aber vielleicht einen andern constanten Werth hat. Also der Satz: 

Es sei 9t eine beliebig gegebene Bie^nunn'sche Kugelflädie, und ö 
irgend eine auf 9t gezeichnete, in sich zurücklaufende Curve. Ist nun 
van einer Function f{z) bekannt , dass sie, mit Ausnahme der Oiirve ö, 
(^f) ai(/*9t überall eindeutig vnd stetig , längs jener Curve aber mit irgend 
welcher constanten Werthdifferenz behaftet ist; — so folgt hieraus, 
dass die Function eine Constante, respective ein System von zwei 
Constanten ist. 

Man kann diesen Satz [zufolge seiner Ableitung] sofort auf be- 
liebig viele Curven ausdehnen, falls nur dieselben einander nicht 
schneiden; und erhält so den allgemeinern Satz: 

Sind auf 9t beliebig viele, einander nicht schnmlende gesddossene 
Curven ö, 6% o", . . . gegeben, und ist von einer Functioti f{z) bekannt, 
(0.) da^ sie, abgesehen von diesen Curven, auf 9t eindeutig und stetig, 
und dass sie längs jeder solctten Curve mit irgend weldier constanten 
Werthdifferetiz beliaftet ist; — so folgt hieraus^ dass die Function eine 
Constante, respective ein System von Constanten ist. 

Unter Umständen gilt übrigens dieser Satz auch dann noch, 
wenn die Curven 6, a', <y", . . . einander schneiden. Bezeichnet man 
nämlich die durch Ausführung dieser Curven oder Schnitte entste- 
hende Fläche mit 9taa'a"..., so erhält man analog mit (L.): 

(P.) / UdV= ÄfdV{X) + A' J dVik) + . . ., 

falls man nämlich unter C={A + iB), C = {A' + iE'), ... die 
den einzelnen Curven <s,6,. . . entsprechenden constanten Differen- 
zen versteht. 

In dieser Formel (P.) sind jetzt die Integrale rechter Hand 
nicht mehr Null. So wird z. B. das erste dieser Integrale, falls 6 
nur von der Curve o' und auch von dieser nur einmal geschnitten 
wird, den Werth + B' haben. U. s. w. Wie dem auch sei, — jeden- 
falls wird die Formel (P.), falls man annimmit, dass A, A' , A", . . . 
sämmtlich = 0, mithin (7, C, C" . . . sämmtlich rein imaginär seien, 
die Gestalt annehmen: 
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(Q.) / Udr=0; 

woraus alsdann wiederum folgt, dass f(z) auf Sioo'a"... coustant, 
respective ein System von Constanten ist. 

Schneiden also die Curven 6, 6\ 6'\ . . . einander ^ so wird der 
(K.) vorhergellende SaU (0.) trotzdem noch gelten, falls nur feststeht, dass 
die diesen Curven entsprechefiden constanten Differenzen sämmtlich rein 
imaginär sind. 

Und hieraus folgt weiter, dass der Satz ßir eifiander schfieidende 
(S.) Curven audi dann gilt, wenn jene Differenzen sämmtlich reell sind. 
Denn bat z. B. f{3) lauter reelle Differenzen, so wird die Function 
if{z) lauter rein imaginäre Differenzen besitzen, ü. s. w. 

Der Satz (0.) gilt für jedwedes auf 9t gezogene Curvensystem 
ö, 6\ 0'\ . . . , falls nur die einzelnen Curven einander nicht schnei- 
den, und ist daher z. B. ohne Weiteres anwendbar auf die Rie- 
mann'scheu Curven a^, a^, . . . ap. Er lautet alsdann folgender- 
massen: 

Eine Function f(z), tveldie auf der gegebenen Fläche SR, ahge- 
(1.) sehen von den Curven a^, a^, . » . ap^ eindeutig und stetig, in diesen 
Gurveti aber mit constanten Differenzen behaftet ist, wird nothtven- 
diger Weise eine Constante sein. 

Desgleichen kann man jenen Satz (0.) auf die Riemanh'schen 
Curven \, b^, . • . bp anwenden, mithin sagen: 

Eine Function f(z), die auf^, abgesehen von den Curven \, b^, 
(2.) ..,bp, eimletitig und stetig, in diesen Curven aber mit constanten 
Differenzen beliaftet ist, muss nothwefndig eine Constante sein. 

Andererseits aber wird der Satz (R.), (S.) anwendbar sein auf 
alle 2p Curven a^, o^, . . . a^, b^,\, . . .bp zusammengenommen; und 
alsdann folgendermassen lauten: 

Eine Function f{z), die auf^i, abgeselmi von den Curven aj, o^, 

. . .Op, &!, 62, • • . bp, eindeutig und stetig, in diesen Curven aber mit 

(3.) constanten Differe^izen behaftet ist, mrd eine Constante sein, falls 

jene Differenzen entweder sämmtlich reell, oder aber sämmtlicth rein 

imaginär sifid. 

§ 2. 

Vorläufige Bemerkungen über das Diriohlet'sohe Minimnm-Prinoip 
und die Riemann'sohen Existenz-Theoreme. 

Soll irgend eine Riemannsche Kugelfläche construirt werden, 
so kann man über die Anzahl ihrer Blätter, sowie über die Anzahl, 
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Lage und Beschaflfenheit ihrer Uebergangslinieu und Windungspunkte 
in willkürlicJier Weise disponiren. 

Eine solche willkürlich constniirte Bieniann'scJie Kugel fläche 7nag 

gegeben sein; sie soll die feste und unveränderliche Basis bilden 

^^ * 

(4.) /wr unsere weiteren Betrachtungen. Die Fläche selber mag mit 9i, und 
der Grad ihres Zusammenhanges mit 2p bezeichnet sein. Auch mögen 
auf ihr die Riemann' sehen Curven oder Schnitte a^yO^, . . . ap, b^yb^y 
. . ,bp construirt gedacht werden. 

Will man nun von Functionen g){z)j die auf dieser Fläche 9i 
regulär sind, respective von den Integralen solcher Functionen spre- 
chen, so erhebt, sich zuvörderst die Frage, ob derartige Functionen 
und Integrale wirklich existiren. Diese Frage ist bejahend zu be- 
antworten, wie solches im gegenwärtigen Capitel, auf Grund des 
Dirichletf sehen Minimum-Frincips, oder (besser ausgedrückt) auf Grund 
der von Riemann aus jenem Minimum-Princip abstrahirten Existenz- 
Theoreme , gezeigt werden soll*). 

Und zwar wird sich in dieser Weise ergeben, dass unendlich 
viele auf 91 reguläre Functionen q>{z) existiren. Solches constatirt, 
entsteht alsdann der Wunsch, diese unendlich vielen Functionen 
^>{z)y sowie die zugehörigen Integrale 

F = f(p{z)dz 

durch irgend welche Mittel zu individualisiren. Mit andern Worten: 
Es entsteht die Aufgabe, jedwedes individuelle q) oder F Jcenntlidi 
zu machen, also Bedingungen zu entdecken, die zur Bestimmung 
eines solchen individuellen <p oder F ausreichend sind. — Auch zur 
Absolvirung dieser Aufgabe werden jene Riemann' seilen Existenz- 
Theoreme die erforderlichen Mittel darbieten. 

Jene Theoreme sind, wie schon bemerkt wurde, von Riemann 
aus einem gewissen Minimum-Princip abgeleitet worden**). Und 
wenn auch diese Methode der Ableitung, bei dem heutigen Stand- 
punkte der Wissenschaft, nur als eine mangelhaftCy höchstens als 



*) Jenes Minimum-Princip, welches Dirichlet in seinen Vorlesungen über 
die dem umgekehrten Quadrat der Entfernung proportionalen Kräfte anzu- 
wenden pflegte, verdankt übrigens seinen Ursprung wahrscheinlich einem ähn- 
lichen Gedanken von Gauss [vgl. Gauss Ges. Werke Bd. 6, pg. 232 — 35 und 
überdies auch Riemann's Ges. Werke pg. 90]. 

**) Die Art und Weise dieser Ableitung ist von mir näher exponirt wor- 
den in meiner kleinen Schrift: Das DiriMeVsche Frincip, in seiner Anwen- 
dung auf die üiemann'schen FU'ichen. Leipzig, bei Teubner, 1865. 
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eine divinatorische Methode anzusehen ist^ so wird man trotzdem 
die Richtigkeit der Theoreme selber nicht zu bezweifeln wagen. In 
der That bin ich der Ansicht, dass man jene Theoreme in völlig 
strenger Art zu beweisen im Stande ist mittels der von mir ent- 
deckten Metlwde des arithfnetiscJien Mittels, und unter Zuhülfenahme 
gewisser ebenfalls von mir angegebener combinatorisctien Methodenf). 
Wie dem auch sei, — jedenfalls werde ich die in Rede stehen- 
den Riemann'schen Theoreme im Folgenden als correct voraussetzen. 
Ich werde dieselben, ohne auf ihren Beweis einzugehen, rein histo- 
^Hsch mittheilen und dieselben sodann zur Basis meiner weitern Be- 
trachtungen nehmen. 

§3. 

Historisohe Mittheilung der Biemann*sohen Existenz-Theoreme. 

Denkt man sich auf der gegebenen Fläche 9i (4.) eine Func- 
tion f(0) ausgebreitet, die in den Curven Ox, bx {tc = 1,2, . . ,p) mit 
irgend welchen DiflFerenzen behaftet ist, so soll unter einer solchen 
DifiFerenz stets diejenige Quantität verstanden werden, um welche 
die Function am Unken Ufer grösser als am rechten ist. Nimmt 
man nun an, jene Curven ax, hx(oc = 1,2, . , .p) seien auf der Fläche 
81 in bestimmter Weise festgesetzt, so gilt nach Riemann folgen- 
der Satz: 

Erstes Existenz -Theorem. — Es existirt stets eine Function 
f{s), welche den beiden Bedingungen genügt: 
(5.) I. f{z) soll anf^, abgcselwn voti den 2p Curven a^, bx, ein- 

deutig und stetig sein. 

IL f(0) soU in jenen Curven ax, bx mit constanten Differenzcfi 

behaftet sein, deren reelle Theile vorgeschriebene W(rt}ie besitzen. 

Aus diesem Theorem ergicbt sich^ mit Rücksicht auf (36.) pg. ^218, 
sofort die Existenz der Aberschen Integrale erster Gattung. 

Wir markiren jetzt auf der Fläche SR einen beliebigen Punkt 

c , und bezeichnen das Bereich dieses Punktes mit U (c, z) oder 

Sl iy, g). Innerhalb dieses Bereiches wird alsdann die Function 

rw = ^-^ 3^^, (i^= 1,2, .%...) 



t) Diese Methode des arithmetischen Mittels^ sowie die in Rede stehenden 
combinatorischen Methoden sind von mir kurz angedeutet worden in den Be- 
richten der Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. (21. April und 31. Oct 1870), sowie auch 
in den Math. Annalen (Bd. 11, pg. 658); sodann aber ausführlicher publicirt 
in meinem Werke über das Logarithmische und Newton' sehe Potential ^ Leip- 
zig, bei Teubner, 1877. 



\ 
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eindeutig und stetig sein, bis auf einen in c, respective y liegenden 
Pol N^^ Ordnung. Denkt man sich nun die Curven a^, 6x (x = 1, 
2, . . ,p)f femer den Punkt c und die Zahl N in bestimmter Weise 
festgesetzt, so gilt nach Riemann folgender Satz: 

Zweites Existenz -Theorem. — Es existirt stets eine Function 
f(/)j die den leiden Bedingungen genügt: 
(6.) I. f{z) soll, abgcsdien vom Punkte c und den Curven Ux, 6x 

(x = 1, 2, . . . p)y auf SR eindeutig und stetig sein, 

IL f(s) soll im Funkte c in solcher Weise unsteticß sein, dass die 
Differenz f(z) — f*{z) im Bereich des Punktes stetig bleibt. Ueber- 
dies soll f{z) in den Curven a^, bx mit constanten Differenzen be- 
Jiaftet sein, deren reelle Tl^ile vorgeschriebene Werthe besitzen. 

Aus diesem Theorem folgt, mit Rücksicht auf ;42.) pg. 220, sofort die 
Existenz der elementaren Aberschen Integrale zweiter (Jattnng. 

Sind auf der Fläche 91 die Riemann'schen Curven ax, bx ge- 
zeichnet, und überdies irgend zwei Punkte c^y Cg festgesetzt, so wird 
man stets auf 91 eine von q nach c^ gehende und die Curven ax, 
bx vermeidende Linie l ziehen können. Denkt man sich für jed- 
weden Punkt der Linie / das Bereidh markirt, so werden all' diese 
Bereiche zusammengenommen ein gewisses Plächenstück bilden. Und 
dieses Flüchenstück mag kurzweg das Bereich der Linie l heissen. 
Vgl die Erläuterung auf pg. 240. 

Es sei nun f*{z) irgend eine Function, die im Bereich der 
Linie / eindeutig und stetig ist, bis auf irgend welche in der Linie 
/ selbst vorhandene ünstetigkeiten. Denkt man sich die Curven a«, 
bxy ferner die Linie l und die derselben zugehörige Function f*{z) 
in bestimmter Weise festgesetzt, so gilt nach Riemann folgender Satz: 

Drittes Existenz -Theorem. — Es existirt stets eine Function 
f(z), welche die beiden Bedhigungen erßillt: 
(7.) !• f{^) ^^^h abgesehen von der Linie l und den Curven ax, bx 

(x = 1, 2, . . .jp), auf 9i eindeutig und stetig sein; 

II. f{z) soll in der Linie l in solcher Weise unstetig sein, dass 
die Differenz f (z) -— f*{z) im Bereicfi der Linie l stetig bleibt. Ueber- 
dies soll f(z) in den Curven ax, bx mit constanten Differenzen be- 
haftet sein, deren reelle Theile vorgeschriebene Werthe besitzen. 

Ans diesem Theorem ergicbt sich, mit Kiicksicht auf (65.) pg. 227, 
die Existenz der elementaren Integrale dritter Gattung; wie solches später 
näher dargelegt werden wird. 

Die im dritten Theorem auftretende Linie l kann beliebig kurz 
sein, also z. B. auch zu einem einzelnen Punkte zusammenschrumpfen. 
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Und mit Rücksicht hierauf erkennt man sofort^ dass das frühere 
zweite Theorem nur ein specieller Fall des dritten ist. 

Uebrigens hat Riemann selber die genannten Theoreme in einer 
viel complicirteren und den üeberblick sehr erschwerenden Weise 
ausgesprochen [Riemann's Ges. Werke pg. 97, 98]. Ein wenig ein- 
facher dürfte bereits die Form gewesen sein, in welcher ich diese 
Theoreme in der schon citirten Schrift [Das Dirichlet'sche Prin- 
cip etc., bei Teubner, 1865] ausgesprochen habe. Ganz beson- 
ders aber dürfte durch ihre Einfachheit diejenige Fassung sich em- 
pfehlen, in welcher ich hier, im gegenwärtigen Paragraph, diese 
Theoreme dargelegt habe. Dabei sei bemerkt, dass das gegenwär- 
tige erste Theorem unmittelbar aus dem Satz pg. 53 der citirten 
Schrift [von 1865] folgt; und dass andererseits das gegenwärtige 
zweite und dritte Theorem aus den Sätzen pg. 53 und 76 jener Schrift 

sich ergeben. 

Erläntemng. — Besteht die Linie l (pg. 239) aus lauter gewöhnlichen 
Punkten (keinen Windungspunkten), so wird das Bereich der Linie l durch 
einen schmalen Flächenstreifen dargestellt sein, der die Linie { in sich 
enthält, und dessen Randcurve nirgends hart an l heranreicht. Doch wird 
man von dem Bereich der Linie l auch dann sich eine deutliche Vorstel- 
lung bilden können, wenn die Linie l Windungsj^unkte enthält. Ist z. B. 
der Ausgangspunkt Cj der Linie l ein Windungspunkt (m — l)ter Ord- 
nung, während alle übrigen Punkte von l gewöhnliche Punkte sind, so be- 
steht das Bereich der^IAnie l aus einer kleinen um q beschriebenen m-blätt- 
rigen Windungsfläche, der sich, an einer bestimmten Stelle ihrer Peri- 
pherie, ein gewöhnlicher einblättriger Flächenstreifen anschliesst. 

§4. 

Die der gegebenen Biemann'sohen Kugelfläche 91 zugehörigen 

AbePsohen Integrale erster Gattung. 

Auf der gegebenen Fläche 9t mögen die Curven a^, 6^ (x = 1, 
2, . . . p) in bestimmter Weise festgesetzt und in irgend welcher 
Reihenfolge mit a^, ö^y (f^, •• • <f2p bezeichnet sein. Nach dem Rie- 
mann'schen Theorem (5.) existirt alsdann stets eine Function f(z)y 
die folgenden Bedingungen entspricht: 

I. f(js) soll auf 91, abgesehen von den Curven ö^, 6^, ... (?^, 
eindeutig und stetig sein. 

IL f(j!) soll in jenen Curven constante Differenzen besitzen: 
Ad) + iM('), A^*) ;+ iM<2) , . . . AC2/» + zM^^p), deren reelle Theile 
A<i), A^*), . . . A^*'*) vorgescfiriebenc Werthe haben. 

Auch ist die Function f(z) durdi die Bedingungen L, IL voll- 
ständig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Denn existirten 
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zwei diesen Bedingungen entsprechende Functionen f(z) und fiß)} 
so würde ihre Differenz 

auf 91, abgesehen von den Gurven 6^, ö^, . . . ö^py eindeutig und 
stetig; in diesen Curven aber mit constanten, und zwar rein imagi- 
nären Differenzen behaftet sein. Folglich würde sie [Satz (3.) pg. 236] 
eine Constante sein. Q. e. d. 

Die durch die Bedingungen I., IL charakterisirte Function f{z) 
ist aber nach (36.) pg. 218 ein AbeVsches Integral erster GaUung^ so 
dass man also sagen kann: 

Für die gegebene Flädie SR existirt ein, und, abgesehen von einer 
(8.) ufibestimnUen additiven Constanteti, nur ein einziges Integral erster Gat- 
tung W{2)y dessen constante Differenzen in den Curven öi, ö^, , . , 02p 
vorgeschriebene reelle TJieile A^'^ A^*^, . . . A^*^^ besitzen*). 

Jeder neuen Wahl der A^*^ entspricht' also ein neues Integral 
W{z). Es fragt sich, wie viele unter diesen von einander linear 
unabhängig, nämlich von solcher Beschaffenheit sind, dass zwischen 
ihnen keine lineare Gleichung mit constanten Goefficienten möglich 
ist. Um näher hierauf einzugehen, denken wir uns irgend welche 
Anzahl solcher Integrale: W^^z), TFgC^)? • • • ^^^M) deren constante 
Differenzen in den Curven 6x mit A/*^ + iM^^*^, A^^*^ + ^Mjj^''^ 
. . . A^<*^ -\- iMg^*^ bezeichnet sein mögen, und bilden sodann, unter 
Zuhülfenahme beliebiger Constanten Kf^, Ki, K^ . . . Kq das Aggregat: 

Diese neue Function w ist offenbar wiederum ein Integral erster Gat- 
tung, Denn sie ist (ebenso wie W^, W^, . , .Wg) auf SR, abgesehen 
von den Curven 6x, eindeutig und stetig, in diesen Curven aber mit 
constanten Differenzen behaftet. Letztere lassen sich sofort angeben. 
Bildet man nämlich das w flir zwei auf dem linken und rechten 
Ufer von öx einander gegenüberliegende Punkte l und r, und sub- 
trahirt man die so entstehenden beiden Formeln von einander, so 
erhält man: 



*) Während im vorhergehenden Capitel die AbeFschen Integrale erster, 
zweiter und dritter Gattung promiscue mit F bezeichnet wurden, wird es zweck- 
mässig sein, fortan eine Sonderung eintreten zu lassen. In der That werde ich 
fortan die Integrale erster Gattung mit ir, ic, w, femer die elementaren Inte- 
grale zweiter Gattung mit T, t oder genauer mit T^, <^, endlich die elementaren 
Integrale dritter Gattung mit TT, O oder genauer mit TT^ <. * '^r r bezeichnen. 
Dabei sollen durch die beigefügten Indices die Unendlichkeitspunkte der in 
Rede stehenden Integrale angedeutet sein. 

Neumann, Abertohe lotegnJe. 2. Anfl. 16 
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«;(0 - wir) = 2r, [TT.CO - Fi(r)] + K,[W,{1) - W,{r)] +... 

. . . -j- K,[W,(t) - W,(r)] , 
d. i. 

A(»)+i>(«)==ir,(A,w+iMiW)+Ä,(AjW+iM,(''>)... + ir,(V*'+iM,<'')), 

m 

WO alsdann k^^^ + ift^'') die constante Differenz der Function w in 
der Curve öx vorstellt. 

Setzt man zur Sonderung des Reellen und Imaginären: 

Ki = Li — iM^y K^ = L^ — 1*3/2, • • • K^ = Ly — iM^, *) 

so ergiebt sich aus der letzten Formel für A^'^ der Ausdruck: 

(9.) A^'') -= (Li Ai('> + L^ A2<'') . . . +L, A./*)) + (Jtf.M/'') + M,fA,^') . . .+ M,tA,^'^\ 

und ebenso ein entsprechender Ausdruck für ^i^'^K 

Bildet man die Formel (9.) der Reihe nach für sämmtliche Cur- 
ven öftj d. i. für x = 1^2, 3, . . . 2p, so erhält man im Ganzen 2p 
Gleichungen^ aus denen die Constanten L, M eliminirbar sein wer- 
den, falls ihre Anzahl 2q < 2p ist. Durch eine solche Elimination 
ergeben sich also dann eine oder mehrere Relationen, durch tvekhe 
die k^"^ direct an einander und an die S}''\ tA^"* gekettet sind. 

Ist also q<Py und denkt man sich die Functionen W^^W^,, . . Wq 
und die denselben zugehörigen Constanten A/^^, M/"^ in bestimm- 
ter Weise festgesetzt, so wird die Formel 

(10.) w = K^ + KiWi + K,W, ... + K,W,, 

wie man die K'b auch wählen mag, immer nur solche w liefern, 
deren A^*^ an einander und an diese A/*), M/*^ durch jene Relationen 
gefesselt sind. Nimmt man daher für die X^"^ irgend welche jenen 
Relationen nicht entsprechende Constanten, so ist man sicher, dass 
das diesen k^*'^ auf Grund des Satzes (8.) zugehörige Integral tv der 
Formel (10.) nicW subsumirbar, also mit TTj, H^, . . .Wq nicht durch 
eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten verbunden ist. 
Um die Hauptsache zusammenzufassen: Sind irgend welche In- 
tegrale erster Gattung: TF, , TFj», . . . Wq, deren Anzahl q<Cp sein 
soll, in bestimmter Weise festgesetzt, so wird stets ein (q -f- l)tes 
Integral erster Gattung existiren, weldtes von TFi, W^, » . . Wq linear 
unabhängig ist. Bringt man aber diesen Satz der Reihe nach auf 

« = 1,2,3,... (i)-i) 

in Anwendung, so gelangt man zu folgendem Resultat: 



*) Es sollen also die X, M, ebenso wie die A, M, reelle Constanten vor- 
stellen. 



Anwenänng der Riemann' 8chen Existenz- Theorome. 243 

Zt4r gegebenen Biefnann'scJien KugeljJüclie 5R gehören stets p Inte- 
rn.) gi'ole erster Gattung: W^, Tf^g, . . . Wp, die von einander linear un- 
abhängig sind, d. h, zwisdien denen Jceine lineare Gleidmng mit con- 
stanten Coefficienten stattfindet. 

Denkt man sich jetzt diese TFi, TFg, . . . Wp in bestimmter Weise 
fixirt, so kann man aus denselben durch Multiplication mit constan- 
ten Coefficienten und Addition unendlich viele andere Integrale 
erster Gattung ableiten. Versteht man nämlich unter 

Kq = Lq — iMQy. Ki = L^ — iM^, ... Kp^= Lp — iMp 

irgend welche mülhürlich m wählende Constanten, so wird das 

Aggregat 
(12.) w = K, + K,W, + K,W, ...'\-Kp Wp, 

oder, ausführlicher geschrieben: 

(13.) w={L,---iM,) + (L,-^iM,)W, + {^--iM,)W,...+(Lp-iMp)^^^^ 

stets wiederum ein Integral erster Gattung sein; wie solches aus 
unsern froheren Betrachtungen pg. 241 unmittelbar folgt. Auch sind 
die Constanten Differenzen k^^^ + *f*^''^ welche dieses neue Integral 
w in den Curven 6x besitzt, sofort angebbar. So ist z. B. [vgl. (9.)]: 

(14.) A<*) = (Lj A/'') +i. \^'\ ., + Lp Ap(^)) + (M, M/'^) +3f, fA^^'\ ,.+Mp M>)), 

x = 1,2, 3, ...2/), 

falls man nämlich unter A/'') + ?M/^^ ^J^^ + iM^^''^ . . . A/'^) + iM^^'') 
die Constanten Differenzen jener 2> Grundiut^grale H'i, IK, . . . Wp 
versteht. 

Hieran knüpft sich die wichtige Bemerkung, dass die Deter- 
minante: 

A/^> Ag^^) . . . A/) M/»> M.<^) . . . M/> 

(15) A = '^'^'^ '^^'^ ' ' ' '^'^'^ ^'''' ^'^'^ • • • '^^''' 



A/2P) /^^iip) . . . /\,^{2p) M/2p) M/^p) . .-. Mp^^p) ' 

nothwendiger Weise von Null verschieden ist. Wäre nämlich die- 
selbe = 0, so könnte man die Constanten L, M in (14.) so wählen, 
dass sämmtliche k^'^^ verschunnden [man braucht zu diesem Zweck 
für die L, 31 nur gewisse Subdeterminanten von A zu nehmen]. 
Das diesen L, M entsprechende w (13.) würde alsdann in den Cur- 
ven öx mit lauter rein imaginären Differenzen behaftet, also [nach 
Satz (3.)] eine Constante sein. Es würde also dann die Formel (13.) 
eine zwischen den W^, W^, . . . Wp stattfindende Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten vorstellen; — was der Natur der Functionen 

16* 
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^n ^2> • • • ^Vp widerspricht [vgl. (11.)]- Folglich wird jene Deter- 
minante A (15.) noth wendiger Weise von Null verschieden sein. 

Bemerkiuig. — Diese von Riemann gegebene und von andern Auto- 
ren ohne Weiteres wiederholte Schlussiblgerung bedarf, falls sie streng 
sein soll, einer gewissen Modification, bei welcher nicht nur die Determi- 
nante A selber, sondern auch ihre sämmtlichen St&bdeterminanten eine Rolle 
spielen. Dabei mag jedwede aus j Horizontal- und j Vertikalreihen be- 
stehende Subdeterminante mit A . bezeichnet werden ; so dass also z. B. Aj^ 
nichts Anderes sein wird als A selber, und Aj nichts Anderes als eine Col- 
lectivbezeichnung sämmtlicher Elemente A^ M. 

Wir wollen nun annehmen, die Determinante A oder A^^ sei «* 0, 
die hieraus sich ergebenden Consequenzen entwickeln, und zeigen, dass 
diese Consequenzen zu einem Absurdum fShren. 

Verschwindet A d. i. A^., so können sämmtliche X^'^^ (14) dadurch 
zu Null gemacht werden, das man die (quadratförmige) Tafel der 4|}' Sub- 
determinanten A^^.^ hinschreibt und die 2p Constanten 7/, M mit irgend 
einer beliebigen Horizontalreihe dieser Tafel identificirt. Hieraus folgt als- 
dann [wie Yorhin ausführlich erörtert ist] , dass zwischen den M\ , W^ , 
. . . W eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten stattfindet; 
— es sei denn, dass diese Coefficienten sämmtlich =» sind. 

Dieser Ausnahmefall ist aber, weil die in Rede stehenden Coeffi- 
cienten durch eine beliebige Horizontalreihe aus der Tafel der A^ j dar- 
gestellt sind, nur dann von Gewicht, wenn die 4p^ Subdeterminanten 
Ajj j sämmtlich verschwinden. 

Verschwindet also A d. i. A^ , so werden entweder sämmtliche A^j ^ 
ebenfalls verschwinden, oder aber es wird zwischen ir, , ir,, . . . W eine 
lineare Gleichung mit constanten Coefficienten stattfinden. Und diesen Satz 
kann man, weil der letztere Füll [zufolge (11.)] unmöglich ist, einfacher so 
aussprechen: Verschwindet A d. i. A^ , so werden sämmtliche ^2p—i ^^^^' 
fcdls verschwinden. 

Verschwinden nun aber sämmtliche A^^^^, so- folgt hieraus weiter, 

durch Wiederholung der nämlichen Schlussfolge, dass auch sämmtliche 
Ag jj verschwinden, sodann weiter, dass sämmtliche A^ 3 verschwinden, 
u. s. f. Und man gelangt also, in dieser Weise weiter und weiter gehend, 
schliesslich zu dem Resultat, dass auch sämmtliche A| , d. i. sämmtliche 
A, M verschwinden. Um die Hauptsache hervorzuheben: Verschwindet A, 
so folgt hieraus, dass sämmtliche A^ M ebenfalls verschwinden. 

Die (A -4- «M) repräsentiren aber die constanten Differenzen der Fnnc- 
tionen W^ , IK, , . . . W in den Curven a. Aus dem Verschwinden sämmt- 
licher A, M würde daher [nach Satz (3.)] sich ergeben, dass die Functio- 
nen ir, , IFj, . . . W lauter Constanten sind; — was der in (11) ge- 
gebenen Definition dieser Functionen widerspricht. 

Unsere Annahme, dass A verschwindet, führt also zu einem absurden 
Resultat. Folglich wird A stets vofi Null verschieden sein. Q. e. d. 

Da nun A stets von Null verschieden ist, so kann man in den 
Gleichungen (14.) die Constanten i, M der Art wählen, dass die 



(16.) 
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A<*^ beliebig vorgeschriebene Werthe erhalten. Mit andern Worten: 
Man kann jene L, M der Art wählen^ dass dfe reellen Theile der- 
jenigen Differenzen, welche das Integral erster Gattung tv (13.) in 
den Schnitten 6^^ 6^, . . . ö^p besitzt, beliebig vorgesdtriebene Werthe 
erhalten. Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf den Satz (8.), dass 
das durch die Formel (13.) dargestellte Integral w durch geeignete 
Wahl der Gonstanten L, M identisch gemacht werden kann mit 
jedwedetn der Fläche 9i zugehörigen Integral erster Gattung. Also 
der Satz: 

Versteht" man [ebenso wie in (11.)] unter Wj, W^, . , . Wp solche 
p Integrale erster Gattung, die von einander linear unabhängig 
sind [d. i. zwischen denen keine lineare Gleichung mit constanten 
Coefficienten stattfindet], so wird jedwedes der Fläche SR zugefüjrige 
Integral erster Gattung durch die Fonnel darstellbar sein: 

w = K, + K,W, + K,W, + . . . +KpWp, 
wo die Ks Constanten siml. 



§5. 

Die der gegebenen Fläohe 91 zugehörigen Normalintegrale 

erater Gattung. 

Es sei wiederum: 
(17.) w = K^ + K, W, + K^W, + .,.KpWp, 

wo W^j W^y ... Wp die in (11.) und (16.) genannten Bedeutungen 
haben sollen. Wir wollen jetzt aber zu unserer ursprünglichen Be- 
zeichnungsweise zurückkehren, nämlich die 2p Curven ffx,6^j . . . 6tp 
wieder, nach Iliemann, mit a^, Og, . . . ap, b^^b^^ ... bp benennen. 
Sind a^*'^ und A/*^, Ag^*^, . . . A;,^*^ die (im Allgemeinen complexen) 
constanten Differenzen der Functionen w und W^y W^, . . . Wp in 
der Curve a*, so ist nach (17.): 

(18.) «^") = üTiA/'') + ^,A,<'') + . . . + KpAp^-), x = l,2y...p. 

Wäre die Determinante der p' Grössen A/^^ gleich Null, so 
würde man in diesen Gleichungen (18.) die Gonstanten K so wäh- 
len können, dass sämmtliche a^"^ verschwinden [man brauchte zu 
diesem Behuf für die K nur gewisse Subdeterminanten der genann- 
ten Determinante zu nehmen]. Das diesen K entsprechende w (17.) 
würde alsdann in den Curven a« gar Jceine Differenzen haben, also 
[nach Satz (2.)] eine Constante sein. Demgemäss würde also die 
Formel (17.) in eine zwischen den W^, W^, . , . Wp stattfindende 



246 



Zehntes Capitel. 



Gleichung mit constanten Coefficienten sich verwandeln; — was nach 
(11.) unmöglich ist. Jene Determinante der A/*^ ist daher stets van 
NuU verschieden. 

Will man diese Behauptting mit wirklicher Strenge beweisen, so hat 
man wieder ein analoges Verfahren einzuschlagen, wie in der Bemerkung 
pg. 244. 

Da nun die Determinante der A/'^^ vo)i NuU verschieden tat, so 
kann man in den Gleichungen (18.) die iC's so wählen, dass die a^*) 
beliebig vorgeschriebene Werthe annehmen, z. B. so wählen, dass alle a^*) 
den Werth annehmen, mit alleiniger Ausnahme von a^^\ letzteres 
aber = ä» wird. Dass diesen speciellen K^s zugehörige w (17.) 
mag mit w^ bezeichnet werden. Desgleichen kann man z. B. die 
K'a auch so wählen, dass alle a^'^^ mit alleiniger Ausnahme von a^^\ 
verschwinden, a^^^ aber = ni wird. Das in solcher Weise ent- 
stehende w mag Wj heissen. U. s. f. 

Bezeichnet man irgend eine beliebige unter diesen neuen Func- 
tionen Wj, Wg, Wj, . . . Wp mit Wt, und die constanten Diflferenzen 
dieser Function w« in den Curven 

a|, a^y . . , ttp und 
respective mit 



Qii, cfiä, 



a 



ip 



und 



bi, h ' 
fti, b,2, 



• . • 



Upj 



so erhält man folgende Tabelle: 



'1 1 



«2» 



a. 



(19.) 



w. 



Ws 



w. 



^11 ^^ ^h ^12 == , . . . üip = 
(l^i = , 022 ^'^^ ^*; • • • ^^p ^^ ^ 

dpi = , ap2 == , . . . üpp = Tci 



h. 


"4 1 • • • 


K 


hl, 


Öj2 7 • • . 


b\p 


• 


©22; • • . 

• • • • 


hp 

• 



bpii bp2f ... 6 



pp 



Dabei sind die Constanten bix einstweilen noch völlig unbekannt. So 
z. B. ist fraglich, ob bix und bxi einander gleich sind oder nicht. 
Diese Functionen w^, w^, . . . w^ mögen hinfort die p Normal- 
(20.) integrale erster Gattung genannt werden. Jedes derselben ist voll- 
ständig bestimmt^ bis auf eine additive Conslante, Existirten nämlich 
zwei Integrale erster Gattung Wj und w/, welche in aj, a^» Ö3, . . . ap 
die Diflferenzen 7ci, 0, 0, ... besitzen, so würde die Function 



ö = w, 



w, 



in jenen Curven aj, a^, 0^3 ... Op gar keine Diflferenzen haben. Es 
würde mithin dieses co auf der Fläche 91, abgesehen von den Cur- 
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ven bif h^y ... &p, eindeutig und stetig, in jeder dieser Curven aber 
mit einer constanten Differenz behaftet sein. Deingemäss würde die- 
ses Gl [nach Satz (2.)] eine Constante sein. Q. e, d. 

Die p Norfnalintegrale Wj, Wg, . • . Wp sind von einander linear 

(21.) unabhängig. D. h, es kann zwischen Urnen keine lineare Gleichung 

mit cofistanten Coefficicnten stattfinden. Denn existirte eine derartige 

Gleichung: 

= -Ko + K^yr^ + K^w^ . . . + Ä'pWp, 

so könnte man dieselbe z. B. bilden für zwei zu beiden Ufern der 
Curve a^ einander gegenüberliegende Punkte ^ und würde so zwei 
Formeln erhalten^ durch deren Subtraction sich ergiebt: 

=. -f K,7ti + + . . . -f 0, d. i. iT^ = 0. 

Existirte also eine Gleichung von der genannten Form, so müssten 
die in derselben enthaltenen CoefEcienten K^, K^, . . , Kp sämmt- 
lieh = sein, wodurch die Gleichung aufhören würde, die w^, w^, 
. . . Wp zu enthalten. Q. e. d. 

Da nun w^, Wg, . . . Wp von einander linear unabhäfigig sind, so 
ergiebt sich hieraus [mittelst des Satzes (16.)], dass jedwedes der 
Fläclie 9fl zugeiwrige Integral erster Gattung W durch diese w^, Wg, 
. . . Wp folgendermassen ausdrückbar ist: 

(22.) W=^ JTo + K,w^ + üT^Wg . . . + ifpWp, 

wo die K's Constanten sind. 

In Betreff der Constanten 6,x (19.) gelten vier Sätze, die wir 
hier sogleich angeben, aber erst im folgenden Paragraph beweisen 
werden. 

I. Es ist stets: 

(23.) 6ix=6x*. 

II. Bezeichnet man den Werth von 6,x, wie er bei Sonderung des 
Reellen und hnaginären sich gestaltet, mit 

(24.) i^'* = ^'« + *^**> 

und versteht man überdies unter fi^, Wg, ... np willkürliclie reelle Grössen, 
so ist der Ausdruck 

m 

(25.) Pn »»i"* + ^Qi2^i^i-f' '" + QPP V «^^ < 0, 

es sei dcnn^ dass die n^, «g, . . . np sämmtlich = sind. In diesem 
besondem FaU hört der Ausdruck auf <0 zu sein, ifidem er alsdann 
= wird. 
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III. Die Determinante 



(26.) 



Qu Qu 

Q2I Qi2 



Qtp 

Qip 



ist stets von Null verschieden. 



Qpi Qp2 • • • Qpp 

IV. Sollen irgend welciie positive oder negative ganze Zahlen M^ , 
Jlfg, . . . Mpj Ni, N2, . . . NpSo eingerichtet werden, dass diep Ausdrücke: 

m 

Zi = M^Tti + Nibi^ + iVgftgi . . . + Npbpi, 
(27.) Za = M^ni + N, h,, -^ N,h,, . . . + Nphpt, 

Zp = MpTci + ^i^ip + N^bip . . . + Npbpp 
sämmtlich unendlich klein werden, so ist man gezwungen, jene 
Zahlen M, N sämmtlich =0 zu machen. 

§6. 

Nachträglicher Beweis der vier letzten Sätse. 

Es erscheint zweckmässig, dem Beweise dieser Sätze die Ab- 
leitung zweier Hülfssätze, die auch weiterhin vielfach von Nutzen sein 

werden, voranzuschicken. 

Erster Hülfssatz. — Denkt man sich auf der gegebenen Fläche Jü 
irge7id eine Function F ausgebreitet, die in den Curven a^, b^ mit con- 

stauten Differenzen Ä^'^^ B^^^ behaftet ist, so gelten die Formeln: 

f dF = B^''\ 



(«.) 



r dF ^ - A^''\ 



die Integrationen stromabwärts hinerstreckt gedacht längs a^, respec- 
tive längs 6^. Dabei ist es gleichgültig, ob man diese Integrationen am 
linken oder am rechten Ufer jener Curven fortlaufen lässt-^ 

Beweis, — Integrirt maa das Differen- 
tial dF stromabwärts längs des linken Ufers 
von a^, also [vgl. die Figur] von a bis ß, 
so erhält man: 

J dF ^ F{ß) - F(a). 

Führt man andererseits die Integration aus 
über das recfite Ufer von a^, also von 8 bis 
y, so ergicbt sich: 

/ dF « F{y) - F(d). 

Nnu ist aber die constante Differenz von F längs der andern Curve 6^ 
mit B^^^ bezeichnet, folglich: 




m 
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F((l) - F(a) « F(y) - F(d) = B<*>. 
Demgemäss siebt man also, dass jenes Integral 



«X 



stets = Bi^) ist, einerlei, ob die Integration über das linke oder rechte 
Ufer von a^ fortl&uft. 

Hiermit ist die erste der Formeln (a.) constatirt. In analoger Weise 
ergiebt sich der Beweis der zweiten. 

Zweiter Hölfssatz. — Denkt man sich auf der Fliehe 3i zwei Func- 
tionen F und ausgebreitet, von denen die erstere in den Curven a^, b^ 

wiederum die constanten Differenzen -A^*\ B^*^ besitzt, wcUirend die letz- 
tere ganz beliebig sein darf, so gilt die Formel: 

f <^dF = ''2^\f l<t>W-<t>{9)]dF+f[<t>(X)^<t>(g)]dF\. 

Dabei ist das Integral linker Hand positiv erstreckt über den Rand der- 
jenigen Fläche 3i^, in welche M durch Ausführung der 2 p Schnitte a^, b^ 
übergeltt. Andererseits sind die Integrale rechter Hatid stromabwärts er- 
streckt zu denken über die Curven a^ und b^ . Und zwar ist in jedem sol- 
chem Integral unter |4>(i) — ^{q)] die Differenz derjenigen Wertlie zu ver- 
stehen^ welclie am linken und rechten Ufer der Integratiofiscurve besitzt. 
Setzt man insbesondere voraus, dass nicht nur F, sonderpi ebenso attch 
in den Curven a^, b^ constante Differenzen hat, und bezeichnet man diese 

Differenzen für F, wie schon festgesetzt wurde, mit A^*\ JB^*^, andererseits 

für mit A^''^ B^*\ so nimmt die Formel {ß.) die Gestalt an: 

(y.) / JF = ^' (A^''^ B^''^ - B^'') A^% 

\h x = l 

Beweis. — Will man den Rand der Fläche 91^^ positiv durchwandern, 
BO hat man dabei die linken Ufer der Schnitte a^, b^ stromabwärts, die 
reclUen stromaufwärts zu durchlaufen. Will man also z. B. diejenigen 
Theile des Randintegrals 

j« <^dF ^ax 

haben, welche den beiden Üfem von a^ entsprechen, so hat man [vgl. die 
Figur] das Integral 

f<t>(X)dF{X) stromabwärts, 
und andererseits das Integral 

/ (p) d F{{f) stromaufwärts 

zu bilden. Statt dessen kann man beide Integrale stroma6ii;ärto nehmen, 
falls man nur dabei dem letztern den Factor ( — 1) zufügt. Demgemäss 
lautet also der den beiden Ufern von a^ entsprechende Theil des vorge* 
legten Integrals folgendermassen: 
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/ [0(J)di'Xi)-0(?)dF(9)]. 



«X 



Nach unserer Voraussetzang ist aber längs a^i 

F{1) - F{f) = A^'\ 
mithin: 

dF{X) - dF(Q) = 0, d. i. dF{X) = dF(Q). 

Bezeichnet man jetzt den gemeinschaftlichen Werth von dF(l) und dF(Q) 
kurzweg mit dF^ so geht der in Kede stehende Integraltheil über in: 






«X 



Analoges gilt für den den beiden Ufern von h^ entsprechenden Integral- 
theil. Mau gelangt also in dieser Weise zur Formel (ß.). 

Dass schliesslich aus dem Satze (ß,) sofort auch der speciellere Satz 
(y.) folgt, bedarf, falls man nur die Formeln (a.) beachtet, keiner weite- 
ren Erläuterung. 

Zufolge des Hülfssatzes (y.) ergiebt sich für die beiden Func- 
tionen w, und Wg die Formel: 

/ WidWj, = Jv'(aix6jx— &ixa2x) 

^aö x=l 

wo die a, b die in (19.) genannten Bedeutungen haben, und wo 
also aji = a^ = ni, alle übrigen a aber = sind. Somit folgt: 

Das Integral linker Hand ist aber = [Satz (4.) pg. 196]. So- 
mit folgt 621 =ij2» und ebenso allgemein: 

(28.) fe.x = fexc 

Somit i^t also die Foffnd (23.) constatirU 

Um femer den Satz (25.) zu beweisen, bilde man unter Zuhülfe- 
nahme willkürlicher reeller Constanten Wj, n^, . . . np das Aggregat 

Tr= n^Wj + lUYf., • • • + WjE,Wp, 
und bezeichne die constanten DifiFerenzen dieser Function W in 
den Curven a«, 6x mit A^*^ B^*). Ueberdies bezeichne man die 
Werthe W, fiS''\ B^*^, wie sie bei Sonderung des lleelleu und Ima- 
ginären sich gestalten, in folgender Weise: 

W=U+ i F, A<^) = A<'') + i W\ B^") = P*^) + i !(*). 
Alsdann ist nach (19.): 

W = U -{- iV = njWi + W2W2 . . . + **pWp, 
A^'') = A^^) + ^l^^"^ = ^i«ix + W2a2x . . . + n^a^x, 
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also mit abermaliger Rücksicht auf (19.) 

A<*) = und W^ = n^7c, 

ferner mit Rücksicht auf (23.), (24.): 

p(*)=«^^i^-|-W2p2x ... + Wpppx, und Z<'')=ni<yix+n2<y2x ... + npöpx- 

Bringt man jetzt den Hülfssatz (y.) auf die Functionen F = U 
und <t) = F in Anwendung, so erhält man: 

J UdV = ';^\^^'^ !<*) — M^'^) Pt'^)), 

oder, falls man die soeben für die A, M, P, Z gefundenen Werthe 
substituirt: 

^'^'^ /« UdV = — 7C 2^' nx (Ui ^ix + n^Qix . • . + Wp(>/»x). 

Das Integral linker Hand ist [Satz (D.) pg. 233] stets > 0, nie- 
mals = 0; es sei denn, dass die Function W= 17+ iF eine Con- 
staute wäre. Ein solches Constantsein des Ausdrucks 

TF== WjL Wj -{■ ^i^i • • • + npYfp 

kann aber [zufolge (21)J nur dann eintreten, wenn die n^, iig . . . fip 
sämmtlich == sind. 

Abstrahirt man also von diesem singulären Fall, dass die n^, 
n^, . . , np sämmtlich verschwinden, so wird das Integral in (29.) 
stets > 0, mithin der in (29.) befindliche Ausdruck 

x=p 

^ Wx(Wi()ix + n^Qix . . . + Wp(>px) 
x= 1 

stets < sein. Hiermit aber ist der Sata (25.) bewiesen. 

Um ferner den Satz (26.) zu begründen, bilden wir von Neuem 

den Ausdruck 
(30.) W= Wj Wj + W2W2 . . . + npWp, 

und bezeichnen wiederum die coustanten Differenzen dieser Function 

W in den Curven a^, K mit A^*), B<*). Die reellen Theüe A<''>, P'') 

dieser Constanten A^*^, B^''^ haben, wie vorhin gefunden wurde, die 

Werthe: 

A^'^) = 0, 

^ '^ P^""^ = «i(Hx + n^92x . . . + Wp^px. 

Wäre nun die Determinante der ^^x gleich 0, so könnte man in den 
Gleichungen (31.) die reellen Constanten n^, n^, . . . ^ der Art wäh- 
len, dass die A^^^ und P^^) sämmtlich verschwinden. Das diesen spe- 
ciellen n^, n^, ... % zugehörige W (30.) würde alsdann in den 
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Curven a^, by lauter rein imaginäre constante Differenzen h9,ben, also 
[nach Satz (3.)] eine Constante sein. Hierdurch würde die Formel 
(30.) sich verwandeln in eine lineare Relation mit constanten Coef- 
ficienten zwischen w^, Wg, . .. Wp. Eine derartige Relation aber ist 
nach (21.) unmöglich. 

Demgemäss kann die Determinante der (»ix niemals = sein; 
so dass also der Beweis des Satiges (26.) geführt ist. 

Will man übrigens diesen Satz (26.) mit voller Strenge beweisen, so 
hat man wieder analoge Betrachtungen anzustellen, wie früher in der Be- 
merkung pg. 244. 

Was schliesslich den Beweis des Satzes (27.) betrifft, so ist 
(32.) Zx = M^Tci + iV;6ix + iS^2^2x • • • + ^pbpx, x = ly2,,..p. 

Bezeichnet man also den Werth dieses Ausdruckes Z^, wie er bei 
Sonderung des Reellen und Imaginären sich gestaltet, mit 

(33.) Zx = Ex + iHx, 

so erhält man mit Rücksicht auf (24.): 

(34.) Ex = N^Qix + N2Q2X' . . + NpQpy, X = 1, 2, . . .jp, 

und andererseits: 

(35.) Hx = M^n + JVi^ix + ^2<^2x . . . + J^p(fpxy x = l,2,...p. 

Aus diesen Gleichungen (34.), (35.) lassen sich die Mj N be- 
rechnen, falls die Z, Z, H gegeben sind. Denkt man sich nun die 
gegebenen Werthe der Z, mithin auch die der Z und H unendlich 
klein, so erhält man aus (34.) für die N ebenfalls lauter unendlich 
kleine Werthe; denn es ist zu beachten, dass die Determinante der 
Qtx von verschieden ist [zufolge (26.)]. Substituirt man diese 
Werthe der N in (35.), so ergeben sich für die M wiederum tew- 
endlich kleine Werthe. 

Sollen also die Z unendlich kleine Werthe erhalten, so hat man 
sämmtlichen Grössen M, N ebenfalls unendlich kleine Werthe bei- 
zulegen. Letzteres aber kann, weil die M, N ganze Zahlen sein 
sollen, nur dadurch geschehen, dass man die M, ^ sämmtlich = 
macht. Hiermit ist der Satz (27.) bewiesen. 

§ 7. 

Ueber die den Normalintegralen erster Gattung Engehörige 

Determinante D, 

Setzt man zur Abkürzung 
(1.) wa(,n) für ^^, <, = l,2,...p, 
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so sind offenbar [vgl. die Definitionen pg. 198] diese vfa'i/) lauter 
auf 9? reguläre Functionen, also Functionen, die auf 91 nur einzelne 
Pole, und ebenso auch nur einzelne Nullpunkte haben. Markirt man 
nun auf 91 im Ganzen j) Punkte z^, z^^ " • hy ^^^ bildet man die 
Determinante: 

Wi'(^i) w/(^2) • • • w/(^^) 



(2.) B{z,,z^y,..z^) = 



so fragt es sich, ob diese Determinante vielleicht identiscJi ver- 
schwinden könne, d.h. ob sie verschwinden könne für jedwede Lage 
der p Punkte z^y z^, . . , Zp, Diese Frage ist mit Nein! zu beant- 
worten. Es gilt nämlich folgender, leicht zu beweisender Satz: 

Versteht man unter @ einen beliebig gegebenen FlädientJieil 
(3.) von 91 (z. B. einen belidng kleinen FlächentJteü von 91), so werden 
auf © stets p Punkte z^, ^j, . . . Zp existireti, fiir welche B{Zi, z^, ...Zp) 
nicht versdnvindet. 

Erläntemng. — um den Satz zu beweisen, werden wir einen apa- 
gogiscben Weg einschlagen, nämlich znvörderst annehmen, die Determi- 
(a.) nante 2> (je:, , £r, , . . . z ) verschwäfide stets , welche Imqc die Punkte s^, z^, 

. . . Zp auf der Fläche @ auch annehmen mögen; 

und sodann zeigen, dass diese Annahme zu absurden Resultaten hin- 
leitet, mithin unzulässig ist. 

Ordnet man die Determinante nach den Elementen der ersten Yer- 
tikalreihe, so erhält man: 

JD{z,,z^, . . . rp = K^w^'iz^) + K^yf^iz^) . . . + A'^w^'C^r,), 

wo die A'^s nur noch von j?, , r^ , . . . z^ abhängen. Nimmt man nun fOr 
z^ einen auf @ variablen Punkt, und för £?, , jer, , . . . jer irgend welche auf 
<5 festliegende Punkte, so folgt aus der Aunahme (a.), dass für jedwede 
Lage des auf S variirenden Punktes z^ die Formel stattfindet: 

== K, w,'M + K, w;(z,) . . . + K^w;{z,), 
dass mithin die von z^ abhängende Function 

-Ä'i ^1 (^i) + -K'j w,(£fi) . . . + K^y9^{z,) 

constant ist, so lange Zi innerhalb S bleibt 

Diese Function ist aber, ebenso wie w^iz^), w,(jer|), . . . w (xr,), auf 
der Fläche 91^^ eindetUig und stetig. Aus ihrer Constanz auf @ folgt 
daher [mittelst des Satzes (1.) pg. 101] sofort, dass sie auf der ganzen 
Fläche ät^^, mithin auch auf 91 selber constant ist. Dies aber ist unmög- 
lich. Denn zwischen W|(ri), w^(i?|), . . . w (j?,) kann keine lineare Glei- 
chung mit Constanten Coefficienten stattfinden [Satz (21.) pg. 247]. 

Die Annahme (a.) fahrt also zu einem absurden Resultat; — es sei 
denn, dass jene constanten Coefficienten K sämmüich «» toären. Mit 
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andern Worten: Aus jener Annahme (a.) folgt mit Noihwendigkeit^ d<iss die 
K's sämniÜich = 8i)id; wobei von Neuem daran zu ennnern ist, dass 
diese Constanten K lediglich dependiren von der Lage der festen Punkte 
^Tjj, z^, ... z , Diese letztem aber waren innerhalb © willkürlich ge- 
wählt. ÄU8 der Annahme («.) folgt daher ^ dass die K*s stets =■ sind, 
(ß.) welche Lage man den Punkten z^, z^, , . . e innerhalb © auch zuertliei- 

len mag. 

Die K'a repräsentiren die der ersten Vertikalreihe entsprechenden Par- 
tialdeterminanten. Zu genau demselben Resultat wird man gelangen mit 
Bezug auf diejenigen Partialdeterminanten, welche der zweiten Vertikal- 
reihe entsprechen, u. s. f. Bezeichnet man also die Determinante J) selber 
[weil sie von der p^^ Ordnung ist] mit /> , und jedwede Subdeterminante 
jter Ordnung mit X>., so kann man dem Satz (ß.) folgende allgemeinere 
Fassung geben: Aus der Annahme (a.), dass D od^ D für sämmiliche 
(y.) Punkte £fj, z,, z^, . , , z der Fläche © verschwindet^ folgt mit Nothwendig- 

keit, dass alle Determinatüen J^p^i die nämliche Eigenscliaß besitzen. 

Hieraus aber folgt nun in analoger Weise, dass dieselbe Eigenschaft 
auch den i?p_2 &nh&^^> sodann, dass sie auch den T> ^^ zukommt, u. s. f. 
Man gelangt so schliesslich zu den 7>j , d. i. zu den Functionen w^'(2.). 
Aus der Annahme (a.) folgt daher, dass diese w^' (j?) für sämmtliche Punkte 
z^, z^y . , , z der Fläche @ verschwinden, oder (einfacher ausgedrückt), 
dass die Functionen 

^a'W> <F = 1,2, ...p 

auf der Fläche @ allenthalben = sind, und dass mithin die Functionen 

Wa(^)' <? = 1, 2, . . . j) 

auf © allenthalben constant sind. Diese Fnnctionen w^(£r) sind aber auf 
9i^^ eindeutig und stetig. Aus ihrer Constanz auf @ folgt daher [Satz (t.) 
pg. 101], dass sie auf der ganzen Fläche 91^^, mithin auch auf 9% con- 
stant sind. Die Annahme (ct.) führt also scJdiesslich zu dem Resultat, dass 
(d.) die Functiofien w, (£r), Wj,(^), . . . w (z) lauter Constanten sind; — was ab- 

surd ist. 

Folglich ist jene Annahme unzulässig, also die Richtigkeit des Satzes 
(3.) constatirt. Q. e. d. 

Um den Satz (3.) unsern spätem Zwecken dienstbar zu machen, 
denken wir uns auf 9i irgend einen Flächentheil @ abgegrenzt, wel- 
cher frei ist von den Polen der regulären Functionen 

und ferner frei ist von den Windungspunkten der Fläche JR, sowie 
auch von den daselbst an der Stelle sf = <x> übereinander liegenden 
Punkten. Alsdann ist Wa'(^) im Bereich eines jedweden innerhalb 
© gelegenen Punktes c entwickelbar in eine Reihe von der Form: 

(4.) Wa'W = Wa'(c) + M^ - ^) + TaC^ - cf + . . . , [vgl. pg. 112]; 

WO Ba, fo; . . . constante Coefficienten vorstellen. Markirt man also 
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innerhalb @ irgend welche Punkte Ci, c^, . . , Cp, beschreibt um die- 
selben (als Centra) auf der Fläche © kleine Kreise und bezeichnet 
irgend welche innerhalb dieser p Kreise beliebig variirende Punkte 
respective mit ^i, ^2» • • • ^p; ^^ werden die Elemente Wa(Cj) und 
yfa'i^j) der beiden Determinanten 

(5.) C = D{c^ 9<^, ' " Cp), und Z = D(Zi , ^2, . . . ^p) 

mit einander verbunden sein durch die in (4.) angedeuteten Rela- 
tionen: 

Man kann daher, wie aus diesen Relationen folgt, die genannten 
Kreise so klein machen, dass die Elemente der einen Determinante 
von denen der andern beliebig wenig abweichen, und dass mithin 
auch die Werthe der Determinanten selber beliebig wenig von ein- 
ander differiren. 

Denkt man sich also z. B., was zufolge des Satzes (3.) stets 
ausführbar ist, die festen Punkte c^^c^,... Cp auf dem Flächentheil 
© in solcher Weise markirt, dass die Determinante G voti ver- 
schieden ist, so wird mau jene Kreise so klein machen können, dass 
die Determinante Z ebenfalls von versdiieden bleibt, welche Be- 
wegung man den Punkten z^y z^, . . . Zp innerhalb jener Kreise auch 
zuertheilen mag. Demgemäss gelangt man zu folgendem Resultat: 

Es sei © irgend ein Thcil der gegebenen Fläche 91, und zwar sei 
dieser Theil © frei von den Polen der regulären Functionen 

Wa{z)y <y = 1,2, . ..jp, 

ferner sei © frei von den Windungspunkten der Fläclie 91, sowie aucli 
von den bei z = 00 liegenden Punkten. 

Denkt man sich alsdann [was zufolge des vorhergehenden Satzes 
(3.) stets möglich ist] auf © p Punkte c^^ c^^ , , , Cp niarkirt, für 
tvelclie 

(7.) Z)(C,,C2, ...Cp) 

von verschieden ist, so lassen sidt um diese Punkte c,, c^, . . . Cp 
(als Centra) Kreise von soldier Kleifdieit beschreiben^ dass die Deter- 
minante 

(8.) D{Zi,z^,..,Zp) 

beständig von verschieden bleibt^ tvelclie Befvegung man den Punk- 
ten z^y z^, . . , Zp innerhalb jener p Kreise audli zuertheilen mag. 
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§ 8. 

Die der gegebenen Flä^ohe 91 zugehörigen Integrale zweiter 
Gattung. Definition der betreffenden Normal-Integrale. 

Denkt man sich auf der Fläche 9t ausser den Riemann'scheu 
Curven Ox, &x noch irgend einen Punkt c markirt, so wird nach dem 
Riemann'schen Theorem (6.) pg. 239 stets eine Function f{z) exi- 
stiren, die folgenden Bedingungen entspricht: 

I. f(z) soll auf 91, bis auf den Punkt c und die Linien «x, 6x, 
eindeutig und stetig sein. . 

IL f(js) soll im Bereich Vi(c,ss) oder Sl(y, g) des Punktes c in 
solcher Weise unstetig sein, dass die Differenz 

«') - rh 

daselbst stetig bleibt Ferner soll f(z) in den Linien Ox, K con- 
stante Differenzen besitzen, deren reelle Theile beliebig vargeschrid^ene 
Werthe haben. 

AticJi ist die Function f{z) durch die Bedingungen L, IL vollstän- 
dig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Denn existirten eu}ei 
diesen Bedingungen entsprechende Functionen f(ß) und /^(^); so 
würde ihre Differenz 

auf 9i, abgesehen von den Curven a«, b^, eindeutig und stetig, in 
diesen Curven aber mit rein imaginären constanten Differenzen be- 
haftet, also [Satz (3.) pg. 236] eine Constante sein. Q. e. d. 

Diese durch die Bedingungen L, IL charakterisirte Function 
f(0) ist aber nach (42.) pg. 220 nichts Anderes als ein elementares 
Integral zweiter Gattung^): Tc{z)\ so dass man also sagen kann: 

Für die gegebene Fläche 9i existirt stets ein, und, abgesdhen 
von einer additiven Constanten, nur ein einziges elementares Integral 
(l.) zweiter Gattung Tc{z), dessen ünendlichkeitspunkt c eine vorgeschrie- 
bene Lage, und dessen constante I}ifferenzen in den Curven «x, &x 
vorgeschriebene reelle Theile besitzen. 

Ist nun Tc{z) ein solches elementares Integral zweiter Gattung, 
so wird offenbar 

(2.) T,ig) + K, w, (^) + K^ w, (z)... K^w^iz) 

wiederum ein elementares Integral zweiter Gattung sein ; vorausgesetzt, 



'*) Vgl. die Note pg. 241. 
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dass man uuter deu K's Gonstanten^ andererseits unter den w(£r) 

die Normalintegrale erster Gattung yersteht. Man kann aber die 

K so einrichten, dass die Function (2.) in den Curven a« ffcir Iceine 

DiflFerenzen hat. Sind nämlich A^*^, B^''^ die constanten Differenzen 

von TcQs) in den Curven ax, fex, so braucht man zu diesem Zweck 

den JSl's nur die Werthe beizulegen: 

a(1) hiß) k(p) 
j^ ^ x^ __^ ^ j^ ^2 

[vgl. (19.) pg. 246]. Also der Satz: 

Es giebt unendlich viele elemenfure Integrale zweiter Gattung mit 
ein und de7nselben Unstetigkeitspunht c. Unter diesen existirt eines ^ 
welclies in den Curven a^ gar keine Differenzen Juit, welclies also auf 
fft, abgesdien vom Punkte c und den Curven hx, üherall eindeutig und 
stetig ist. Dieses besondere Integral mag mit 

(3.) tc{z) 

bezeichnet und das Normalintegral zweiter Gattung genannt werden. 

(4.) Dieses Normalintegral tdz) ist durch Angabe seines Unstetigkeits- 

Punktes c voUsfändig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Exi- 

stirten nämlich zwei solche Integrale tc(z) und tc{z), so würde ihre 

Differenz 

X(e) = <cW - tc\e) 

auf SR, abgesehen von den Curven bx, überall eindeutig und stetig, 
in diesen Curven aber mit constanten Differenzen behaftet^ also 
[Satz (2.) pg. 236] eine Constante sein. Q. e. d, 

Repräsentirt Tc{z) ein beliebiges elementares Integral zweiter 
Gattung, ferner tc{z) das demselben Unstetigkeitspunkt c entsprechende 
Normalintegral, so wird die Function 

Tc{z) - tc{z) 

auf SR, abgesehen von den Curven «x, &x, eindeutig und stetig; in 
diesen Curven aber mit constanten Differenzen behaftet sein. Dem- 
gemäss ist diese Function [Satz (8.) pg. 241] nichts Anderes als 
ein Integral erster Gattung W{z). Also: 

Tc{z) - tc{z) = W{z). 

Also der Satz: 

Jedivedes elementare Integral zweiter Gattung Tc{z) ist darstdl- 

bar in der Form: 
(5.) T,(z) = tc(z)+ W{z), 

wo W{s) irgend ein Integral erster Gattung vorstellt 

N e n m a n n f Abersche Integrale. 2. Anfl. 1 7 
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Diesen Satz kann man übrigens [mit Rücksicht auf (22.) pg. 247] 
auch so aussprechen: Jedwedes elementare Integral eweiter Gattung 
Tc{z) ist darstellbar in der Form: 
(6.) Z{z) = tc(^) + üTo + K,w,{s!) + K,w,(z) . . . + Ä^wp(£i), 

wo die w{e) die Normalintegrale erster Gattung y und die Ks constante 
Coefficienten vorstellen. 

§9.*) 

Darstellung der auf 9t regulären Funotionen mittelst der Integrale 

zweiter Gattung. 

Es sei f = f{z) irgend eine auf SR reguläre Function ^ Ord- 
nung, deren elementare Pole Cj, Cg, . . . c^ vereinzelt liegen, so dass 
also niemals zwei oder mehrere derselben mit einander zusammen- 
fallen. Bezeichnet man irgend einen dieser elementaren Pole kurz- 
weg mit c, so ist f{z) im Bereich U(c, 0) oder ?l(y, £) desselben 
darstellbar durch ^^^^ _ ^^ _ ^^.^^^^^ 

Und diese Formel kann, falls man E{^ in eine Taylor'sche Reihe 
entwickelt, auch so geschrieben werden: 

/■(^) = j#^ + ^' + ^" (5 - y) + ^"' (f - y)" + • • . 

oder auch so: 
(7.) f{z) = r— — [- (eind. stet. Funct. von g), 

wo K eine von verschiedene Constante vorstellt. 

Bildet mau nun das diesem Punkte c entsprechende Normal- 
integral zweiter Gattung tc{z), so wird dasselbe [ebenso wie das all- 
gemeinere Integral Tc{z)j vgl. pg. 256] im Bereich Vi{CjZ) oder 
%{yj S) des Punktes c darstellbar sein durch: 

(8.) tc{z) = T— f- (eind. stet Funct. von f). 

Aus (7.) und (8.) folgt nun sofort, dass die Function 

(9.) m - Ktc{g) 

im Bereich des Punktes c eindeutig und stetig ist. 

In solcher Weise kann also die gegebene Function f(z) ihrer 
polaren ünstetigkeit im Punkte c beraubt werden durch Subtraction 
eines Ausdrucks von der Form Ktc(z). Dieses Verfahren kann nun 
successiv auf sämmtliche Pole Cj, Cg, . . . c^ in Anwendung gebracht 
werden. Und demgemäss wird also das Aggregat 

•) Die in § 9 und § 10 aufgestellten Sätze sind nur beiläufiger Natur. 
Wenigstens wird in den weiter folgenden Paragraphen und Capiteln dieses 
Werks von jenen Sätzen kein Gebrauch gemacht werden. 
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(10.) 



{11.) 



(12.) 



fiz) - [KM") + KM'^)'-'-\- K<,t4i>% 
bei passender Bestimmung der K^s, eine Function repräsentiren, die 
auf 9i, abgesehen von den Curven 6x, überall eindeutig und stetig, 
in diesen Curven aber mit constanten Differenzen behaftet ist. Eine 
derartige Function ist aber [Satz (2.) pg. 236] eine Constante, Also 
der Satz: 

Bezeichnet f{z) irgend eine auf 9? reguläre Function g*®' Ordnung 
mit den Polen c^, c^, . > . Cq, so wird dieselbe stets in der Form dar- 
stellbar sein: 

f{z) = ü: + KM") + KM") + . . • + ^<c,(^), 

WO die K's Constanten sind. Hieraus ergiebt sich von selbe}*, dass 
diese K's folgenden Gleichungen Genüge leisten werden: 



O^K, B/i) + ir,B,(i) . . . + KqB 



(1) 



= K, B/2) + Z, B,(«) ... + Kq B,<«), 



wo B/'^), Bj 



(X) 



. . . B/'') die constanten Differenzen der Functionen 



(13.) 



tcX^), tc^{z), . , , tc {z) in den Curven b,c vorstellen. 

Dieser Satz lässt sich umkehren. In der That übersieht man 
sofort, dass jedwedes Aggregat von der Form: 

K + K, t,,(0) + KM") ■" + -B^^W 
eine auf 9t rcgidäre Function g*®' Ordnung sein wird, falls nur die 
Constanten K den Bedingungen (11.) Genüge leisten. 

Für den Specialfall: q=f)+\ führt der Satz (10.), (IL), (12.), 
falls man die aus (11.) für die K sich ergebenden Werthe in (10.) 
substituirt; zu folgendem besonders einfachen Resultat: 

Bezeichnet f{z) irgend eine auf 9i reguläre Function (p + 1)**' 
Ordnung mit den Polen c^, c^, . . , Cp+i, so wird dieselbe stets in fol- 
gender Form darstellbar sein: 

ki") 

Bi««) 



m==K+ti 



tcX") ■ • ■ 

B,(" ... 



B,'*' 



p(S) 



B,(^> 



BjW . . . 



d(p) 



WO K und- H Constanten sind. Zur Abküreung mag übrigens diese 
Formd (13.) so gescJirieien werden: 
(13a.) f{") = K+H <Dc. r,...c,+i (4 



17 
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Und umgekehrt: DenM man sich auf SR irgend welclie Punkte 
q, c^, . . . Cp^i ganz ad libitum markirt, so wird jede Function von 
der Gestalt (13.) oder (13 a.) eine auf^ reguläre Function (p -|- 1)**' 
Ordnung sein. 

Wir haben in (3.) nachgewiesen, dass für jedwede Lage des 
Punktes c eine zugehörige Function tciz) existirt. Nehmen wir an, 
wir hätten irgend welche Mittel in Händen, um für jede Lage von 
c diese Function tc{z) nebst den ihr zugehörigen Constanten B^*^ mrk- 
lich zu bilden, so werden wir auch für jedwede Lage der Punkte 
c^, ^2? • • • ^H-i ^^® zugehörige Function 

zu bilden im Stande sein. Und jedwede reguläre Function (i^+l)**"' 
Ordnung mit den Polen Cj, Cg; • • • ^/>+i wird alsdann, nach (13.) 
respective (13a.), darstellbar sein durch: 

wo H ufid K willkürliche Constanten sind. 

Die (p + 1) Nullpunkte ^i, ^o, . . . Zp^i dieser Function bestim- 
men sich durch die Gleichung 

und können also lediglich abhängen von Cj, Cj,; • • • ^H-i und von 

ZT 

dem Werth des Quotienten -^; was angedeutet sein mag durch die 
Formeln : 



( ^\ 



^2 = X2 



TT 

Denkt man sich aber ^ aus diesen {p + 1) Formeln eliminirt, so 
erhält man p Relationen, in denen nur noch c^, Cgi ••• Vhi ^^^ 
01, ^2 • • • ^/>+i enthalten sind. Also der Satz: 

Sollen (2p + 2) auf der gegebenen Flädie SR willkürlich markirte 
Funkte Cj, Cg, ... Cp^-i und z^, z^, ... Zp^i die Pole und Ntdlptmktc 
(14.) i^'SK^^d einer auf 91 regulären Function (p + 1)*®' Ordnung darzustellen 
im Stande sein, so müssen diese Punkte gewissen p Relationen ent- 
spreclien, deren Besdiaffmheit lediglich abhängt von der Gestalt der 
gegebenen Fläclic Si. Näher sind wir diese p Relationen vorläufig 
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noch nicht anzugeben im Stande. Doch werden wir später (iin fol- 
genden Capitel) sehen, dass dieselben in einfacher Weise ausdrück- 
bar sind mittelst der der Fläche 91 zugehörigen Normalintegrale 
erster Gattung Wi(/)j Wg (;?),.. . Wp(;ef). 

Sollen also Cj, Cg, . . . Cp+i und is^, z^^ ... jb^h-i ^^^ ^^^ ^'^^' 

Nullpunkte einer auf 91 regulären Function {p + 1)*®' Ordnung sein, 

(15.) so darf tnan nur (p + 2) dieser Funkte willJcürlich wählen. Die 

übrigen p ergeben sich alsdann von selber auf Grund jener p Bela- 

tionen. 

Ist f(j2) eine auf 91 reguläre Function (p + 1)*®' Ordnung, so 
gilt Gleiches, falls man unter C, D irgend zwei Constanten versteht, 
auch von 

Und zwar werden die Pole und Nullpunkte von F{z) zwei Niveau- 
Punktsysteme von f{z)j nämlich Punkte vorstellen, in denen f{s) 
respective == C und = D wird. Demgemäss kann man den Sätzen 
(14.), (15.) folgende allgemeinere Fassung geben: 

Sollen {2p + 2) auf 91 niarkirte Punkte Cj^, c^, . . , Cp^i und z^^ 

^jj, ...5fj:^fi zwei Niveaupunktsysteme irgend einer auf 'iR regulären 

(16.) Function (jp + 1)^^ Ordnung darzustellen im Stande sein, so müssen 

diese Punkte gewissen p Relationen Genüge leisten, derefi Bescliaffenr 

heit lediglich abJuingt von der Gestnlt der gegebenen Fläche .9i. 

Sind also {p -f- 2) von jenen Punkten markirt, so ergeben sich 
die übrigen p bereits von selber auf Grwnd dieser p Belationen. 

Weitere Ausdehnung der gefundenen Sätze. — Die soeben an- 
gestellten Betrachtungen sind durchweg ausdehnbar auf reguläre 
Functionen q^^ Ordnung, falls nur q > p ist Das dabei einzu- 
schlagende Verfahren ist dem vorhin eingeschlagenen in solchem 
Grade ähnlich, dass darüber nur wenige Andeutungen erforderlich 
sind. So gelangt man z. B., ähnlich wie zum Satze (10.), (11.), (12.), 
auch zu folgendem allgemeineren Satz: 

Bezeidmet f(z) irgend eine auf 91 reguläre Function q^^ Ordnung 
mit den Polen c^, c^, . . . Cq, und ist q>p, so wird dieselbe stets in 
folgender Form darstellbar sein: 

(17.) /•(^) = iT +^k 0c. CO. . . . .c^c^j (z) . . 

Dabei repräsentirt dieselbe Fundioti toic in (13a.); wäJirend K, H^, 
H2, . . . Hq-p Constanten sind. 
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Unigekehrt wird, bei mllkürlidier Wald von c^, Cg, ... Cg und 
K, Hl, 11^, , . , Hq-p, jedwede Fundion von der Form (17.) eine auf 
SR reguläre Function g*®' Ordnung sein. 

Bemerkimg. — 9 > P gedacht, ist also eine auf 3i reguläre Function 
q^^ Ordnung, im Ganzen mit 

(2 2 — jp -[- 1) wülkürlichen Constantefi 

behaftet , nämlich mit den q willkürlich zu wählenden Polen c^, c^, , . . c 
und überdies mit den (q — p -\- 1) willkürlich zu wählenden constanten 
Coefficienten ÜT, IZ^ , I/g , ... H . 

Die Nullpunkte ^i, ^2> • • • ^q ^^^ Function (17.) bestimmen sich 
durch die Gleichung: 

= ir+i'4,<Dc.cc...<i,c^/;^), 



und liäugen also lediglich ab von 



u, n. 



^1 > ^2 > ^8 ' * * • Cq und T> , 



// 



9—P 



K' K ' 



Denkt man sich diese q Formeln für z^, z^, . . . Zq wirklich hin- 
gestellt; und aus denselben die letzten {q — p) Argumente 



H, E, ^ 



q—j, 



eliminirt, so erhält man [q — {q — j>)] = p Relationen, in denen nur 
noch c^, c^, . , . Cq und z^, z^, ... Zq enthalten sind. 

Die Pole und Nullpunkte einer regulären Function q^' Ordnung 
sind also stets durch p Relationen mit einander verknüpft. Und dieses 
Resultat ist nun wiederum [vgl. den Uebergang von (14), (15.) zu 
(16.)] leicht übertragbar auf zwei beliebige Niveaupunktsystcfue] so 
dass man zu folgendem Satz gelangt: 

Es sei q> p. Sollen alsdann 2q auf JR markirte Punkte c,, Cg, 

. , , Cq und Zi, Z2f . - Zq zwei Niveaupunktsysteme irgend einer auf 

(18.) ^ regulären Function g*®' Ordnung darzustellen im Stande sein, so 

müssen diese Punkte gewissen p Relationen Geniige leisten, deren 

Bcsdiaffenheit lediglidi abhängt von der Gestalt der gegebenm Fläche 91. 

§ 10. 
FortsetETing« 

Es sei jetzt q ^ p. Indem wir auf diesen Fall wiederum den 
allgemein gültigen Satz (10.), (11.), (12.) anwenden, wollen wir die 
daselbst auftretenden Constanten K^, K^, . . . JSTg zu eliminiren suchen. 
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(19.) 



Die Anzahl der Gleichungen (11.) ist =p, d. i. 

= (2 - 1) + (l> - 3 + 1). 
Substituirt man nun die aus den ersten (q — 1) Gleichungen fiyr 
K^, K2f . . . Kq sich ergebenden Werthe in den (p — g + 1) fol- 
genden Gleichungen, und ebenso in den Formeln (10.), (12.), so ge- 
winnt der in Rede stehende Satz folgende Gestalt: 

Ist f{z) eine auf SR reguläre Function q^ Ordnung mit den Polen 
Ci, c^, . . . Cq und q ^Py so wird diese Function f{z) stets in der 
Form darstellbar sein: 

kiß) Ki.1) ... U,{z) 



m = K+H 



8,(1) 



B,(«) 



B,<" 



Bji«) 



B,('^-') 



(20.) 



wo K, H Cotistanten sind. Dabei werden zwischen jenen Fulcn c,, c^, 
. . . c, stets folgende (j> — <i -\- l) Belationen stattfitiden: 

B,ü' BgO», . . , 

B,(i' BjO) . . . 

Bi««) B.(»> ... B,/») 



B,W 
B,<») 



= 0, 



wo j = 2, (« + 1), (3 + 2), . . .1). 

Umgekehrt wird jeder Ausdruck von der Form (19.), falls man 

unter K, H beliebige Constanten, und unter c^, c^, . . . Cg (q <!. p) 

(21.) irgend welche den (p — 3 + 1) BelaHonen (20.) entsprechende Punkte 

versteht, eine auf ?R reguläre Function g**' Ordnung mit den Polen Cj, 

Cj,, . . . c, vorstellen. 

Bemerkung. — Die Zahl q%,p gedacht, ist also eine auf 91 reguläre 
Function g"' Ordnung im Ganzen mit 

(2 2 — p -\- 1) mllkürlichen ConstarUen 

behaftet. Denn jene Pole Ci, c^, . . . c , zwischen denen (p — 2 + 1) I^*!- 

lationen stattfinden, repräsentiren [q — (p — S + 1)] = (Sg — p — 1) will- 

kOrliche Constanten. Und hierzu kommen noch zwei weitere Coustauten, 

nämlich K und H. — Q. e. d. 

Da die q Pole (p — <I -{~ 1) Belationen zu entsprechen haben, so ist 

nothwendiger Weise: 

(«•) 3 > P — 3 + 1 . 

oder, was dasselbe: 

iß-) a > ^^ . 
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Sämmtliche auf 31 reguläre Functionen besitzen also Ordnwigen, die ^ ^-^- 

sind. Dieser Satz kann noch weiter verschärft werden mittelst folgender 
• Betrachtung: 

Ist f {z) eine auf 'Si reguläre Function q^^ Ordnung, so gilt Gleiches 
auch von 

falls C, D Constanten sind. Von den q Polen dieser letztem Function 
aber kann einer, durch geeignete Wahl von C, in eine vorgeschriebene 
Lage Zq hineingedrängt werden. Der dllgemeithe Ausdruck einer auf Ä 
regulären Function g*«' Ordnung wird daher stets der Art beschaffen sein, 
dass einer ihrer q Pole, seiner Lage nach, vollkommen willkürlich bleibt. 
Da nun {q < p gedacht) zwischen diesen q Polen (jp — 2 + 1) Re- 
lationen stattfinden müssen, einer derselben aber eine willkürliche Lage be- 
halten mnss, so folgt hieraus, dass q niemals = (p — 9+1)1 sondern 
stets > (i> — 2 + 1) sei^ wird. Die Formel (a.) ist daher durch folgende 
zu ersetzen: 

(y.) a>p — <i + U 

und hieraus ergiebt sich: 

Also der Satz: Bepräsentirt 31 eine 2p-fadi zusammenhängemle Hie- 
mann' sehe Kugel fläche, so wird die Ordnung q jedweder auf 31 regulären 
Fufiction der Formel entsprechen: 

oder (was dasselbe ist) der Formel entsprechen: 

es sei denn, dass die Beschaffenheit jener Fläche irgend welchai besondern 

Zufälligkeiten unterliegt. [Vgl. Riemann*s Ges. Werke, pg. lOl.J 

Ist q<^Pf und sollen 2q auf 9{ beliebig markirte Punkte q, Cg, 

. . . Cq und ^1, ;2?2, . . . jgTg die Pole und Nullpunkte irgend einer auf 

91 regulären Function g**' Ordnung darzustellen im Stande sein, so 

müssen zuvörderst Cj, c^, ... Cq den in (20.) angegebenen 

(22.) (P — 2 + 1) Relationen 

entsprechen. Diese Relationen erfüllt gedacht, wird alsdann jed- 
wede mit den Polen q, Cg, . . . c,; behaftete reguläre Function q^^ 
Ordnung f(js) die Gestalt (19.) haben: 

WO K, U willkürliche Constanten sind, während V als Abbreviatur 
dient für die in (19.) stehende Determinante. Die Nullpunkte z^y 
^2, . . . Zq von f{z) bestimmen sich mittelst der Formel: 
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und hängen also ab von 

c^, c^, , . , Cq und -^• 

Denkt man sich diese q Formeln für z^^ z^^ . . . Zq wirklich hinge- 
stellt^ und aus denselben das -^ eliminirt^ so erhält man 

(23.) (ff — 1) Relationen, 

in denen nur noch z^j z^, . . , Zq und c^j Og, . , , Cq enthalten sind. 

Die Relationen (22.) und (23.) zusammengenommen^ erhält man 
im Ganzen p Rdationen, also den Satz: Ist q<py so sind die Pole 
und Nullpunkte einer auf 5H regulären Function q^^ Ordnung stet^ 
durdi p lielationen mit einander verknüpft. Dieses Resultat ist nun 
wieder [vgl. den üebergang von (14.), (15.) zu (16.)] leicht über- 
tragbar auf zwei beliebige Niveaupunktsystenie] so dass man zu fol- 
gendem Satze gelangt: 

Jb!s sei q'^p- Sollen alsdann 2p auf Ül niarkirte Punkte c^, c^, 

. . , Cq und Zi, z^, . . . Zq zwei Niveaupunktsysteme irgend einer 

(24.) auf Jft regulären Function q^' Ordnung darzustellen im Stande sein, 

so müssen diese Punkte gewissen p lielationen Genüge leisten, deren 

BeschaffenJieit lediglich abhängt von der Gestalt der Fläche 9i. 

Wir sind also hier im Falle q<p zu genau demselben Resul- 
tat gelangt, wie früher in (18.) für den Fall q> P- Die in Rede 
stehenden p Relationen lassen sich leicht ausdrücken mittelst der 
Integrale erster Gattung; wie weiterhin (im folgenden Capitel) ge- 
zeigt werden soll. 

§ 11. 

Die der gegebenen Fläohe 9{ zugehörigen elementaren Integrale 
dritter Gattung. Definition der betreffenden Normal-Integrale. 

Man markire auf der gegebenen Fläche 9i irgend zwei Punkte 
Ci und Cjj, construire femer die Riemann'schen Curven a^, 6x-(« = 1; 
2, . , . p), und zwar in solcher Weise, dass c^ und c^ nic/it hart 
an einer dieser Curven gelegen sind. Endlich ziehe man auf 9i 
von Ci nach c^ eine beliebige, aber die Curven a^, h^ vermeidende 
Linie l. 

Die Function TcX^) ist auf SR«/; regulär und daselbst nur mit 
einem einzigen, und zwar elementaren Pol c^ behaftet; sie kann also 
auf $R,i6 nur einzelne Nullpunkte haben, von denen möglicher Weise 
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eiuige gerade auf { liegen. Genau dasselbe gilt^ falls man unter 
Ki eine Constante versteht, auch von^der Function 

Doch wird man, was in der That geschehen mag, die Constante K^ 
so wählen können, dass von den Nullpunkten dieser neuen Function 

*i(^) ^^^w^ auf l liegt. 

In analoger Weise kann man jetzt eine zweite Function 

<t>,{z) = T^iz) - K, 

bilden, welche in c^ einen elementareti Pol, und wiederum längs l 

keinen Nullpunkt hat. 

Erläntenmg. — Man bezeichne den Werth der Fanction T^ (z) für 

VI 

den Aageqblick mit =. -f- t'H oder Z: 

Lässt man nun den Punkt z auf der gegebenen Fläche fH längs der Curve 

l von Cj nach c^ fortschreiten, so wird gleichzeitig das Z auf der Z-£bene 

eine correspondirende Curve A beschreiben, die von einem endlichen Punkte 

f} aus in stetig zusammenhängender Weise nach einem unendlich fernen 

Punkt r^ hinläuft. Denn die Function T (z) ist längs Z, mit alleiniger 

Ausnahme des Punktes c^ stetig; und hieraus folgt, dass die neue Curve 

A ebenfalls, mit alleiniger Ausnahme ihres Endpunktes f, , eine stetige ist. 

Markirt man nun auf der Z-Ebene irgend einen Punkt K, ausserhalb der 

Curve A, so ist man sicher, dass T (z) längs l niemals = K, wird, dass 

mitbin die Function 

T^{,z) - K, d. i. <t>, (n) 

längs l keinen Nullpunkt besitzt. Analoges gilt für <t>i{z). 

Man construire jetzt das Bereich 2 der Linie l. Da sämmtliche 
Nullpunkte von 0i(^) und 02(;e:) ausserhalb l liegen, so werden die- 
selben, falls man das Bereich fi hinreichend klein macht, auch ausser- 
halb fi sich befinden. Demgemäss wird also der Quotient 

eine auf S reguläre Function sein, welche daselbst nur einen Pol, 
nämlich c^, und nur eitlen Nullpunkt, nämlich c^j hat. Und zwar 
ist sowohl der Pol wie auch der Nullpunkt von elementarer Natur, 
d. i. erster Ordnung. 

Demgemäss wird [vgl. den Satz (F.) pg. 231] das Integral 



r w =/ 






bei passender Einschränkung seiner Integrationscurve, eine Function 
von 3 vorstellen, die folgende Eigenschaften hat: 



AnwenduDg der Hiemann achen Existenz-Theoreme. 2G7 

f*(is) ist auf S, abgesehen von der Linie l selber, eindeutig 
und stetig, und besitzt längs l die constante Differenz 27ci. Ferner 
heaitzif*(z) in den Bereichen U(Ci, is), U(c2, z) oder «(yj, g), ^{y^, g) 
der Punkte Cj, c^ respective die Wei-the: 

(a.) f*{z) = — log (g — yj + (eind. stet. Funct. von g), 

iß') riß) = + log (g — y,) + (eind. stet. Funct. von g). 

Bemerknng.* — Dieses etwas complicirte Verfahren zur ßildung von 
f*{ß) kann durch ein einfacheres ersetzt werden, falls die Punkte c,, c 
weder Windungspunkte noch auch unendlich ferne Punkte sind, und falls 
Gleiches auch gilt von jedwedem Puukt der von c^ nach c^ laufenden 
Linie /. Alsdann nämlich kann man für 4>j > ^2 1 ^ ^^^ Functionen nehmen 






£f — c. 



Denn diese Function V wird in der That eine auf £ reguläre Function sein, 
und daselbst nur den einen Pol Cj und nur den einen Nullpunkt c^ haben. 
Auch wird jeder derselben elementarer Natur sein. Demgemilss kann man 
also in dem genannten speciellcn Fall für f*(z) das Integral nehmen: 






falls man nur wiederum die Beweglichkeit der Integrationscurvo in ge- 
eigneter Weise beschränkt. 

Diese Function f*{z) bildet die Grundlage, von welcher aus wir 
jetzt das Riemann'sche Theorem [pg. 239] in Anwendung bringen. 
Zufolge dieses Theorems muss nämlich eine Function f{z) existire7i, 
die folgenden Bedingungen entspricht: 

I. f{z) soll auf SR, abgesehen von den Curven l und a^, 6«, 
eindeutig und stetig sein. 

II. f{z) soll in l in solcher Weise unstetig sein, dass die Dif- 
ferenz f'(z) — f*'{z) im Bereich S stetig bleibt. Ferner soll f{z) in 
den Curven öx, &x constante DiflFerenzen haben, deren reelle Theile 
vorgeschriebene Werthe besitzen. 

Man kann nun den Bedingungen IL, durch Rücksichtnahme auf 
die Beschaflfenheit der Function /'*(^) [vgl. (a.), (/5.)], eine etwas 
andere Form geben, und demgemäss sich so ausdrücken: 

Es existirt stets eine Function f{z), die folgenden liedingmigen 
etitspriclU: 

I. f(z) soll auf 9fl, abgeseliefi von den Curven l, ax, 6x, eindeutig 
mul stetig sein, 

IL f(z) soll in deti Bereichen U(ci,^), Vi{c^,z) oder 31(^1, S), 
51(^2» <fc^ Funkte c^, c^ respective die WertJie hesitzen: 
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f{z) = — log (5 — ^i) + (eind. stet Funct von g), 
f[z) = + log (5 — y^ 4" (eind. stet. Funct. von g). 

Femer soll f(ii) in der von Cj nach c^ laufenden Linie l die Differenz 
27ti haben. Und schliesslich soll f(js) in den Curven a^, &x constante 
Differenzen haben, deren reelle Theile vorgeschriebene Werthe besitzen. 
Zusatz. — Auch ist die Function f{z) durch die Bedingungen I., 
II. vollständig bestimmt, bis auf eine additive Constante, Denn exi- 
stirten zwei diesen Bedingungen entsprechende Functionen f{z) und 
/"(jef), so würde 

X{z) = {{£)- f\£) 

auf 9t, abgesehen von den Curven ax, 6x, eindeutig und stetig, in 
diesen Curven aber mit rein imaginären constanten DiflFerenzen be- 
haftet, also [nach Satz (3.) pg. 236] eine Constante sein. — Q, e, d. 

Diese durch die Bedingungen L, II. charakterisirte Function 
f{z) ist aber nach (65.) p. 227 nichts Anderes als ein elenicntares 
Integral dritter Gattung*) T\c^c^{z)\ so dass man also sagen kann: 

Für die gegebene Fläche SR existirt stets ein, und, abgesehen von 
einer additiven Constanten, nur ein einziges elementares Integral 
(!•) dritter Gattung T\c^c^{z), dessen ünstetigkeitspunkte q und c^ vorge- 
schriebene Lagen, und dessen co)tstante Differenzen in den Curven 
ttjt, bx vorgeschriebene reelle Theile besitzen» 

Von hier aus kann man nun Schritt für Schritt dieselben 
üeberlegungen anstellen, wie früher [pg. 256] bei den Integralen 
zweiter Gattung, also z. B. bemerken, dass das Aggregat 

ebenso wie rTc,<r,(-^) selber, ein elementares Integral dritter Gattung 
repräsentirt. Man gelangt in solcher Weise zu folgenden Sätzen: 

Unter den unendlidi vielen mit denselben UnstetigkeitspunJctcn 
Ci, Cg behafteten elementaren Integralen dritter Gattung existirt eines, 
welches in den Curven ax gar keine Differenzen hat, weldies also auf 
91, abgesehen von den Curven l und bx, überall eindeutig und stetig ist. 
Dieses besondere Integral mag mit 

(3.) Sy«.cW 

bezeichnet und das Normalintegral dritter Gattung genannt werden. 
(4:.) Dieses Normalintegral c5c^c^{z) ist durch Angabe seiner Ünstetig- 

keitspunkte Cj, Cjj vollständig bestimmt, bis auf eine additive Constante. 



Vergl. die Note pg. 241. 



Anwendung der Eiemann' sehen Existenz-Theoreme. 269 

Jedfvedes elementare Integral dritter Gattung TTccC^) Icann in die 
Form versetzt werden: 

(5.) n..c(;er) = S...,(^)+^(^), 

WO W(i3) ein Integral erster Gattung vorstellt^ oder auch in folgende 
Form: 

(6.) ne.c(^) = STccW + iEo + ^lWi(^) . . . + Jfpw^(^), 

wo die w(z) die Normalintegrale erster Gattung und die K's constante 
Coefficienten vorstellen. 

§ 12. 

Ueber die den elementaren Integralen dritter Gattung zugehörigen 

oonstanten Differenzen« 

Wir wollen die oonstanten Differenzen A^''^, B^*^, mit denen das 

Integral 
(7.) T( = niz) = TJc,cX^) 

in den Curven a^j hx (x = 1, 2, . . . i?) behaftet ist, näher unter- 
suchen, indem wir uns dabei der Normalintegrale erster Gattung 
Wa(^), (<y «=* 1, 2, . . .|)), als eines zweckmässigen Instrumentes be- 
dienen. 

Bezeichnet man das Bereich der von c^ nach c^ laufenden Linie 
l mit fi, und das nach Absonderung dieses Bereichs noch übrig 
bleibende Stück der Fläche SRaö mit ©: 

© = 9i„, - S, 

80 sind TT(«) und Wff(;er) auf @ überall eindeutig und stetig. Hieraus 
folgt [Satz (4.) pg. 196]: 

(8.) /gTIrfw« = 0, 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von @. Will man 
aber @ positiv umlaufen, so hat man erstens den Rand von ^ab 
positiv, und sodann den Rand von fi negativ zu durchwandern. 
Demgemäss kann die Formel (8.) auch so geschrieben werden: 

(9.) ^^r^^'' ~ S^^"^" = 0^ 

wo die Indices SRaft und S die den betreffenden Flächen entsprechen- 
den positiven Randintegrationen andeuten. Diese Formel (9.), welche, , 
weil TTdwa =d(TTwa) — WadTT ist, auch so geschrieben werden kann: 

(10.) /„ nÄw„+/w<,(?n = o, 
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wird gültig bleiben bei beliebiger Verkleinerung des Bereiches S. Man 
kann also z. B. 8 zusammenschrumpfen lassen auf die Bereiche U^, 
Uj der Punkte q, c^ und das zwischen U^ und Ug liegende Segment 
der Curve l. Hat man aber S in dieser Weise reducirt, so nimmt 
das zweite Integral der Formel (10.) die Gestalt an: 

wie solches sich unmittelbar ergiebt, falls man nur beachtet ^ dass 
TT längs l eine constante DiflFerenz (= 2jti) hat, dass mithin das 
Differential dTT zu beiden Ufern von l einerlei Werthe besitzt. Nun 
ist aber Wa auf ^ab) mithin z. B. auch in der Linie l stetig, also 
Wa(A) — .Wff((>) == 0. Demgemäss folgt: 

so dass also die Formel (10.) übergeht in: 

(11.) / n (?w„ + / w„ rfn + / w, dn = o. 

Bezeichnet man jetzt irgend einen der beiden Punkte o^, c^ mit 
Cjy und sein Bereich mit VLj(cj,0) oder St/(y>, f), so ist innerhalb 
dieses Bereiches: 

n = (-iyioga-y,) + oa), 

wo 0(5) eine eindeutige und stetige Function vorstellt. Hieraus folgt: 

also, falls man mit w^ multiplicirt, und über den Rand von Vij 
oder % integrirt: 






r WadU= f WadJ\ = (- 1)> r ^-'— + f Wa rfO(g). 



Nach bekannten Sätzen [(16.) pg. 23 und (10.) pg. 21] ist aber das 
letzte Integral = 0, und das vorletzte = 2jci Wa[yj], d. i. = 2jci yia{cj), 
falls man nämlich unter Wa [yj] oder w„ (cy) den Werth der Function 
Wo in yy respective in Cj versteht. Somit folgt: 

(^•) /l1 ^^ ^TT = (— ly . 2 Ät Wa(C;) , WO j = 1 , 2. 

Dies in (11.) substituirt, erhält man: 
(12.) f^ TTdWa = 23ri[w„(c,) — Wa(^2)l. 
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Das Integral linker Hand hat aber [zufolge des Hiilfssatzes (y.) 
pg. 249] den Werth: 

wo A^''^ B^'^^ und a„xf h„x die constanten Differenzen von TT und w<t 
in den Curven «x, 6x vorstellen. Substituirt man diesen Werth in 
(12.), und berücksichtigt man dabei zugleich die eigenthüm liehen 
Werthe [(19.) pg. 246] der Constanten a^x; so erhält man: 

(13.) ( ^ Ai-) ba.) - B(->Äi = 2m [w„(c,) — w^(c,)], 

wo 6 eine der Zahlen 1, 2, 3, . . .^ vorstellt. Demgemäss gelangt 
man zu folgendem Satz: 
Bezeichnet 

(14.) nc,c(^) 

ein beliebiges elementares Integral dntter Gattung mit den Uncnd- 
lichkeitspunkten c^ und Cg, so werden die constanten Differetizen A<*), 
B^*), mit denen dieses Integral in den Curven a^, by {k = 1^2, . , .])) 
behaftet ist, jederzeit folgenden Relationen entsprechen: 

(15.) A(i)Jia + AW62a . . . + A^^)6pa - B^")«! = 27ti[Wa{c,) — Wo{c,)\, 

6 = lj2, . . . p. 

Dabei bezeichnen die b's die den Normalintegralen erster Gattung w, , 
Wg, . . . Wp mgetüjrigen Constanten [(19. pg. 246)]. 

Nimmt man insbesondere statt des Integrals (14.) das betref- 
fende ^ormaZ-Integral '^c^c^iß), so sind die A's sämmtlich = [vgl. 
pg. 268]; so dass die Relationen alsdann übergehen in: 

- B(^) = 2[wa(ci) — wa(c2)]; <y = 1, 2, . . . p. 

Vertauscht man hier den Buchstaben 6 mit 7t, so gelangt man zu 
folgendem Zusatz: 

Das den Unendlichkeitspunkten Cj, c^ entsprechende Normal- 
integral dritter Gattung 
(16.) S5rc.r,(^) 

besitzt in den Curven a^, bx (x = 1,2, , . , p) folgende Differenzen: 

,j^. längs a^: (3c,cX^) — ^cic.(p) = 0, 

längs 6x: '^c.c^W — <5^r,r,(p) = 2[wx(c^) — Wx(Ci)]. 

Diese Differenzen drücken sicJh also in einfacher Weise mittelst der- 
jenigen WertJie aus, uwlcJhe die Normalintegrale erster Gattung w^, 
Wo, . . . Wp in jenen Punkten c^ und c^ besitzen. 
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§ 13. 
Bemerkungen über die Integrale erster Gattung. 

Jedwedes Integral erster Gattung Wiß) ist auf der Fläche 9la6 
eindeutig und stetig. Polglich wird 

nicht nur dieselben Eigenschaften haben, sondern überdies auch 
eine Function sein, die auf SRa^ nirgends verschteindet Denn zum 
Verschwindeo von ri(z) würde ein Unendlich werden von W{z) er- 
forderlich sein; was der Natur von W(z) widerspricht. 

Bezeichnet man ferner irgend zwei am linken und rechten Ufer 
von ttx einander gegenüberliegende Punkte mit A und p, so ist 

^(A) = e^^^^) und ri{Q) = e^^^\ 
folglich: 

falls nämlich J.^*) die constante Differenz der Function W{fs) in der 
Curve ttx vorstellt. 

Analoges gilt für hx^ so dass man also zu folgendem Satz ge- 
langt: Ist W{z) irgend ein Integral erster Gattung^ so mrd die Function 

(1.) ni.^) = e^^") 

auf 9?a6 eindeutig, stetig und nichtver schwindend sein, also den 
Charakter der Functionen E{z) besitzen. Ueberdies wird rj{z) in den 
Curven a^, 6x ^^it constanten Quotienten befiaftei sein, nämlich 
den Formeln entspredien: 

^^s a,: 5gl = e^^"\ 

wo A^''^ !?(*> die constanten Differenzen von W(z) in den Curven 
ttx, &x vorstellen. 

Nach (22.) pg. 247 ist jedwedes Integral erster Gattung W(z) 
in der Form darstellbar: 

W(z) = JTo + K,w,{z) + K,w,{0) ... + K,^,{z)', 
so dass man also [vgl. (19.) pg. 246] für A^^\ B(^) die Werthe erhält: 

j^(*) = jK^aix + -K'gOix • . . + KpO'px = Kxnij 

JBW = K, 61X + Z2&2X . . . + K^h,. 
Deragemäss kann man den Satz (1.), (2.) auch so aussprechen: 
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Sind Kq, Kl, K2, . . . Kp beliebige Constanten, so mrd die Function 

(3.) ^(^) ^ ^K, + K\w,{z)+K,w,(::). .+K^^>^p(z) 

auf fftah eindeutig, stetig und nichtverschwindend, überdies aber 
in den Curven a^, bx (x = 1,2,. ..p) mit folgenden constanten Quo- 
tienten behaftet sein: 

(4.) ^^^««^fe = ^ ; 

Ungs b,: 5« = c^^^i''+^'«^«--+^A^ 

§. 14. 

Bemerkxulgen über die Integrale dritter Gattung. 

Vergegenwärtigt man sich [pg. 226 und 268] die Eigenschaf- 
ten des Integrals dritter Gattung TT«^ 0.(^)7 so erkennt man sofort, 
dass die Function 

auf der Fläche 9lab, mit Ausnahme der Punkte c^, c^, eindeutig, ste- 
tig und nichtverschwindend ist. Im Bereich VL(cj,j9) oder ^{yjf t) des 
Punktes Cj ist: 

HccW = (- ly log (e - yj) + 0,(0, 

wo Oj{t) 6^116 eindeutige und stetige Function vorstellt Hieraus folgt 
mit Bezug auf dasselbe Bereich: 

wo Ej(X) = e ^ eine Function repräsentirt, die eindeutig, stetig und 
nichtverschunndend ist. Setzt man j successive = 1,2, so erhält 
man fQr c^i 

<i>(^) = (f-yi)->-E.(ö, 

und für c^: 

<t>W = a-y,)+^-E^,(g); 

woraus folgt, dass 0(fi) in c^ einen elementaren Pol, andererseits in 
C2 einen elementaren Nullpunkt hat. 

Was die Werthe von 0(jer) in den Curven a^, 6« betriflPt, so 
findet man sofort: 

längs a,: |JJ^ = e^^") 

längs 6x: J§^ = ^'^; 

wo A^'^), B^*^) die constanten Differenzen von TTc.e,(^) in diesen Curven 
vorstellen. 

N«amftnii, Aborsohe Integrale. 8. Aufl. 18 
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Vertauscht man schliesslich die Function TTc,c,(jef) mit der spe- 
cielleren Function ©^c,ci(^), und beachtet^ dass in diesem Fall 

^i^) = und B^^) = 2[w^(c^) - Wx(cj)] 

wird [vgl. (17.) pg. 271], so gelangt man^ falls man die Buchstaben 
a, ß für Cij c^ substituirt^ zu folgendem Satz: 

Die Function 

(5.) a>{z) = A/"> 

ist auf der Fläche SRa6 regulär, und besitzt daselbst nur einen Pol 
und nur einen NuUpunkt, Ersterer liegt in a, letzterer in ß\ und 
beide sind elementarer Natur d. i. erster Ordnung. Ferner ist die 
Function in den Curven a^, bx mit folgenden constanten Quotien- 
ten behaftet: 

Ungs a,: ^'^)=1, 

(^•) ,.. , <t)(X) 2[w^(j5)-w,(«)l 

längs b^: ^ = e ^ '^^^^ ''^ ^K 

Sind mithin a^, a^, . . . Ug und ßiy ß^^ - • • ßq beliebig gegebene 
Punkte, so wird die Function 

V / \ ®« /? W + ®« /V W • • • + ®« A (2) 

X(^Z) = e **«/*» «aP»^ ^ ' ^qPq^ ' 

ebenfalls auf iRaA regulär sein, und daselbst im Ganzen q elementare 
Pole: «ija^,...«^ und ebenso viele elementare Nullpunkte: /3,, /3^, 
... /3g besitzen. Genau dasselbe gilt daher nach (3.) z. B. auch von 
der Function: 

^\Z) — e , 

wo die N Constanten sein sollen, üeberdies ist diese Function ^{z\ 
wie aus (6.) und (4.) sich ergiebt^ in den Curven a^, by, mit folgen- 
den Quotienten behaftet: 



längs a^: ^ '-^ =6 "" 



2N^ni 



längs b,: !!1W_ ^n-2:,.[w,(ß;-w,(«p])-2(i\r,6,,+JV^3«'2x---+^;V), 

die Summation im Exponenten ausgedehnt über j = 1,2, .. .q. 

Demgemäss wird ^{z) nicht nur auf 9iab, sondern auch auf St 
seiher regulär sein, sobald man die Exponenten der beiden letzten 
Formeln in gerade Vielfache von iti verwandelt. Dies aber kann 
dadurch erreicht werden, dass man unter den Nx ganze Zahlen ver- 
steht und überdies den letzten Exponent =23Iyni setzt, wo die 
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Mx ebenfalls ganze Zahlen sein sollen. Man gelangt daher zu fol- 
gendem Satz: ^ 

Sind auf der Fläche SR irgend snvei von einander verschiedene 
Bunlctsysteme a^, a^, , . . a^ und ßxyßi, ... /3y warhirt, die den p Be- 
dingungen Genüge leisten: 

(7.) if K(ft) - wx{aj)] = M.ni + N.h, + N.h, . . . + N^b^,, 

X ^^-~ !• ^ f • • »Pf 

WO die M, N beliebige ganze ZaJilen varstellen; — so existirt stets eine 
auf^ reguläre Fwnction g***' Ordnung ^{s)j deren Pole in a,, a^, . .. er,, 
und deren Nullpunkte in ßi, ß^, . . . ßq gelegen sind. Und zwar lässt 
si^h diese Function ^{z) folgendermassen darstellen: 

wo unter den N ebendieselben Zahlen, wie in (7.), zu verstellen sind. 
Sind A und B beliebig gegebene Constanten, und setzt man: 

so wird oflFenbar Q(z), ebenso wie V(^), eine reguläre Function 
</^' Ordnung sein. Diese neue Function Q(z) hat in C|, «j, . . . a^, 
wo V(5) = oo ist, den Werth A, und in ß^, ß^, . . . ßq^ wo ^{z) = 
ist, den Werth B. Somit ergiebt sich folgender Zusatz: 

Sind auf 9t irgend zwei von einander verschiedene Punkt- 
systeme a^j a^, . . . aq und ß^, ß^, ... ßq fnarkirt, die den Bedingungen 
entsprechen : 

(9-) 2: [wx(Ä) - M^j)] = ^xÄt + N.bix + Nihx + ... + N^bpx . 

X *~— * X y ^ y • • • P» 

wo die M, N beliebige ganze ZaJden vorstellen, und sind überdies irgend 
zwei Constanten A, B gegd)en, so existirt stets eine auf St reguläre 
Function q^^ Ordnung y welche in a^, a^, . , . Uq den vorgeschriebenen 
Werth A, andererseits in ß^, ß^, , , . ßq den vorgesdtriebetien Werth B 
annimmt, 

§ 15. 

Darstellung der auf 9t regtdären Functionen mittelst der 
Integrale dritter Gattung. Abel'Bches Theorem. 

Es sei f{z) irgend eine auf 9t reguläre Function g**' Ordnung 
mit den Polen a, , a^, ... «^ und den Nullpunkten ßu ß^y - * • ßq* 

18* 



276 Zehntes Capitel. 

Ferner mögen innerhalb 9la6 9 einander nicht schneidende Linien 
hf hj • ' • h gezogen sein^ der Art, dass Ij von aj nach ßj geht. Als- 
dann ist [Satz pg. 230] die durch die Formel 



(1.) j-w ^ff^'^ 



*o 

definirte Function F(js), bei geeigneter Einschränkung der Integra- 
tionscurve, auf 9{ eindeutig und stetig, mit Ausnahme der Linien Ij 
und Gx, 6x. Zugleich besitzt diese Function F{z) im Bereich eines 
jeden der Punkte uj, ßj Werthe von der Form 

(2.) jp(^) = + log (6 — y) + (eind. stet. Funci von 6), 

wo von den beiden Zeichen 4~ ^^ obere oder untere gilt, jenach- 
dem der Punkt zu den aj oder ßj gehört. Femer besitzt dieselbe 
in den Curven Ij, a^y 6x folgende Differenzen: 

(3.) längs Ij: F{i) — F(q) = + 2xi, 

(4.) längs Ox: F(X) - F(q) = — 2mNx, 

(5.) längs K: F(k) — F{fi) = + 2niMxj 

wo die Mj N (nicht näher bekannte) ganze Zahlen vorstellen. 

Ganz analoge Eigenschaften besitzt aber, wie man leicht über- 
sieht, auch die Function: 

(la.) cD(^) = 2^ajiij(z) - 2 [N,w,(0) + N,w,{z) . . . + N^w,(z)]', 

J=i 
wo die N's die in (4.) angegebenen ganzen Zahlen vorstellen sollen. 
In der That ist <t>(z), ebenso wie F(i), auf der Fläche SRai, mit 
Ausnahme der Ourven Ij, ax, hx, eindeutig und stetig. Auch ent- 
spricht <t>(jef) den Formeln (2.), (3.), (4.), während an Stelle von 
(5.) die Formel eintritt: 

(5a.) längs bx: 0(A) - 0(p) = 2^^[wx(ßj) - w,(a^)] 

- 2 [N,hx + N.b^x . . . + Npb,x] ; 
wie solches sich leicht ergiebt mit Rücksicht auf (17.) pg. 271. 
Demgemäss ist also die Function 

F{g)-<t>(z) 

auf 91, abgesehen von den Curven bx, allenthalben eindeutig und ste- 
tig, und in diesen Curven mit constanten Differenzen behaftet. Hier- 
aus folgt [Satz (2.) pg. 236], dass diese Function eine Constante 
ist, mithin ihre Differenzen in den Curven bx gleich NtUl sind. Man 
erhält also die Formeln: 
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(6.) F{a) — (i>{e) = Const. 

und: 

(7.) 2y[w,(ßj) - w,(a,)] - 2 [i^i&ix + N^h, . . . + N^h^,] - 2M,7ci = 0, 

X = 1, 2, . . .|>. 

Die Formel (6.) kann man mit Rücksicht auf (1.) auch so schreiben: 

log /Jg -<!>(;?) = Const , 
oder auch so: 
(8.) nd) = Ke'^^'\ 

WO Ä" eine Constante vorstellt. 

Die Formeln (7.) und (8.) führen nun, falls man für ^{z) seine 
eigentliche Bedeutung (la.) substituirt, zu folgendem Resultat: 

Ist f(z) eiiie auf SR reguläre Function q^^ Ordnung, so werden 
die Pole a^, a^, . . . ag und Nullpunkte ß^, ft, . . . ßq derselben stets fol- 
genden Formeln entsprechen: 

(9.) ^l^xißj) — Wx(a;)] = M^Tci + Nibu + JVgftsx . . -f N^bp^ , 

x= l,2,...i), 

wo die M, N ganze Zahlen vorstellen. 

Auch tüird diese Function f(z) stets darstellbar sein in folgender Form : 

WO die N dieselben Zahlen sind wie in (9.), uKihrend K einen constan- 
ten Factor vorstellt. 

Der Satz (9.) kann noch ein wenig verallgemeinert werden. 
Sind nämlich a^, a^^ . . , a^ und ßu ß%, - • » ßq irgend zwei Niveau- 
Punktsysteme einer auf 8i regulären Function g**' Ordnung F(z\ so 
kann [vgl. pg. 261] sofort eine andere auf 9i reguläre Function f(£) 
gebildet werden, für welche a^, cc^, .., ccq die Pole, und ßiy ß%, • > - ßq 
die Nullpunkte sind. Demgemäss werden wir also jenen Satz (9.) 
auch so aussprechen können: 

Theorem. — Versteht man unter a^, c^, . . . a, und ß^, /S^, . . . ßq 
irgend zwei Niveaupunktsysteme einer auf 91 regulären Function q^' 
Ordnung, so finden zwischen a^, a,, . . . aq und ßu ßt, • - - ßq stets 
folgende p Relationen statt: 

(A.) ^^\Mßj) - M^j)] = ^x^ri + Nibi, + JV262X . . . + Npbp,, 

x = 1,2, ...|?, 
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tvo die M, N (nicht näher bekannte) ganze Zahlen vorstellen, während 
die Vs die früher (19.) pg. 246 definirten Constanten vorstellen. 

Und umgekehrt: — Denkt man sicJi auf^ irgend zwei von ein- 
ander verschiedene Punktsysteme a^, a^, ... «^ und ßi, /J^, . . . ß^ 
markirt, die in Verbindung mit irgend weldien ganzen Zahlen M, N 
(B.) den p Eelationen (A.) entspreclien, so wird stets eine auf 9t reguläre 
Function q^' Ordnung existiren, für tvelche «i, «2, • . . «^ und ß^,ß^y...ßq 
ztvei Sy steine von Niceaupunkten sind. Dieses umgekehrte Theorem 
ist nämlich bereits früher bewiesen worden, vgl. (9.) pg. 275, 

Uebrigens repräsentirt die Formel (A.) das AbeVsche Theorem, 
so weit dasselbe die Integrale ^ster Gattung, nämlich die ^{z), 
betrifft. Wir werden im folgenden Capitel dieses AbeFsche Theorem 
auf anderein Wege begründen und zugleich in allgemeinerer Gestalt 
darlegen. 

§ 16. 

Ueber die den Normalintegralen erster Gattung zugehörige 

Determinante A. 

Versteht man unter f{z) eine auf 9i reguläre Function p^^ Ord- 
nung, und setzt man 

m = s, 

so ergeben sich auf 9i für jedwedes S im Ganzen p dieser Gleichung 
entsprechende Punkte z^, z^, . . • Zp, welche zu bezeichnen sind als 
die p elementaren Wurzeln der Gleichung f(z) = S, oder einfacher 
als ein Niveaupunktsystetn der gegebenen Function f{z). Sind nun 
z^ -{- dz^, z^-\- dz^, . . . Zp -^ dZp diejenigen Lagen, welche diese 
Niveaupunkte annehmen, sobald man S in S -{■■ dS übergehen lässt, 
so finden zufolge des vorhergehenden Theorems die Formeln statt: 

^[wa(-8f> + dzj) — w„(^y)J = Man:i + Nibi„ + N^bia^»» + Npbpa, 

<f = 1 , 2 , . . . jp. 

Da die linken Seiten dieser Formeln unendlich Mein sind, so werden 

die rechts stehenden ganzen Zahlen M, N [zufolge des Satzes IV. 

pg. 248] sämmtlich == sein. Demgemäss erhält man: 

J=p 
y;[yra{^j + dZj) — Vfa{Zj)] = 0, (f=l,2,...p, 

oder, was dasselbe ist: 

j=p dvfJZf) 



Anwendung der Biemann achen Existenz-Theoreme. 279 

Aus diesen 2) linearen Gleichungen folgt aber sofort, dass die zu- 
gehörige Determinante"^) 



Det. 



dZj 



= ist. Man gelangt in solcher Weise also zu dem Satz, dass 
diese Determinante für jedwedes Niveaupunktsystem z^, z^^ . , . Zp einer 
auf SR regulären Function jp*®' Ordnung verschtvindet. 

Die Art und Weise, wie wir hier zu diesem Satz gelangt sind, 
ist indessen wenig stringent, und der Satz selber auch nicht einmal 
richtig. In der That kann man leicht Fälle angeben, in denen die 
Determinante für ein solches Niveaupunktsystem einen unendlichen 
oder wenigstens unbestimmten Werth annimmt. Ist z. B. einer von 
jenen Niveaupunkten ein Wi^idungspunkt der Fläche 91, so werden 
die diesem Punkt entsprechenden p Elemente der Determinante im 
Allgemeinen unendlich gross sein. 

Trotzdem enthält die angestellte Betrachtung einen gewissen 
Kern von Wahrheit. Und es handelt sich darum, diesen Kern in 
deutlicher und strenger Form zu Tage zu fördern; wozu allerdings 
einige Mühe erforderlich ist. 

Markirt man auf 91 irgend einen Punkt c, und bezeichnet das 
Bereich desselben mit U(c, z) oder Ä (y, g), so ist bekanntlich w„(z) 
auf U, mithin auch auf % eindeutig und stetig; — es sei denn, 
dass c gerade auf einer der Curven a^, bx (x = 1, 2, . . .|}) gelegen 
ist. In diesem besondem Fall ei leidet nämlich jene Eindeutigkeit 
und Stetigkeit insofern eine Ausnehme, als Wa{z) auf U, mithin 
auch auf % längs jener Curve mit einer constanten Differenz be- 
haftet ist. Diese constante Differenz verschwindet aber, falls man 

nach z oder g differenzirt. Und demgemäss erkennt man [auf Grund 

dw {z) 
des Satzes (15.) pg. 23], dass der Differentialquotient — ^ auf 

der Fläche % ausncJhmslos eindeutig und stetig ist; was angedeutet 

werden mag durch die Formel: 

dw (z) 
(1.) ~~JT~ ^^ (eindeut. stet. Funct. von 5) • 

Bezeichnet man also z. B. den Werth dieser Function (1.) im Punkte 
y oder (was dasselbe ist) im Punkte c mit 



*) Unter dem Zeichen : Det. Ä^„ 1 soll die Determinante derjenigen p* Ele- 
mente verstanden werden, welche ans A^^ sich ergeben, wenn man jedem der 
beiden Indiccs a, j der lieihe nach die Werihc 1, 2, ... p zuertheilt. 
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(2.) Wa(c) 

80 wird die so definirte Grösse Wa (c) unter allen Umstanden eine 

endliche sein. 

Will man diesen Werth w^(c) wirklich bilden, so hat man zu be- 
achten, dass zwischen z und {; [vgl. pg. 96] entweder die Relation statt- 
findet: 

(«.) f-y-(«-c)'», woraus folgt: ^ = l.(^-c)"» , 

oder aber die Relation: 

1 1 



tf.) 



(d.) 



(f.) 



— 1 



J — y »= / ) , woraus folgt: — ~ = — ( 1 

' \z cj « ^1_ n.\z c) 

z 

wo 911 die Anzahl der im Punkte c mit einander zusammenhängenden 
Blätter der Fläche 91 vorstellt. Demgemäss erhält man im ersten Fall: 

(y.) « — ^-- m (^f — c) "•, 



andererseits im zweiten Fall: 

1-1 



?^-(4-t) 



Will man jetzt endlich den Werth w^(c) bilden, so hat man in den Aus- 
drücken (y.) und (ß.) das dortige z übergehen zu lassen in c. Dabei mag 
die Formel (y.) für alle endlichen Punkte c benutzt, hingegen die Anwen- 
dung Ton iß.) auf den Fall c «» oo beschränkt werden. Solches festgesetzt, 
wird (üsdann w^(c) für solche Punkte c, die weder Windungspunkte sind, 
noch auch bei s =* oo liegen, stets die Bedeutung haben: 






Denkt man sich auf 91 irgend welche p Punkte Ci, c^^ . . , c mar- 
kirt, so soll im Folgenden die diesen Punkten zugehörige Determinante 



Wi(Ci) Wi(c,) . . . Wi(cp 
w,(Ci) w.CCj) . . . w,(0 



kurzweg mit A (q , c^ , . . . c ) 



bezeichnet werden. 

Dies Yorangeschickt; wollen wir uns jetzt^ ebenso wie zu An- 
fang dieses Paragraphs, irgend eine auf 9t reguläre Function p^' 
Ordnung f(js) gegeben denken. Setzt man 
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(3.) m = s, 

und betrachtet man dieses S als einen Punkt auf der einblättrigen 
iS>-Kugelflächey so entsprechen jedweder Lage des Punktes S im 
Ganzen p Punkte e^y e^, . . , ßp der Fläche 9L Und zwar sind die 
Lagen dieser p Punkte auf der Fläche 91 stetige Functionen derjenigen 
Lage, welche dem Punkte S auf jener einblättrigen iS^- Kugelfläche 
zuertheilt wird [vgl. den Satz pg. 138]. 

Wir wollen jetzt dem Punkte S eine beliebige Anfangslage K 
zuertheilen, und die zugehörigen Anfangslagen der Punkte 0^, z^, 
. . . Zp mit c^, c^, , , , Cp bezeichnen, dabei aber voraussetzen , dass 
diese Punkte c^, c^, . . , Cp sämmtlich von einander verschieden seien. 
Alsdann können die Bereiche Ui, U^, . . . Up der Punkte c^, c^y . . »Cp 
so klein gemacht werden, dass zwischen ihnen keine Berührung oder 
Vermischung stattfindet. Sodann aber kann, weil die Lagen der 
Punkte ^i, z^j . . , Zp stetige Functionen von der Lage des Punktes 
S sind, auf der einblättrigen 5-Eugelfläche um K (als Centrum) eine 
Kreisfläche @j^ von solcher Kleinheit beschrieben werden, dass z^j 
Z%f ... Zp respective innerhalb U^, U^, . . . Up bleiben, so lange S 
innerhalb @j^ bleibt Solches ausgeführt, und das Bereich ll/(cy, Zj) 
des Punktes Cj in seinem natürlichen Zustande mit 9^ (y^, ^) bezeich- 
net gedacht, sind alsdann die Grossen {;i, g^, ... ip, so lange S 
innerhalb ®k bleibt, nicht nur stetige, sondern auch eindeutige Func- 
tionen von S. Und Gleiches gilt daher [Satz (15.) pg. 23] auch 
von den nach S genommenen Differentialquotienten dieser Functionen. 
Versteht man also unter j eine der Zahlen 1, 2, ... jp, so ist 

(4.) 5/ '^ (eindeui stet. Funct. von S), innerhalb ©j^ , 

und ebenso auch: 

dL 
(5.) j^ = (eindeut. stet Funct. von /S), innerhalb ®k • 

Nun ist [nach (1.)] der Differentialquotient 

dt, 

eine eindeutige und stetige Function von ^, während {[^ seinerseits 
[zufolge (4.)] eine eindeutige und stetige Function von S ist. Somit 
folgt: 

(6.) — ^~^~ "^ (eindeut. stet Funct von S)y innerhalb @ir. 

Solches constatirt, verfolgen wir jetzt von Neuem den zu An- 
fang dieses Paragraphs angegebenen Weg. Giebt man dem Punkte 
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S innerhalb ®x irgend zwei einander unendlich nahe Lagen S und 
S 4" <iS, und bezeichnet man die correspondirenden Lagen der Punkte 
^>; & 0' *= 1; 2, . . . p) respective mit Zj, ^ und iSj + dZj, tj + d^\ 
80 ist [zufolge des Theorems pg. 277]: 

0') ^["^oi^j + d^j) — yfa{zj)] = Mani-^ Nibia + Nibia ... + Npbpa, 

ff = 1^2^. • . Pj 

wo die M^ N unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Denkt man sich 
nun die Curven a^, a^, . . . ap, 6^, b^, ... 6p, was stets durch eine 
geringe Deformation derselben erreichbar ist, auf der Fläche 9i in 
solcher Weise verlaufend, dass die kleinen Flächenstücke Uj,!!^,... U^, 
von denselben frei sind, so wird die Differenz 

weil Zj und Zj + djSj beide innerhalb Uf liegen, unendlich Mein sein; 
so dass also die linken Seiten der Formeln (7.) ebenfalls unendlidh 
klein sind. Hieraus aber folgt [wie bereits zu Anfang dieses Para- 
graphs explicirt wurde], dass die Zahlen üf , N sämmtlich = sind. 
Die in solcher Weise sich ergebenden Formeln: 

(8.) 2^^a{Zi + dz,) - y^a{ej)] = 0, tf = 1, 2, . . .p, 

kann man aber, auf Grund der für dzj und d^j gegebenen Defini- 
tion, auch so schreiben: 

J=p dvfJz.) dz. 

(90 2 -JT-dS-^^ (J = l,2,...p, 

oder auch so: 

j^p dw„{zp dij 

Sämmtliche in diesen j> linearen Gleichungen (10.) vorhandenen 
Grössen: 

-di^ ""^ dS 

sind Functionen von S, Und zwar sind diese Functionen [vgl. (5.), 
(6.)] innerhalb ©a- eindetUig und stetig y also von solcher Beschaffen- 
heit, dass sie innerhalb ^k nur in einzelnen Punkten verschwinden 
könueii. Demgemäss folgt aus den Gleichungen (10.), dass die De- 
terminante 



(10.) 2 -äifä-S-^' 6=l,2,...p. 
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(11.) Det. 



^ij 



in jedwedem Punkte S der Fläche ©a- verschwindet; — es sei denn, 

dass ^-^, j^ . . . ^ in diesem Punkte sämmtlich = wären, was 

(wie schon bemerkt) nur für vereinzelte Lagen des Punktes S mög- 
lich ist. Vgl. die Erläuterung auf pg. 284. 

Die Determinante (11.) repräsentirt also eine Function von S^ 
welche auf der Fläche Sk überall verschwindet, mit etwaiger Aus- 
nahme einzelner Punkte. Derartige Ausnahmepunkte sind aber un- 
möglich, weil die Determinante, ebenso wie die Grössen (6.), eine 
stetige Function von S ist. 

Ausnahmslos gilt also für jedweden Punkt S der Fläche ®k 
die Gleichung: 



(12.) Det. 



^^a(V 



= 0. 



Es muss daher diese Gleichung z. B. auch dann in Kraft bleiben, 
wenn man S in das Centmm K der Fläche ©i^, mithin die Punkte 
Zjy ^ in die Lagen Cj, yj hineinfallen lässt. In solcher Weise er- 
giebt sich, mit Rücksicht auf die in (l.),(2.) eingeführte Bezeichnungs- 
weise, die Formel: 
(13.) Det. |w,,(c^)| = 0, 

eine Formel, die man, unter Anwendung der in (g.) pg. 280 ein- 
geführten Abbreviatur, auch so schreiben kann: 

(13a.) ^(^1, ^a, ... Cp)=0. 

Bei diesen Betrachtungen und Formeln (4.) — (13.) ist still- 
schweigend vorausgesetzt, dass K endlidi sei. Ist aber £" = 00 
[also an der tiefsten Stelle der 5-Kugelfläche gelegen], so kann mau 
Schritt für Schritt genau dieselben Formeln und Betrachtungen wieder- 
holen, falls man nur überall -^ statt 8 setzt. Man findet auf diese 

Weise, dass die Formel (13.) oder (13a.) ganz allgemein gilt, für 
jedwede Lage des Punktes K, falls nur die zugehörigen Punkte Cj, 
C2, ... Cp sämmtlich von einander verschieden sind [vgl. die auf 
pg. 281 gemachte Voraussetzung]. Aber auch diese Kestriction ist 
überflüssig. Denn ist z. B. c^ identisch mit c^y so werden zwei 
Parallelreihen der Determinante (13.) unter einander identisch, mit- 
hin ihr Werth wiederum = sein. Man gelangt somit zu folgen- 
dem Resultat: 
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Erster Satz. — Verstdit man unter f{z) irgend eine auf SU regu- 
läre Function p**" Ordnung y so unrd für jeduoedes Niveaupunktsystem 
Cj, Cj, . . . Cp dieser Function die Formel stattfinden: 

(14) A(ci, Cg, . . . Cp) = 0. 

Dabei bezeichnet A(ciy c^, . . . Cp) die auf pg. 280 definirte Function. 

Dieser Satz gilt in voller Strenge. So z. B. kann ein Unbestimmt- 
werden der Determinante niemals eintreten, weil ihre einzelnen Ele- 
mente durchweg endlidh sind [vgl. (2.) pg. 280]. Aus diesem Satze 
ergiebt sich nun weiter folgender 

Zweiter Satz. — Denkt man sich auf 9t irgend zwei von ein- 
ander verschiedene Punktsysteme c^, c^^ , , . Cp und d^, d^, ... dp 
markirt, die in Verbindung mit irgend welchen ganzen Zahlen Jf, N 
den Formeln entsprechen: 
j=p 

(15-) ^\y^o{cj) — yra{dj)] = Ua^i -f Nib^a + Ntha . . . + Npbpaj 

6 = l,2,...p, 
so werden die Determinanten 

(16.) ^(pij Ci} - ' ' Cp) und A(dfi, d^, » • . dp) 

stets «= sein. 

Beweis. — Entsprechen c^, c^, . . . Cp und di, d^, . . . dp den 
hier gemachten Voraussetzungen, so existirt [zufolge des Theorems 
(B.) pg. 278] eine auf SR reguläre Function p^^ Ordnung, für welche 
Ci, c^f . . . Cp imd diy d^f . . . dp zwei Systeme von Niveaupunkten 
sind. Demgemäss wird aber [zufolge (14.)] z. B. A(Ci, c^, . . . Cp) = 
sein. — Q. e. d. 

Naohträgliche Erläuterung. — Die in (ll.) über die dortige Deter- 
minante angestellten Betrachtungen stützen sich auf folgenden evidenten 
Satz: 

Sind p Gleichungen gegeben von der Form: 

Ai^^^B, + A,<^)B, . . . + A/>B^ = 0, a = 1, 2, . . .p, 

und ist überdies bekannt, dass sämmtliche A, B endliche Werthe Juiben^ 
so wird die Determinante der A stets verschwinden; — es sei denn, dass 
die B's sämmUich =^ wären. 



Eilfteö Oapitel. 
Das AbeFsehe Theorem. 

Speciell für die Integrale erster Gattung haben wir das AbeVsche 
Theorem bereits im vorhergehenden Capitel [pg. 278] kennen gelernt 
Im gegenwärtigen Capitel soll eine andere Methode eingeschlagen 
werden^ welche dieses Theorem nicht blos für die Integrale der 
ersten, sondern auch für die der etoeiten und dritten Gattung auf- 
zustellen gestattet. 

§ 1. 

Das Abersohe Theorem für die Integrale erster Gkittong. 

Es sei W = W(js) ein beliebiges Integral erster Gattung, also 
eine Function^ die auf 9ta6 eindeutig und stetig, in den Curven o«, 
6x (x = 1, 2, . . . |)) aber mit constanten Differenzen A^'^ JB^*^ be- 
haftet ist Femer sei f = f{js) eine auf 9t reguläre Function, deren 
Pole und Nullpunkte promiscue mit c^, c^, ... Cg, und deren zuge- 
hörige Ordnungszahlen mit (ii, (hf • • - (*'0 bezeichnet sein mögen. 
Ueberdies mögen die Curven a«, &x (x »=» 1^ 2, . . .|>), was durch eine 
geringe Deformation derselben stets erreichbar ist, der Art gedacht 
werden, dass keiner der Punkte Ci, c^, . . . Cg hart am Rande von 
9la6 liegt Gleichzeitig mögen die Bereiche U^, U^i ... U, so klein 
gedacht werden, dass dieselben vollständig innerhalb 9la6 liegen. 

Bezeichnet man also das nach Absonderung dieser Bereiche 
Ui, Ug, ... U^ noch übrig bleibende Stück der Fläche 9tab mit @: 

© = «a. - (U, + U, + . . . + U,), 



so sind 



1 . . W 

W, f und -j , mithin auch -^ 



auf @ eindeutig und stetig. Hieraus folgt [Satz (4.) pg. 196] die 
Formel: 

f^fdf^O, d.i. f^Wd log f^O. 
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die Integration positiv erstreckt über den Rand von ©. Will man 
aber diese Fläche © positiv umlaufen , so hat man den Rand von 
SRaft positiv, und hierauf die Ränder von Uj, U^, . . . Uy iiegativ zu 
durchwandern. Demgemäss kann die vorstehende Formel auch so 
geschrieben werden: 

(1.) / WdXogf-'^S,, Wd\ogf=0, 

WO durch die Indices SRa* und Ux (wie gewöhnlich) die positiven 
Randintegrationen der betreffenden Flächen angedeutet sein sollen. 

Diese Formel (1.) enthält bereits das AheVsclie Tfieoretn för ein 
Integral erster Gattung W{0). Es handelt sich nur noch um die 
weitere Entwicklung der Formel. 

Es sei c irgend einer der Punkte Cj, Cg, . . . c^,. Im Bereich 
U(c, j?) oder 5!l(y, S) dieses Punktes e ist alsdann die gegebene, auf 
9i reguläre Function f darstellbar durch die Formel: 

wo /t die Ordnungszahl von f in c oder y vorstellt, während E eine 
eindeutige, stetige und nichtverschwindende Function bezeichnet. 
Hieraus folgt sofort: 

WO E = vv die nämlichen Eigenschaften besitzt wie E selber. Somit 

ergiebt sich, falls man mit W multipiicirt und sodann über den 
Rand von U oder $1 integrirt: 

(«.) f^Wd\ogf=f^Wdlogf^l.f^^+f^WEdE. 

Da nun E und E, ebenso wie W, auf 8 eindeutig und stetig sind, 
so sind die Werthe der beiden letzten Integrale sofort angebbar. 
In der That wird nach bekannten Cauchy'schen Theoremen [pg. 21 
und 23] das letzte Integral = und das vorletzte = 2ni W[y\ 
^=^2niW{c) sein, falls man nämlich unter W[y] und W{c) die- 
jenigen (einander gleichen) Werthe versteht, welche W in den Punk- 
ten y und e besitzt. Man erhält daher: 

(/}.) /^Trdlog/-==2«i.pr(c); 

so dass also die Formel (1.) die Gestalt annimmt: 
(2.) r Wd log f = 2iti r^, W{c,) + ,t, W{c,;) . . . + ^, W(c,)\ . 
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Das Integral linker Hand kann übrigens [vgl. die Betrachtungen 
auf pg. 248, 249] auch so geschrieben werden: 

(3.) ^^(ac) / dlosf+ Bi") f dlogi), 

x = l "x X 

wo die A^^\ B^"^ die constanten DiflFerenzen der Function W in den 
Gurven a^, hx vorstellen. Auch übersieht man leicht^ dass die in 
diesem Ausdruck (3.) vorhandenen Integrale Werthe von folgender 
Form besitzen: 

(4.) / d\ogf=27ciM^'\ f d\ogf=2nim^\ 

X ^x 

wo die MS*\ ^"^ ganze Zahlen vorstellen. 
Erläntemng. — Es ist offenbar: 

(a.) / d log /^= log r- log/", 

wo f und f" die Werthe von f im Anfangspunkt und im Endpunkt der 
Curve a^ bezeichnen. In der That unterliegt diese Formel (a.) keinem Be- 
denken. Denn die Pole und Nullpunkte ü, , c, , . . . c Hegen nach imse- 

rer Voraussetzung nicht hart am Rande von 91 ., so dass also f und — , 

mithin auch log f längs der Curve a^ stetig sind. 

Nun liegen aber der Anfangs und Endpunkt der Curve a^ beide 
[vgl. die Figur pg. 248] an ein und derselben Stelle, nämlich beide im 
Knotenpunkt (a^, b^). Folglich ist /*" = /", und also log /"' — log /" 

= 2ir»JJf^*\ wo M^^^ eine unbekannte ganze Zahl vorstellt. — U. s. w. 

Auf Ginind der Formeln (2.), (3.), (4.) gelangt man also zu 
folgendem Satz: 

Versteht man unter f{e) eine auf^ reguläre Function, und he- 
zeichnet man die Pole und Nullpunkte derselben promiscue mit c^, c^^ 
. . . Cg^ femer ihre eugehörigen Ordnungszahlen mit fti, fig; • • * f^p; ^^ 
findet für jedwedes Integral erster Gattung W(js) die Formel statt: 

(5.) f*i ^(^i) + (h W(c^) . . . + fi, W(c,) = ]f [3f ('') Ä(^) + N^^) m] , 

WO die A^^\ B^^^ die constanten Differenzen von W in den Curven 
«x, 6x (x = 1, 2, . . .|)) bezeichnen, wahrend die W^\ N^*^ ganze Zah- 
len vorstellen. Und zwar sind die Werthe dieser ganzen Zahlen aus- 
druckbar durch die Formeln: 

(6.) J^ —2niJa m "*^ -^ iniJj, f{z)> 

*^X X 

die Integrationen stromabwärts hinerstreckt gedacht längs der Curven 
ax und by,. 
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Bei der Ableitung dieses SaUes ist vorausgesetzt, die Ourven a^, 
(7.) 6x (x = 1, 2, . . .p) seien, was durch eine Meine Deformation derselben 
stets erreichbar ist, der Art beschaffen, dass keiner der Ptinkte c^, c^, 
, . ,Cg hart am Bande von ^ab liegt. 

Nimmt man an, die Function f{z) sei eine reguläre Function 
g^' Ordnung, und bezeichnet man ihre elementaren Nullpunkte und 

Pole respective mit ss^, a^, . . , Zq und ^i, z^y - . . Zq, so kann man 
offenbar die linke Seite der Formel (5.) auch so schreiben: 

Dabei ist noch Folgendes zu bemerken: Ist f(g) eine auf 9fl regu- 
läre Function q^ Ordnung, so gilt Gleiches auch von 

m - K, 

falls man nämlich unter K irgend welche Constante versteht. Dem- 
gemäss kann man den fiir f selber abgeleiteten Satz (5.), (6.), (7.) 
ebenso gut auch auf die Function f — £* in Anwendung bringen. 
Alsdann aber gelangt man zu folgendem allgemeinem Satz: 

Es sei K eine willkürliche Constante, Femer sei f(js), mithin 
audi f{e) — K, eine auf^ reguläre Function g**' Ordnung. Ueber- 

OO QO QO 

dies seien 0^, 0^9 • • • ^q ^^^ ^d ^29 • • • ^q die elementaren NtMpunkte 
und Pole der Function f(js) — K, Alsdann giU für jedu^edes Integral 
erster Gattung W(0) die Formel: 



>=« 00 ''=^ 



(8.) ^ [W(zj) — W{0j)] = 2 [JIP''U<*> + JV^(«>JS<«)], 

wo die A^^\ JS<*) die constanten Differenzen von W in den Ourven 
ax, &« vorstellen; wahrend die M^*\ N^"^ ganze Zahlen sind, die den 
Formeln entsprechen: 

(10.) Dabei sind die Ourven a^, fex der Art zu denken, dass keiner der 

QO 

Punkte Zj, Zj {j «= 1, 2, . . . g) hart am Bande von 9la6 liegt. 

Dieser Satz ist anwendbar auf jedweden Werth der Constan- 
ten K. Variirt man aber das K, so werden sich dabei von allen 
in (8.); (9.) enthaltenen Grossen nur die Punkte Zj und die Zahlen 

OD 

jlf(*)^ j^(x). ändern können. Denn die Zj sind die Pole von f(z)'-K, 
also identisch mit den Polen von f{z) selber, und bleiben daher 
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völlig ungeiindert, welche Werthe man der Constanten K auch zu- 
ertheilen mag. • 

Von allen in (8.), (9.) cntlidltenen Grössen können sich also, hei 
einer Variation von K, nur die Funkte 0j und die Zahlen M''^ N^^^ 
ändern. Und zwar wird die bei einer solchen Variation von K ein- 
tretende Verschiebung der Punkte Zj [d. i. der Nullpunkte von 
f{z) — K] eine stetige sein, zufolge des Satzes (8.) pg. 138; während 
andererseits die gleichzeitige Aenderung der Zahlen M^''\ N^'^^ [weil 
dieselben ganze Zahlen sind] immer nur eine sprungweise d. i. un- 
stetige sein kann. 

Nun sind aber [vgl. (10.)] die Curven «x, K der Art beschaflfen, 

dass keiner der Punkte ^j, 0j hart am Rande von SRai liegt. Dem- 
gemäss kann man dem K einen Zuwachs AK von solcher Klein- 
heit geben, dass die daraus entspringenden Verschiebungen AZj der 
Nullpunkte Zj vollständig innerhalb SRaft bleiben, während gleichzeitig 

00 

die Pole Zj (als festliegende Punkte) ebenfalls innerhalb St«/, verharren. 
Bei Ausführung dieser Operation bleiben also die Unstetigkeitspunkte 

oo 

Zj und Sj der beiden Functionen 

f{z) - iT und 



f{z) - K 

von den Curven öTx, hx stets durch irgend welche Zwischenräume ge- 
trennt. Deragemäss können sich die Werthe der Integrale (9.) während 
der genannten Operation nur in stetiger Weise ändern. Hieraus aber 
folgt, dass die durch diese Integrale dargestellten ganzen Zahlen 
M^*'\ N'^'^^ ungeändert bleiben. 

Um die Hauptsache zusammenzufassen: Giebt man der Constantc 
K einen Ztiwaclis AK voti hinreichender Kleinlieit, so werden die 

00 

Zj kleine Verschiebungen Azj erhalten, hingegen die Zj und die M^^\ 
JV^'') ungeändert bleiben. Bildet man also die Formel (8.) einmal 
für K selber, das andere Mal für K -^ AK, und subtrahirt die 
beiden so entstehenden Gleichungen von einander, so erhält man: 

(11.) 2\ W{zj + Azj) - W{zj)\ = 0. 

Die hier auftretenden Punkte Zj und Zj + ^^s können kurzweg als 
zwei Niveaupunktsysteme der gegebenen Function f(z) bezeichnet 
werden. Setzt man also schliesslich d statt A, so gelangt man zu 
folgendem einfachen Satz: 

N e n ni a n n , Aborsche Int«(frale. 2. Aufl. 1 9 
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Versteht man unter f{z) eine auf SR reguläre Funetion g**"' Ord- 
nung j und hezekhnet man irgend zivei einander unendlich nähe Niveau- 
ptinktsystetne dieser Function mit z^, e^, . . , Zq und z^ -f- dz^ , z^ + ^^2? 
. . . x^,y + dZq^ so gilt für jedwedes Integral erster Gattung W{z)die FornuA: 

(12.) 5\ W{zj + dzj) - W{zj)-\ = ; 

oder, einfaclier geschrieben, die Formel: 

(13.) ^'dW(zj) = 0. 

Man hat sich hier die Grössen dZj geometrisch als kleine Ver- 
schiebungen, d. i. als kleine Wegelemente auf der FläcJie SR vor- 
zustellen. Und bei Ableitung des Satzes ist vorausgesetzt, dass alV 
(14.) diese kleinen Wegelemente dzj innerhalb der Fläche fHat liegen, dass 
also keins derselben von einer der Curven ax,bx {x = 1,2,.../)) durdi- 
schnitten werde, — eine Voraussetzung, deren Realisirung jederzeit er- 
reichbar ist durch eine kleine Deformation jener Curven, 

Im Vorhergehenden ist unter W irgend ein der Fläche SR zu- 
gehöriges Abel'sches Integral erster Gattung 

W = J<i>dz 

zu verstehen; so dass also = 0(^8;) eine auf SR reguläre Function 
vorstellt. Insbesondere ist femer unter W{z) die durch die Formel 

definirte Function zu verstehen*), also eine Function, die auf SR^«, 
eindeutig und stetig, in den Curven a^, 6x aber mit constanten Dif- 
ferenzen A^'^K B^"^ behaftet ist. 

Denkt man sich nun auf SR irgend zwei einander unendlich 
nahe liegende Punkte z und z -\- dz markirt, so wird unter dW(z) 
derjenige Zuwachs zu verstehen sein, welchen W(z) erfährt beim 
Uebergange vom ersten zum zweiten Punkte. Das so definirte dW{z) 
ist völlig bestimmt, ausser wenn die beiden Punkte durch eine der 
Curven a^j &x {x=l,2,.,.p) von einander getrennt sind. 

Liegt z. B. z auf dem rechten und z -\- dz auf dem linken Ufer 
der Curve a^, so kann man das zugehörige dW{z) in doppelter 
Weise bilden: Entweder geradezu, ohne die Curve a^ zu ändern: 



*) Der Unterschied zwischen W nnd W(s) ist derselbe wie früher zwischen 
F nnd F(z). Vgl. die Schlussbemerkung pg. 231. 
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— - ^^Cix 

* z 

alsdann wird dieses dW{z) endlich, nämlich nahezu = -4^*^ sein. 

Oder aber der Art, dass man die Curve Ux zuvörderst einer 
kleinen Deformation unterwirft, nämlich dieselbe auf einem kleinen 
Umwege um die Punkte z und z -^ dz herumleitet: 

.z-^-dz 
T^>a^ 



^ _i 



und hierauf erst das d\V(z) bildet; alsdann wird dieses dW(z) un- 
endlich Jdein^ nämlich nahezu == sein. 

Im Folgenden soll nun d \V(z) stets in der letztern Bedeutung, 
also stets als eine unendlich klehie Grösse aufgefasst werden. Sol- 
ches festgesetzt, wird alsdann die Restriction (14.) des vorhergehen- 
den Satzes überflüssig; so dass man denselben einfacher so aus- 
sprechen kann: 

Theorem. — Verstdit man unter f{z) eine auf SR reguläre 
Function (/*" Ordnung^ und bezeichnet man irgend zwei einander unend- 
lich naJie NiveaupunTctsy steine dieser Function mit z^, z^y . . . Zq und 
z^ + dz^j z^ + rf^o, . . . ;?^ + dZqy so gilt für jeduedes Integral o'ster 
Gattung W{z) die Formel: 

(If).) ^'dW(Zj) = 0, 

iro die dW(Zj) die den Verschiebungen dzj cntspreclieiulen unendlich 
kleinen Zuivüdise vorstellen, 

Demgctnäss gilt z. B, [wie aus (15.) durch Integration folgt] 
auch folgende Formel: 

(16.) '^' fdW(,;) = 0, 

die Integrationen hinerstreckt gedacht üher irgend welche simultane 
BaJmen («i . . . ßij, («2 . • • Z^^), • • • (0^7 • • • ft) der in Bede stellenden 
Niveaupmkte z^j jt^, . . . z^. 

Die Niveaupunkte jp,, z^, ...z^ der Function /'(je?) sind nämlich 
nichte Anderes als die elementaren Nullpunkte der Function f(z) — K, 
wo K eine willkürliche Constantc vorstellt. Lässt man nun dieses 
K in irgend welcher stetigen Weise sich ändern, etwa vom Werthe 
K=A aus, bis zum AVerthe -£"= B, so werden gleichzeitig die 

10* 
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Punkte ^j, z^, ... Zq auf der Fläche 91 irgend welche stetige Cur- 
ven beschreiben [Satz (8.) pg. 138]. Und diese Curven sind es, 
welche wir kurzweg als ein System simultaner Bahnen der Punkte 
^.„^„...5., bezeichnen. 

Betrachtet man ausser W{z) noch irgend ein anderes Integral 
erster Gattung W^{z), so erhält man für W(z) die Formel (16.): 

JdW{z,) +jdW{z,) . . . +/rfH>,) = 0, 



«I «1 fq 



oder kürzer geschrieben: 

ßi fir ßq 

(F.) JdW{z) + JdW{z) . . . + JdW{z) = 0, 



flf, a, a^ 



und ebenso für Wi(z) die analoge Formel: 

R ti ß 

(F..) • jdW,{z) + jdW,{z) . . . + fdWM = 0. 



«1 ff» «^ 



Dabei mögen die Integrale in (F.) wie in (Fj.) hinerstreckt ge- 
dacht werden über ein und dieselben simultanen Bahnen (a^ . . . ß^, 
(«2 . . . jSjj), . . . (aq , , . ßq) der in Rede stehenden Niveaupunkte. 

Betrachtet man irgcixd eine dieser Bahnen, etwa die Bahn 
{ccj . , . ßj)y so werden die betreflFenden Integrale die Werthe haben: 

(J.) fdW{z)= W{ß,) - W(aj), 



«> 



(J,.) fdW,{z)=J\\{ßj)-W,(aj), 

"J 

vorausgesetzt, dass die Curven a;, bx (x = 1, 2^ . . , p) von jener Bahn 
{aj . . . ßj) nirgends überschritten, mithin W(z) und Wi(z) längs 
jener Bahn stetig sind. Haben hingegen derartige Ueberschreitungen 
stattgefunden, so hat man, um die Werthe der Integrale (J.), (J,.) 
zu finden, dieselben zuerst für die einzelnen Stücke zu berechnen, 
in welche jene Bahn («;... ßj) durch die Curven oder Schnitte a^, h^ 
zerlegt wird, und die so sich ergebenden Parti al-Integrale zusammen- 
zuaddiren. Man findet alsdann statt der Werthe (J.), (J,.) folgernde: 

(Y.) ß W(g) = Wißj) - W{aj) + vV/"^^'" + V"-B""J, 
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x=p 



(Y,.) JdW,{^) = TK,(A) - W,{a,) + V'[m/)^iW + n/")!//«)], 



WO die mj^'^\ n/''^ in beiden Formeln ein und dieselben ganzen Zahlen 
vorstellen, während die A^*\ li^^^ und -4^^*^, ii/''^ die constanten Dif- 
ferenzen der Integrale W{/) und W^{s) in den Schnitten a^,, h^ be- 
zeichnen. Die Werthe der Zahlen ■m/''\ n/''-^ sind übrigens noch 
genauer angebbar. £s ist nämlich: 

(Z.) m/'^ = Z/^) — r/^) und w/^) = A/»^) — (j/^^). [Vgl. pg. li)4.| 

Dabei bezeichnet Z/*^ die Zahl, welche augiebt, wie oft jene Jnte- 
grationscurve (aj . . . ßj) den Schnitt «x vom linken zum rechten Ufer, 
und r/''^ die Zahl, welche angiebt, wie oft jene Integrationscurve 
den Schnitt «x vom rechten zum linken Ufer überschritten hat; wäh- 
rend X/''^ und q/''^ die analogen Bedeutungen besitzen mit Bezug 
auf den Schnitt 6x. Man gelangt durch diese Betrachtungen zu fol- 
gendem Resultat: 

Andere Form ^des Theorems. — Es seien >K(^) uml W^ (z) irgend 
zwei Integrale erster Gattung, ferner sei l{z) ein<i auf 91 reguläre 
Function (j^^' Ordnung, Versteht man alsdann unter («i . . . /3,), (a^ . . . ß^)j 
. . . (a,^ . . . ß^ irgend tceldie simtdtane Bahnen der q Niveaupunkte von 
f{z), so werden, falls diese Bahnen die Curvcyi üy, bx nirgends über- 
schreiten, die Formeln gelten: 

(17.) ^='^ 

Finden hingegen derartige UdHirsdireitumjen wirklich statt, an be- 
liebigen Stellen und in beliebiger AnzaM, so gelten, statt der Formeln 
(17.), fdgende: 

(18.) , j_^ ^^^ 

WO die M^''\ N^*'^ in beiden Formeln ein und dieselben gamen ZaJi- 
len vorstellen, ivährend die -4^*>, JB<*^ uyid -4/*^, B^^*^ die constanteti 
Differenzen der Integrale W{z) und W^(ß) in den Curven a^, b^ be- 
zeichnen. 
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Erste Bemerkimg. — Man kaDn diesen Satz z. B. in Anwendung 
bringen auf die p Normalintegrale erster Gattung: WjC-:), Wj,(2), . . . w^(2), 
und gelangt alsdann zu folgendem Resultat: 

Versteht man unter z^, z^, .,. z die Niveaupimkte einer auf dt regu- 
lären Function f(z) g*«' Ordnung, und versteht man ferner unter («j ...Pj), 
(ofjj . . . jJjj), . . . (a^ . . . (3 ) irgend welche simultane Bahnen dieser Niveau- 
punkte, so finden stets die Formeln statt: 

^K ißj) - w,(«^)J = M,ni + N, b,, + N,b,, ... + N^^b^^, 
(A.) 5 [^^(P,) - w,(«^)] = M, ni + N,b,, + N,b,, . . . + N^b^,^, 

S^y^p^) - %(«>)] - ^p""^ + ^i^ip + ^2^2p • • • + ^p^p, 

wo die M, N ganze ZaJüen vorstellen^ wäfirend die b's die in (19.) pg. 246 
festgesetztefi Bedeutungen besitzen. 

Insbesondere werden die Zahlen 3/, N sämnUlich = sein, falls jetie 
simultanen Bahnen a^, 6^ (x = 1 , 2, . . .})) die Curven n^rgefids überschreiten. 

Zweite Bemerkung. — Im Satze (18.) werden, wie aus der Ableitung 
dieses Satzes folgt, die Zahlen N sämmtlich = sein, falls die simultanen 
Bahnen («j . . . ft), («» . • • fe)» ...(«... (3 ) wohl die Curven o^, nicht 
aber die Curven b^ überschritten haben. Analoges gilt von den aus (18.) 
abgeleiteten Formeln (A.). Demgemäss ergiebt sich folgender Satz, von 
dem später Gebrauch zu machen ist: 

Sifid die in (A.) genannten simultanen Bcdinen (a, ...(?,), («,... ß^), 
(B.) '••{%•-' ßq) ^^ ^^^f ^^* **^ allerdings die Curven a^, nicht aber die 

Curven b^ überschreiten, so werden die in den Formeln (A.) ctUhaltenen ganzen 
Zahlen N,,N.,,.,.N sämmtlicli = sein. 

Dritte Bemerkung. — Es seien beliebig viele auf 91 reguläre Func- 
tionen gegeben: fi{z), f^{z), ... f^{z\ Femer sei: 

(«.) 9W = ü^iAW + K^z) . . . + a;/;(^), 

wo die K\ beliebige, jedoch von Null verschiedene Constanten sein sollen. 
Bezeichnet man alsdann die elementaren Pole aller Functionen f^{z), f^{z) 

. . . /* (z) zusammengenommen mit z^, z^, . • . ^^ , so werden offenbar die 

elementaren Pole von q>{z) ebenfalls durch z^, z^, , . , z dargestellt sein; 
mithin wird q>{z) eine auf di reguläre Function gtcr Ordnung sein. 

Vor allen Dingen sehen wir aus dieser Betrachtung, dass die ele- 

OO OO OO 

mentaren Pole z^, z^, . . . z der Function cp {z) uugeändert ein und die- 
selben bleiben, welche Werthe man den Constanten K auch beilegen mag, 
£bi11s man dieselben nur vom Nullwerden abhält. Andererseits aber wer- 
den die elementaren Nullpunkte z^, z^, . . , z der Function (p{z) wesent- 
lich von den K^b abhängen, was angedeutet sein mag durch die Formeln: 
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^,, = -^'^ (A M a; , . . . 7iy. 

Wir wollen nun die Verschiebungen dz. unierBUchen, welche diese Null- 
punkte z. erleiden, sobald man den JC% irgend welche Zuwüchse dK zu- 
ertheilt. 

Zwischen den Polen und Nullpunkten der Function ^{z) d. i. zwi- 

OD 90 30 

scheu -^1 , -5,, . . . -J^ und z^^ z.^y . . . z . linden [nach (A.)J die Formeln statt: 

(^ ) i~^\w,(..) - w, (.*)] = M^ni + li,h,^ + N^h^^ . . . .V^^i;^,,, , 

a = 1, 2, . . .i>, 

wo die 3f, iV unbekannte ganze Zahlen vorstellen. 

Analoge Formeln gelten aber auch oftenbar für die Pole jj , r^ , . . . z^ 
und die Nullpunkte {z^ + dz^, (^^ + ''-i)* • • • (-„ + ^O der variirten 
Function : 

n>(z) - (Ä. + dÄr.)/i(z) + (Ä-, + (iÄ-,)/;{^) . . . + (a; + difp^c.-). 

Man erhrdt also: 

== 1, 2, . . .!>, 
und sodann durch Subtraction der beiderlei Formeln (ß.) und (y.): 

<j =- 1, 2, . . .p, 

wo die m = 3f ' — 3f und die n =» N* — N ganze Zahlen sind. 

Diese Formeln {§.) , (y.) , (^.) ergeben sich offenbar auch dann, wenn 
die Curven a^^ h^ {% ^^ 1^ ^ ^ . , . p) vor Bildung der Formeln in solcher 
Weiso deformirt gedacht werden, dass die kleinen Verschiebungen oder 
Wegelemente dz. = 1| 2, . . . p) sämmtlich innerhalb 91^^ liegen. Dies 
vorausgesetzt ist aber die Differenz 

nichts Anderes als die mit dw„(Zj) zu bezeichnende unendlich kleine Grösse; 
so dass man erhält: 

(f.) ^ dYT^^z^) = m^ni + n^&i^ + n^b^„ . . . + n^b^^ , 

a != 1 , 2 , . . . ^> . 

Da nun in diesen Formeln (c.) die linken Seiten unendlich klein sind, so 
müssen [Satz IV. pg. 248] die rechts stehenden Zahlen m, n sämmtlich 
= sein, so dass sich also folgender Satz ergiebt. 
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Setzt tnan 

wo die f{z) gegebene auf di reguläre Functimien, und die K's willkür- 
liche, von Null verschiedene Constanten vorstelleti sollen, so werden die 
elementaren Nullpunkte z^, z.^, ... z der Furuition (p (z) tvescntlich von den 
Wertlien der K's abhängen , ufid in Bewegung geratliefi, sobald man die ICs 
sich ändern lässt. 

In welcher Weise man aber auch die K's, ohne sie zu Null zu machen, 
sich äfidem lässt, stets werden für jedes Zeitelemefit der eifUretcfiden Be- 
wegung die p Gleichungen gelten: 

(n) dw^(z^) + dyf^(z^) .. . . dw^C^r^p =. 0, a = 1 , 2, . . . p. 

Dabei repräsentiren dz^ dz^, . . . dz die wäfireml des betracfUeten Zeit- 
elementes eintretenden Verschiebungen jener Nullpunkte, und rfw^ (-?,), dyrg{z^\ 
. . . dw^{z^ die diesen Verschiebungen etUsprecJienden unendlich kititien Zu- 
wüchse der Wertlie Wg(2fJ, yffj(z^), . . . w^(0- 

§ 2. 

Das Abersohe Theorem für die elementaren Integrale 

dritter Gattung. 

Das irgend welchen festen Punkten «^ und €^ zugehörige ele- 
mentare Integral dritter Gattung: 

(1.) n = n(^)p=n.,..(^) 

ist auf $a6 eindeutig und stetig, abgesehen von den Punkten €i, €^ 
und einer von 6^ nach s^ gehenden Linie iy. In dieser Linie ist 
dasselbe mit der constanten Differenz 2ni behaftet; wie solches an- 
gedeutet sein mag durch die Formel: 

(2.) längs tii n(A) - n(()) = 2jci. 

Ausserdem hat dasselbe in den Gurven a^, ix ebenfalls constante 
Differenzen. [Vgl. pg. 227.] 

Es sei nun ferner f = f{0) irgend eine auf 91 reguläre Func- 
tion, deren Pole und Nullpunkte promiscue mit Cj, Cg, . . . Cj;, und 
deren zugehörige Ordnungszahlen mit ftj,^^?* • • f*y bezeichnet sein 
mögen. Wir denken uns eine von c^ über c^, c^ etc. bis c^ fort- 
laufende Linie l gezogen, benennen die einzelnen Segmente dieser 
Linie mit Jj^, Ijs? hi} • • • ^9—^.u} ^^^ setzen die Werthe des Integrals 

(3.) F =. F{z) =/^ =/d log f 

{durch geeignete Beschränkung der Integrationscurve, vgl. pg. 220] 
in solcher Weise fest, dass dasselbe auf SRad eindeutig und stetig 
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ist, mit alleiniger Ausnahme der Linie L Dasselbe hat alsdann 
längs der einzelnen Strecken l^^t h^) hi) • • • ^^ieser Linie [nach pg. 229] 
folgende constantc Diflferenzen: 

(4.) L^ = — 27ci • {fi^ + ^) , 

Lu = — 2ni ' ([ii + fij, + f*s); 
etc. etc. etc. 

Und ebenso wird dasselbe cotiatante Diflereuzen haben in den Cur- 
ven ax, &x. 

Wir setzen bei den folgenden Betrachtungen voraus, dass keiner 
der Punkte Cj, c^,, . . . c^ mit einem der Punkte «j, e^ zusammen- 
fallt. Was femer die Curven ax, &x (x = 1, 2, . . . ji) und die Linien 
/, ri betrüft, so sind diese im Grunde genommen nur Hülfslinien, 
über welche innerhalb gewisser Grenzen nach Belieben, respective 
nach Zweckmässigkeitsrücksichten verfügt werden darf. Sobald jene 
{g -\- 2) Punkte f, , c^,, ... c^, f^, s^ in bestimmter Weise markirt 
worden sind, mögen zuvörderst die Curven «x, 6x (» = 1> 2, . . . p), 
(5.) was durch eine geringe Deformation derselben leicht zu erreichen ist, 
so eingerichtet werden, dass jene {g + 2) Punkte sämmtlich inner- 
lialb der Fläche SRa* [nicht etwa hart am Rande derselben] liegen. 
Sodann aber mag die Linie / von c^ aus, über Cg, Cj, . . . Cy-i bis 
Cg in solcher Weise gezogen werden, dass sie ebenfalls vollständig 
innerJialb 9lo6 verläuft. Und hierauf endlich mag die von a^ nach a^ 
gehende Linie rj in solcher Weise construirt werden, dass sie eben- 
falls vollständig innerJialb dtab bleibt, und zugleich der Linie l nir- 
gends begegnet 

Solches ausgeführt, repräsentiren also die Linien l und i^ ge- 
wissermassen zwei von einander getrennte, langgestreckte Inseln in- 
mitten der Fläche 91^6. Gleichzeitig repräsentirt alsdann TT = TT(£) 
eine Function, deren Stetigkeit auf der Fläche 9ia6 nur in iy, nicht 
aber in l eine Unterbrechung erleidet. Und umgekehrt repräsentirt 
alsdann F = F(/) eine Fmiction, deren Stetigkeit auf ^ab uur in 
/, nicht aber in rj unterbrochen ist. 

Denkt man sich die Bereiche 2 und S der Linien l und i^ von 
9?a6 abgesondert, und die alsdann noch übrig bleibende Fläche mit 
© bezeichnet: 

so werden also F und TT auf @ allenthalben eindeutig und stetig sein. 
Folglich ist [Satz (4.) pg. 190]: 
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(6.) /^n dF = 0, 

oder, was dasselbe ist: 

(7.) / n dF - J- n dF - r n rfF = 0, 



\, -'S "(S 

wo die Indices , wie gewohnlicli, die positiven Randiiitegrationen für 
die betreffenden Flächen andeuten. Es ist aber T[(lF=d{T(F) — FdU. 
Dies augewandt auf das lebte der Integrale (7.), erhält man: 

(8.) f TlilF= f TJclF-- f FdJ]. 

Air diese Formeln bleiben gültig bei beliebiger Verkleinerung 
der Bereiche )i und @. Man kann daher z. B. das Bereich @ zu- 
sammenschrumpfen lassen auf die Bereiche @| und (S.j der beiden 
Punkte a^ und b^ und auf das zwischen S^ und S^ betindliche Seg- 
meut der Linie ij. Denkt man sich diese Zusammenschrumpfung 
oder lleduction von (£ wirklich eingetreten, so nimmt das letzte In- 
tegral der Formel (8.) die Gestalt an: 

(«.) / FdW = / FdW + /^ \F(X) - F{q)\ dJ\ + / FdJ\ ; 

wie solches sofort sich ergiebt, falls man nur beachtet^ dass TT längs 
ri eine eonstante Differenz (= 2äi) hat, dass also das Differential 
dW zu beiden Ufern der Linie ^ einerlei Werthe besitzt. Nun ist 
aber die Stetigkeit von 2^ in i; nicht unterbrochen, mithin längs i^ : 
F{k) = F{q)' Demgemäss verschwindet in (a.) das mittlere Inte- 
gral der rechten Seite; so dass man erhält: 

(/3.) r FdJ\ = f FdJ] + f FdTJ. 

Einer analogen Behandlung ist offenbar auch das vorletzte Integral 
der Formel (8.) fähig. Man erhält: 

(y.) I^^dF = f^TJdF + f^TJäF+...+f^UdF, 

WO Uj, U^, . . . U^ die Bereiche der auf l gelegenen Punkte Cj, e^, 
. . . eg vorstellen. Mit Rücksicht auf diese Ergebnisse (/3.), (y.) ge- 
winnt nun die Formel (8.) die Gestalt: 

(9.) / ^dF=2f UdF-^f FdTJ. 

Die Integrale rechter Hand sind einfacher ausdrückbar. Das 
über den Rand von Uy erstreckte Integral kann nämlich, nach (3.), 
auch so geschrieben werden: 
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woraus mit Rücksicht auf frühere Betraclitungen [(a.)? (/^O Pß* ^^^1 
sich ergiebt: 

{6.) J T]dF=27ci'(ij'n(cj). 

j 
Andererseits besitzt das über den Raud von ©, erstreckte Integral 
[vgl. (f.) pg. 270, wo übrigens statt der gegenwärtigen Buchstaben 
£, @ respective c, U stehen] den Werth: 

Durch Substitution der Werthe (jf.), (r.) gewinnt die Formel 
(9.) die Gestalt: 

(10.) /^^ T]dF = '27ti [(3>l^fe)) + ^X^i) - ^(*^) j ^ 

oder, falls man beachtet, dass, nach (3.), dF =■ d log /* und 
F{b^) — F{b;) = log/(fi) — log/(f2) ist, folgende Gestalt: 

(IL) / ncnog/ = 2;ri(logJJ;'J+ N>,n(c^^ 

Das Integral linker Hand hat aber [nach (/3.) pg. 249 J den Werth: 
(12.) . !S'^(a('')/ rflog/ + B(*)/ d\ogt\ 

wo die A^*\ B^*^ die constanten DiflFerenzen von TT in den Curven 
ax, 6x vorstellen. Auch übersieht man leicht [vgl. die Erläuterung 
auf pg. 287], dass die in diesem Ausdruck (12.) enthaltenen Inte- 
grale Werthe von folgender Form besitzen: 

(13.) / dlog/'=2;riJlf^''), / d\ogf=2nim*), 

wo die 3I^^\ N^"^^ ganze Zahlen sind. — Auf Grund dieser Formeln 
(11.), (12.), (13.) gelangt man daher zu folgendem Resultat: 

Itepräsentirt f(js) eine auf SR reguläre Function, und beiseichmt 
man die Pole mid Nullpunkte derselben propiisciw mit Cj, 6*2, . . . c^, 
ferner ihre mgelwrigen Ordnungszahlen mit f*i, ft^» • • • f^r?^ ^^ 9^^^ fi^^ 
das eleiyientare Integral dritter Gattung; 

n = n.,.,(^) 

die Formel: 

(14.) 2>>n,,„(c,) = log f^f^ + 5V^^^ A<-) + m^) BC'')). 
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Hier bezeichnen die A.^^\ B^*^ die constanten Dijfercnsen von TT in den 
Ctirven axyby/^ während M^*\ N^'^^ ganze ZaJilen vorstellen, deren Wertlie 
sielt bestimmen mittelst der Formeln: 



j/(«) = ^i . r '^(-y, i^(«. = -.1. r 

2ni J fji f(z) ' 27CI J i 



df{z) 



Dabei ist vorausgesetzt y dass keiner der Punkte c^, c^, . . . Cg mit 

einem der Funkte e^ , e^ eoincidirt^ und femer vorausgesetzt, die Curven 

.^x; by (x = 1, 2, . . . i?) seien [was durch eine kleine Deformation 

derselben stets zu bewerkstelligen istj so eingerichtet , dass all' jene 

(g + 2) Punkte c,, e^, ... c^, f^, s^ innerhalb %jt, liegen. 

Hiermit sind in der That alle in (5.) gemachten Voraussetzungen, 
so weit sie für den vorstehenden Satz wesentlich sind, recapitulirt. 
Denn die Linie l spielt in diesem Satz keine Rolle mehr, so dass 
also die betreffs derselben gemachten Voraussetzungen zu wieder- 
holen überflüssig sein würde. 

Vom vorstehenden Satze aus gelangt man nun, indem man 
f(z) — K statt f(z) setzt [vgl. die analogen Betrachtungen auf 
pg. 288], zu folgendem etwas allgemeinern Satze: 

Es sei K eine beliebig gegebene Constante, Femer sei f(z), mit- 
hii9 ai^eh f(z) — K eine auf 91 reguläre Function q^' Ordnung, 

CO CO CO 

Ueberdies seien z^, z^y . . . Zq und z^, z^, , . . Zq die elementaren Null- 
jyunkte und Pole der Function f(z) — K. "Alsdann gut für das ele- 
mentare Integral dritter Gatttmg: 



die Formel: 



f(^,)-'K 



(15.) .^^[n., ,,(;.,) - n,.,, (;.;)] = log J:[J^j^J+^^ 

Hier bezeidinen A^*), B^''^ die constanten Differenzen von TT in den Cur- 
ven ax, 6x; während die M^'''\ N^"^^ ganze Zahlen vorstellen, deren Wertlte 
sicfi durch die Formeln bestimmen: 

"ijtiJa f(z) — K> ^ -iniJi, f{z) — K 

CO 

Dabei ist vorausgesetzt, dass keiner der Punkte Zj, Zj (j >= 1, 2, ... g) 
mit eifiem der Punkte s^, s^ coineidirt, und ferner vorausgesetzt, die 
Curven a^, bx (x = 1 , 2 , . . . p) seien so eingerichtet, dass all' jene Punkte 

£,, €2 und Zj, Zj (j = 1,2, . . .q) innerhalb SRa* liegen, üebrigens 
kann von diesen Voraussetzungen die erste fallen gelassen werden. 

00 

Denn sollte einer der Punkte Zj, Zj einem der beiden Punkte e^, s^ 
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bis zur Coincideiiz sich nähern, so würden, wie man sofort über- 
sieht, beide Seiten der Formel (15.) unendlich werden, die Formel 
also gültig bleiben. 

Giebt man jetzt der Constante K einen unendlich kleinen Zu- 
wachs dK, so werden die Punkte ssj unendlich kleine Verschiebungen 

00 

dzj erfahren, während die Punkte Zj und ebenso auch die ganzen 
Zahlen M^''\ N^''^ ungeändert bleiben [vgl. die analogen Betrach- 
tungen auf. pg. 289, 290]. Man gelangt daher zu folgendem Satz: 
Theorem. — Versteht man unter f{z) eine auf^ reguläre Func- 
tion 5**' Ordnung, hezeichnet m<m fcrnei' irgend zwei einander unend- 
lich naJie Niveaupunktsysteme derselben mit z^, z^, , . . Zq und z^ -f- dz^, 
Z2 '\- dz^y . . , Zq '\- dZq, und hezeichnet man endlich die WertJie von 
f{z) in diesen beiden Niveaupunktsystemen mit K und K + dK, so 
gilt fiir das elementare Integral dritter Gattung: 

n = n,...(^) 

die Formel: 

(1Ö-) '2dTJ,,,X^j) = d log f|i^ J, 

WO das vo^'gesetzte d die unendlich khinen Aenderungen bezeichnet, welche 
die betreffenden Grössen durch Verfmischung von z^y z^, . . . 5,^, K mit 
Zi + dz^, z^ + dz^, . . . Zq-\- dZq, K -{- dK erfahren. 
Aus (16.) ergiebt sidi nun weiter die Formel: 

die Integrationen hinerstreckt gedadit über irgend welche simultane 
Bahnen («i . . . ft), (a^ . . . ß^)y . . . («^ . . . ßq) der in Rede stehenden 
Niveaupunkte z^, z^j - . . Zq. Dabei sind unter A und B diejenigen 
beiden Werthe zu verstellen, welche f{z) einerseits in a^, a^, . , . aq, 
andererseits in j3^, /S^, . . . ßq besitzt. 

Soll die Bahn («y . . . ß^ keine der Curven a«, ftx (x = 1, 2, 
. . . j>), noch auch die von b^ nach b^ gehende Unstetigkeitslinie iy 
des Integrals TT überschreiten dürfen, so ist offenbar: 

(J-) /^n,.^(^,) = n,.,,(ft) - n..,,(«,). 

Gestattet man hingegen jener Bahn, die Curven a^, by, und 1^ belie- 
big oft zu überschreiten, so erhält man die [mit (V.) pg. 292 1 ana- 
loge Formel: 
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(Y.) fd a. „ {z) = a. „ (ft) - a, „ («,) + !2W) am + «,-w b""] + ,», • 2« », 

*^ x = l 

wo die w, n, ft ganze Zahlen vorstellen. Und zwar geht aus der 
Bedeutung dieser Zahlen [vgl. (Z.) p. 293] deutlich hervor, dass die 
Zahlen m sämmtlich = sind, falls die in Rede stehende Bahn 
{uj . . . ßj) keine der Curven «x überschritten hat, dass femer die n 
sämmtlich = sind, falls jene Bahn keine der Curven 6x über- 
schritten hat, und dass endlich die Zahl ft (d. i. ft^) den Werth 
besitzt, falls jene Bahn die Curve ri nicht überschritten hat. Sub- 
stituirt man den Werth (Y.) in (17.), so kann man dabei die Zah- 
len \Lj unterdrücken, weil die in (17.) vorhandenen Logarithmen an 
und für sich bereits mit Unbestimmtheiten von der Form fA'27ii 
behaftet sind. Man gelangt daher durch diese Substitution zu fol- 
gendem Resultat: 

Andere Form des Theorems. — Es sei f{z) eine auf SR reguläre 
Function q^^ Ordnung. Versteht man alsdann unter (cc^-^-ßi), («s-'/^q), 
. , . (ccq . , . ßq) irgend welche simultane Bahnen der q Niveaupunkte 
von f{z), so gilt die Formel: 

JV..(ä) - n,,(«,)] = log fl]^ - log f^z i + 

(18.) 

x=l 

Dabei sind unter A und B die Werthe der Function f(/) in den Niveau- 

punktsystef}ien «j, ag, ... Uq und ßi, ß^y > " ßq ^^^ verstellen. Andera'- 

seits sind unter A^*^, B^''^ die eonstunten Differenzen von TT*,*, (je?) in 

den Curven a^, bx, endlich unter M^^^, N^""^ gan^e Zahl&% zu verstehen. 

Ueberschreiten jene simultane Bahnen (a^ . . . ß^), («g . . • /3o), 

(19.) . . . («5 . . . ßq) keine der Curven «x, so sind die 3f^*) sämmtlich = 0. 

Und sollte andererseits der Fall vorliegen, dass jene Bahnen keine der 

Curven bx überschreiten, so werden die N^'^^ sämmtlicfi = seiji. 

Beispiel. — Betrachtet man insbesondere das j^7b;f>wrf-Integral Q» 
(an Stelle von TT), so sind bekanntlich [vgl. pg. 268] die Differen- 
zen A^'^) sämmtlich = 0. Demgemäss ergiebt sich aus (18.) und 
mit Rücksicht auf (19.) der Satz: 

Es sei f(z) eilte auf SR reguläre Function q^^ Ordnung, Ver- 
steht man alsdann unter (a^ . . . /3,), (cc^ - . . ßS), ...(«,;... ßq) irgend 
welche simultane Balmen der q Niveaujyunkte von f{z), und setzt mmi 
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voraus j da^ diese Bahnen allerdings die Curven a^, nicht aber die 
Curven b^ überschreiten, so gilt die Formel: 

m .1' [ST..(A) - ^.M\ = log JJ;;;-E^ - log j;;j i J. 

Dabei rejn'äsentiren A nnd B die Werthc von f(z) in den Niveau- 
jninktsystcnwn «,, «g, . . . a^ und ß^, ß^j . , , ß^. 

§3. 

Uebor die Vertanschtmg der Argumente und Parameter in den 

elementaren Integralen dritter Gattung. 

Wir betrachten irgend zwei elementare Integrale dritter Gat- 
tung, die wir zur Abkürzung mit und O' bezeichnen: 

(i.) <^ = Tf.,.M und 0' = n'v,,'(^). 

Sind rj und i^' die Unstetigkeitslinien von und <t>', femer 6 und 
@' die Bereiche dieser Linien, und setzt man 

© = gi,, _ e - @', 

so sind und 0' auf der Fläche @ eindeutig und stetig. Folglich 
ist [nach (4.) pg. 196]: 
(2.) /^<t,d<t,' = (). 

Diese Formel kann man auch so schreiben: 

oder, weil 0rf0' = rf(00') — 0'd0 ist, auch so: 
(4.) f 0d0'+r0'rf0_r 0rf0' = O, 

oder, falls man die beiden letzten Integrale nach Maassgabe der Be- 
trachtungen («.), (/5.) p. 298 umgestaltet, auch so: 

(5.)- / <»>d<J>' + 2''(/ <t>'d0 - / ,0f70'| =0. 

Nach (f.) pg. 270, oder wenigstens analog zur dortigen Formel, 
ist aber: 

/^0'(i0 = (-iy2;r,:<D'(f;). 
Desgleichen wird oflfenbar: 
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SO dass also die Formel (5.) die Gestalt erhält: 
(6.) r <i>d<i>'-27ti[<t>\s,) - O'(OJ + 2;r/[0(O - 0(,;)] = O. 

Dividirt man diese Formel durch 2;rt, nnd beachtet man den Satz 
(y.) pg. 249, so folgt: 

x = l 

wo die A^*^ B^*^^ und A'^*"), B'<*^ die constanten Differenzen der Func- 
tionen und 0' in den Curven a^, K bezeichnen. 

EinfacJier gestaltet sich die Formel (7.), wenn man für und 
0' zwei ^orwaZ-Integrale dritter Gattung nimmt; denn alsdann sind 
die A^*^^ und A'<*^ Null, Man gelangt so zu folgendem Satze: 

Bildet man das Normal-Integral dritter Gattung ©• successive für 
ein Punktpaar s^, s^ **^ fi^^' i^g^^d ein anderes Punktpa/ir f/, sj, 
so wird für diese Functionen 

(8.) ®r,^*t(^) ^^ ^^'.''a'C^) 

jederzeit folgende Relation stattfinden: 

(9.) \.^.,^mzi' = [s!^./.,' wi:::: • 

Man kann diese Formel auch so scJireiben: 

(10.) jTdsr..,, (g) = fim,-,,' {z), 

vorausgesetzt, dass man die Integrationscurve links auf die Fläche ^abi^ 
ufhd diejenige rechts auf die Fläche 9ta/>i/ einschränkt. Dabei sollen 
unter rj ufid r\ die Unstetigkeitslinien 6182 ^'^ ^1'^/ ^^' beiden Func- 
tionen (8.) verstanden sein. 



Zw^ölftes Capitel. 
EinfAhrnng der Thetafanctionen. 

§ 1. 

Die von einem einzigen Argument abhängende Thetafonotion. 

Bekanntlich ist die ins .Unendliche fortlaufende Reihe: 

1 + 2e* + 2e*^ + 2e^^ -f 2e**^* + 2/"^* + . . . 
oder: 

2 «" * 



: — CO 



beständig convergent, falls h eine reelle Grosse von negativem Werthe 
ist. Versteht man unter h keine reelle, sondern eine beliebig ge- 
gebene imaginäre Grösse von der Form ((> + i^)} so gilt genau 
dasselbe, falls nur q negativ ist. 

Genau dasselbe gilt aber auch dann noch, wenn man als Ex- 
ponenten nicht n^hj sondern einen Ausdruck von der Form n^h -j- nc 
nimmt, wo c irgend welchen reellen oder imaginären Werth be- 
sitzen darf. Bildet man nämlich die Reihe: 

n=s — CO 

so wird dieselbe — völlig gleichgültig, welches der Werth von c 
ist — jederzeit convergent sein, sobald nur der reelle Theil von h 
wiederum einen negativen Werth hat. 

Wir gelangen demnach, wenn wir uns unter 6 irgend welche 
Constante denken, und wenn wir an Stelle von c irgend welche 
variable Grösse 2{x-\- iy) oder 2z nehmen, zu folgendem 

Satz. — Die unendliche Reihe 

besitzt, falls der reelle Theil der Cmistanten b negativ ist, und so lange 

Nenmann, Ahersche IiitpffT»!**. 2. Aiifl. 20 
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die Variable z nicht unendlich gross mrdy jederzeit einen völlig be- 
stimmten, endlichen Werth, 

Dieser Werth kann als eifie Function angesehen werdest, welche 
von der Variablen z abhängt, und weldui ausserdem mit einem con- 
stanten Parameter b behaftet ist; er mag, um soldies anzudeuten, in 

Zukunft mit 
(2.) & {z, b) 

bezeichnet werden. 

Wir wollen nun gegenwärtig diese Function d' {z,b) näher unter- 
suchen, und mehrere wichtige Eigenschaften derselben zu Tage 
treten lassen. 

Da sich in unserer Formel 

(3.) ^(;^,6)=3*«^***"^^^** 



OC 



die Summation über alle ganzen Zahlen n von — oo bis + ^^ hi^i* 
erstreckt, so können wir offenbar — ohne dadurch in der Formel 
irgend welche' Veränderungen hervorzubringen — das darin enthal- 
tene n mit ( — n) vertauschen, die Function d^{z, b) also auch so dar- 
stellen: ^ , 
(4.) »(i?,6)="j'"c»«'-2^«. 

Andererseits erhalten wir nun aber, wenn wir den Werth der Func- 
tion für ein anderes Argument, nämlich för das Argument ( — z) 
haben wollen, zufolge (3.) die Formel: 

(5.) ^(-^,6) J^2^^^'-^'^', 



j — op 



und nunmehr erkennen wir aus (4.) und (5.), dass die Werthe von 
d-^z, b) und von '§■( — z, b) unter einander identisch sind. Wir seilen 
demnach — und solches unirde als erste Eigenschaft unserer Func- 
(6.) tion & hervorzuheben sein — , dass der Werth von'd'(Zjb) ungeändert 
bleibt, u^enn man z mit ( — z) vertausdU. 

Femer überzeugt man sich leicht davon, dass die Function 
d' {z, b) in ihrem Werthe ungeändert bleibt, sobald man das Argu- 
ment z um ein beliebiges Vielfaches von %i vermehrt. Betrachtet 
man nämlich in der als Definition dieser Function angegebenen un- 
endlichen Reihe (3.) irgend ein einzelnes Glied 

so wird dieses, falls man z um ein Vielfaches von iti, z. B. um 
fTti zunehmen lässt, übergehen in: 
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also übergehen in: 

Nun ist aber e ^ =1; mithin auch er ' ^* = 1. Wir sehen dem- 
nach ^ dass das betrachtete Glied unserer Reihe bei der Vermehrung 
von um pni völlig ungeändert geblieben isi Gleiches wird natür- 
lich auch von jedwedem andern Gliede der Reihe, Gleiches also auch 
von der Reihe selber gelten. Versteht man also unter p irgend ivekhe 
ganze ZaJd, so wird — und dies umrde als ztveite Eigenschaft 
unserer Function anzufiUiren sein — jederzeit 

(7.) ^(^+ P^i, 6) = -Ö- (^, i) 

sein. Die Function d' (z, h) ist demnach eine periodische, und der Index 
ihrer Periode gleicli 7t i. Denkt man sich die Werthe des variablen 
Argumentes z oder {x -j- iy) durch die Punkte der Horizontalebene 
dargestellt, und denkt man sich sodann diese Ebene durch Linien, 
welche der a;- Achse parallel laufen, und im Abstände jc auf ein- 
ander folgen, in lauter einzelne Flächenstreifen zerlegt, so werden 
sich die Werthe, welche d^ {z, h) innerhalb eines solchen Flächen- 
streifens besitzt, von Neuem, und in genau derselben Vertheilung, in 
jedem andern Streifen wiederholen. 

Wir wollen nun ferner untersuchen, in welcher Weise der Werth 
von ^{Zyh) sich ändert, wenn man das Argument z nicht um ein 
Vielfaches von %i, sondern um ein Vielfaches der gegebenen Con- 
stanten 6 vermehrt. Da sich die als Definition von 0* {z, V) ange- 
gebene Reihe (3.) von n=— cx> bis n = + ^^ hinerstreckt, so 
wird ihr Werth, falls man n mit w -f- 1, oder mit w -{- 2, oder mit 
n -|- 3, u. s. w. vertauscht, offenbar völlig ungeändert bleiben. Es 
wird daher z. B. völlig gleichgültig sein, ob wir als Definition der 
Function %• {z, b) jene ursprüngliche Reihe 

(8.) ^(^,i)=3V»»'+2^** 



I 00 



nehmen, oder ob wir statt dieser als Definition jener Function die 
Reihe , 

aufstellen. Die letztere Reihe lässt sich auch so darstellen: 

^{^z,h)='2"e^'''+^^'+^)''+(P+^'\ 

n = — oo 

20* 
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oder auch so: 
(9.) ^(5, h) = e^+'^ ."^ V«'+2(.+6)n. 



n= — oo 



Nun ergiebt sich aber andererseits, falls man in (8.) an Stelle des 
ursprünglichen Argumentes z das Argument (0 -[" b) einsetzt, för 
den Werth, welchen die Function d^ für dieses neue Argument an- 
nimmt, folgender Ausdruck: 

(10.) *(;? + 6,6)="2°°«***'+'^"''*^*'- 



«= flO 



Und nunmehr ergiebt sich durch Vergleichung von (9.) und (10.) 
sofort, dass 
(11.) &(0 + h,b) = e-(^+'^^) . ^ (^, b) 

ist. Die Formel lässt sich leicht verallgemeinern. Da nämlich ß 
eine ganz beliebige Variable ist, so können wir für z beliebige, und 
nach einander verschiedene Werthe nehmen. Setzen wir für z der 
Reihe nach die Werthe: 

z, z -{-b, z -{' 2by . ..z -\- (q — l)b, 

wo q eine beliebige ganze Zahl sein soll, so erhalten wir aus unserer 
Formel (11.) der Reihe nach folgende Gleichungen: 

&{z + 26, 6) = 6""^^^+^^) '^{z + b, 6), 

^{z + 36, 6) = e-(^^+^^) '^(z + 26, 6), 

»{z + qb, 6) = e-((22-i)ft+2.) . ^ (^ ^ (^ _ 1) j^ jj. 
und sodann durch Multiplication all dieser q Gleichungen: 

^ (^ + gJ>y 6) = g-(«^ + 22.) ^ ^ ^^^ ^^ 

Hier ist 

s=l + 3 + 5 + ... + (23-l), 
also 

s = ^-^ = q^. 

Somit können tvir als dritte Eigenschaft unserer Function d^ Fol- 
gendes hinstellen: Versteht man unter q irgend weldie ganze Zahl, so 
wird jederzeit 

(12.) ^(z + qb, 6) = e""^^'^+^^^^ ^J^(z, 6) 

sein» 
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Zufolge der vorhin gefundenen zweiten Eigenschaft bleibt der 
Werth der Function d" ungeändert, wenn man das in ihr enthaltene 
Argument um ein Vielfaches von jri, z. B. um piti vermehrt. Dem- 
nach wird die linke Seite der zuletzt erhaltenen Formel in ihrem 
Werthe keinerlei Aenderung erleiden, wenn man das daselbst vor- 
handene Argument {0 + qb) mit dem Argument (^e? + 36 + p7ti) 
vertauscht, Thut man solches, so verwandelt sich jene Formel in: 

(13.) ^{z + p7ci + qh, b) = c~^^"^+^^') ^^(0, b). 

Und diese Fof'nicl kann als der gUidizeitige Ausdruck der zweiten mal 
dritten Eigenschaft angeselmi tverden. Setzt man nämlidi (/ == 0, so 
repräsentirt sie die zweite, und setzt ^nan p = 0, so rcpräsentirt sie 
die dritte Eigenschaß. 

Wir wollen schliesslich noch untersuchen, für welche Werthe 
von z die Function ^(Zy b) verschwindet. Die Reihe (3.): 

(14.) *(^,&)=3*«^"' + '"*' 



n = — 00 



durch welche wir die Function definirt haben, wird in ihrem Werthe 
völlig ungeändert bleiben, wenn wir darin n mit ( — fi), oder auch, 
wenn wir darin n mit ( — n — v) vertauschen, vorausgesetzt, dass 
wir unter v irgend welche ganze Zald verstehen. Somit können wir 
statt (14.) auch schreiben: 

(15.) »{^, h) ="3"e*^'•+''^''~''''^"+''^ 

oder, wie sich durch Addition von (14.) und (15.) ergiebt, auch 
schreiben: 
(16.) ^{ß^ h) = i^2^ je&n«+2;rn ^ ^6(n+v)*-2^(n+,.) j 



«=5 — 00 



(«.) 



Da nun e = — 1 ist, so wird ein Aggregat von der Form 

A , B 

e + e 

jederzeit Null sein, sobald die Exponenten A und B um in, oder 
auch um ein ungerades Vielfaches von i% von einander verschieden 
sind. Demnach wird das in (16.) unter dem Summenzeichen stehende 
Aggregat Null sein, sobald die darin auftretenden Exponenten 

fcn* + 2zn, und 

b{n+vy — 20{n + v) 

um ein ungerades Vielfaches von ni differiren. Findet solches nicht 



m 
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nur statt für ein bestimmtes w, sondern für jeden hclicbigen Werth 
der Zahl n, so werden sämmtlicJw Glieder der Reihe (16.) Null wer- 
den, jene Reihe selber also ebenfalls. D. h. bestimmt man die Variable 
SS der Art, dass die beiden Ausdrücke (a.) für jeden beliebigen Werth 
der Zahl n um ein ungerades VielfacJies von 7t i verschieden sind, so 
udrd für diesen Werth der Variablen die Fwictiofi -Ö* (ß, b) verschwinr 
den. Die Differenz der beiden Ausdrücke (a.) ist gleich 

2z{2n + v) - b{2nv\- v^), 

d. i. gleich: 

{2z — vb) (2n + v).^ 

Macht man daher, was den gesuchten Werth der Variablen z 

anbelangt, folgenden Ansatz: 

ft«i + vh 
Z = 2 ^ 



SO verwandelt sich jene Differenz in: 

(y.) Äi. ft(2w + v); 

sie wird demnach ein ungerades Vielfaches von %i werden, sobald 
man die ganzen Zahlen /t und v der Art wählt, dass das Product 

|ü (2n + v) 

ungerade ausfällt. Solches aber kann offenbar' nur dadurch erreicht 
werden, dass man für ft eine ungerade Zahl, und gleichzeitig für v 
ebenfalls eine ungerade Zahl nimmt. Thut man aber dies, so wird 
die in Rede stehende Differenz (y.) in der That — und zwar gleich- 
gültig, welchen Werth die darin enthaltene Zahl n auch immer be- 
sitzen mag — jederzeit ein ungerades Vielfaches von ni werden. 
Wir gelangen demnach zu folgendem Ergebniss: Sind ft und v irgend 
welche ungerade ganze Zahlen, so wird die Function %^ (z, b) für 
das Argument 

jederzeit verschwinden. Oder, was dasselbe ist: Verstellt fnan unter 
p wnd q zwei völlig beliebige gcmze ZaJdeti^ so wird ^ {z, b) jederzeit 
Null werden f sobald man 

(17.) ^=(p+ 2") ^i +(q+ 2) ^ 

setzt. 

Denken wir uns die Werthe der Variablen z oder {x + iy) 
nach der 6raM55'schen Methode dargestellt durch die Punkte der Hori- 
zontalebene, so lassen sich die den Formeln 
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U.) z = pm + qb 

und 

(^0 ^ = (i) + I) ^t + (q + y) «^ 

entsprechenden Punkte leicht construiren. 

Es sei 6 derjenige Punkt, durch welchen die gegebene Constante 
h dargestellt wird, ferner itc derjenige, durch welchen die Constante 
iic repräsentirt wird, und endlich der Anfangspunkt*). Man con- 
struire nun ein Parallelogramm, dessen Ecken durch die vier Punkte 

0, 6, iiCj b + ^^ 
dargestellt sind, und zerlege die ganze unendliche is-Woene in lauter 
einander congruente Parallelogramme, der Art, dass eines derselben 
mit dem soeben construirten identisch ist. Die Punkte (A.) sind als- 
dann die Eckpunkte, und die Punkte (ft.) die Mittelpunkte dieser Paral- 
lelogramme. Die Function %' {z,V) wird also [nach (17.)] verschmn- 
den in den Mittelpunkten der Parallelogramme. 

Bezeichnen wir, wie das mit Rücksicht auf unsere späteren 
Untersuchungen zweckmässig erscheint, die in 9" vorkommende 
Variable nicht mit z, sondern mit U, so können wir die Ergebnisse, 
zu welchen wir hier gelangt sind, etwa in folgender Weise zu- 
sammenfassen: 

Theorem. — Die unendliche Beihe 

(18.) "^"g&n« + 2C^n 



'OO 



besitzt, falls der reelle TJieil der Constanten b negativ ist, und so lange, 
als die Variable U nicht unendlidi gross wird, jederzeit einen völlig 
bestimmten, endlichen Werth. 

Bezeichnet man diesen Werth mit 9{U,b), setzt man also 

(19.) . #(f7,6)=3*^*''"^^^'*' 

SO gelten jederzeit folgende Formeln: 

d'(— U,b)=d'{U,b), 

(20.) ^{U + mm + nb, b) = g-(»»'^+2»»^ . ^ (C^, j)^ 

- '^ ((m + i) m + (w + i) b, b) = 0, 

wo unter m und n beliebige, positive oder negative, ganze Zahlen zu 
verstehen sind, 

*) Der Pankt b wird, beiläuBg bemerkt, weil der reelle Theil der Con- 
stanten b negativ ist^ jederzeit links von der i/- Achse liegen ; während der Ponkt 
in auf der y- Achse liegt. 
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mögen gegebene Comtanky ferner unter 

c/j, U^j C/j, . . . Up 
beliebige Variable^ und endlich unter 

^i; ^2> **3; • • • ^*p 

irgend welche (/anjßfc Zahlen verstanden werden. Wir bilden nun die 
Exponentialgrösse *) 

und unterwerfen dieselbe in Gedanken einer p-fadien Summatiofi] 
die erste Summation soll sich auf alle nur möglichen Werthe der 
ganzen Zahl n^ beziehen, sich also von n^ = — oo bis n^ = + cx> 
hin erstrecken, die zweite soll in gleicher Weise von ng = — cx> bis 
ng = + oo u. s. w., endlich die letzte von Up = — cx) bis n^, = + cx) 
hinerstreckt sein. Die hierdurch entstehende p-fach unendliclie Reihe 
mag kurzweg mit 

bezeichnet werden, wo also das vorgesetzte Sigma jene|) aufeinander 
folgenden Summationen andeuten soll. — Man gelangt nun, was 
die Convergeiiz dieser ^> fach unendlichen Reihe anbelangt, zu folgendem 
Satz. — Die p-fach unendliclw Heihe 

besitzt, falls der reelle TheU des Ausdruckes 



*) Ausführlicher geschrieben würde der Exponent von e folgendermasBen 
lauten : 

(^1^1 + ^i^»« • • • + ^^%)»»i + 2 f/i Wi 
+ (^nWi + &,,r^ . . . + b^pn^)n^ + 2 L\n^ 

+ 

+ (^w, + ft^^n, . . . + bj^n^) tfp + 2 LT^n^ . 
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^1 ^1* + 26i2 Wj n^ . . . + bppUp^ 
für sämmtliche Wei'tlisystettie der ganzen Zahlen n^, n^, . . . Wp negativ 
ist*)y und falls keine der Variablen 

1 7 2 ) * * * P 

unendlich gross tvird, jederzeit einen völlig bestimmten^ endlichen 

WertJL 

Dieser Werth kann als eine mit den Constanten b behaftete^ und 

von den Variablen U abMngendc Function angesdien werden, und 

soll demgemäss mit 
(2.) ^{U,, U,, ...Vp) 

bezeichnet tverden. 

Wir wollen nun — ähnlich wie früher bei der von einetn einzigen 
Argumente abhängenden Thetafunction — gegenwärtig die Eigen- 
schaften dieser von mehreren Argumenten abhängenden Function in 
Untersuchung ziehen; der grösseren Bequemlichkeit halber wollen 
wir uns dabei aber vorläufig auf den Fall beschränken; dass die 
Anzahl jener Argumente 3 ist, also auf den Fall; dass p = 3 ist. 

Wir haben es alsdann mit folgender Function zu thun: 

(3.) »(^U,, U„ U,) = V/+2(^.'f. + ^»«. + r^3»^), 

wo unter /' oder f{n^j n^, n^) der Ausdruck 
(-*•) /' = fX^i, n, , tij) = 6ii n^^ + 2bi^7i,n^ + 2bi^nin^ 

+ ^22^/ + 26J53W2W3 

zu verstehen ist. Da sich in der Formel (3.) die Summation für 

*) Der reelle Tbeil des Ausdracks 

61, Mj« + 26i,nin, + • • • + ^ppV 

ist, falls man die reollen Theile der Constanten 1^, bi^ ... b der Reihe 
nach mit Qu, Qm . . • Q,,., bezeichnet, folgender: 

Soll nun dieses Aggregat für jedes beliebige WerthBystem der Zahlen n^, 
w^, . . • w negativ sein, so müssen die Grössen Pn , Pm . • • 9^» ^ic hier bei- 
läufig bemerkt werden mag, der Art beschaffen sein, dass die Wurzeln £ der 
Gleichung p^^^ Grades 

Qn—i Qu • • • 9ip 

Qn ^28— S • • • Q2p 



fpi yp2 • • • ^pp 



• • • ^««-"S 



= 



sämmtUch negativ sind. 
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jede der ganzen Zahlen n,, n^j, Wj von — cx> bis + cx) hinerstreckt, 
so werden wir, ohne dadurch in jener Formel irgend welche Ver- 
änderung hervorzubringen, die Zahlen n^, n^y ii^ mit — n|, — n^, 
— nj vertauschen, die von den Argumenten I/j, U2, U^ abhängende 
Function d' also auch so darstellen können: 

wo das im Exponenten enthaltene f mit dem in der Formel (3.) vor- 
handenen /' völlig identisch ist. Andererseits ergiebt sich, wenn 
wir die Function -O* nicht für die bisher betrachteten Argumente 
U^y U^, 1/3, sondern für die Argumente — f/j, — U^, — U^ haben 
wollen, zufolge (3.) die Formel: 
(6.) »{-U„-U„-U,) = ^ /-2(t^.«. + ü,n. + 0.«.) 

Und nunmehr erkennen wir durch Vergleidmng von (5.) und (6.) so- 

forty dass 
(7.) »{-U„- U„ - U,) = »iU„ U„ U,) 

ist, dass also der Werth unserer Function ungeändert bleibt, wenn man 
gleichzeitig sämmtliche Argumoite in ihr Gegentludl umschlagen lässt 
Dies würde als erste Eigenschaft unserer Function Jiervorzuhcben sein. 

Ferner ist, weil e =1 ist, zu bemerken, dass die Expo- 
nentialgrösse 

ungeändert bleibt, sobald man die Variablen Ui, Z/g, U^ um irgend 
welche Vielfachen von Tci vermehrt; und dass demnach Gleiches auch 
von der Function 

gelten muss. Somit ergiebt sich — was als zweite Eigenschaft 
unserer Function anzuführen sein tmirde — , diw5, falls A, B, f irgend 
weldic ganze Zahlen vorstellen, jederzeit 

(8.) ^{U^ + l^niy U^ + Bjti, U3 + ritt) = d'{U„ C/,, U^) 

sein wird. Die Function ^{U^, U^, U^) ist also für jedes der Argu- 
mente Ui, U2, U^ eine periodische, und der Index für jede dieser drei 
Perioden gleich 7ti, 

Da sich die Summation in der Formel 

(9.) »(U„ U„ 0,) = 2 Z^*^' '^' «3) + 2(t^.»., + t/.n.+ l/,n,)^ 

was die Zahl nj anbelangt, von n^ = — c» bis n^ = + ^^ hiuer- 
streckt, so wird man, ohne dadurch in dieser Formel irgend welche 
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Veränderung hervorzurufen, n^ mit n^ +1, oder mit n^ + 2, oder 
n^ + 3 u. 8. w. vertauschen können. Setzt man n^ + 1 an Stelle 
von nj, so gewinnt jene Formel dadurch folgendes Aussehen: 

* 

Das erste im Exponenten von e auftretende Glied 

/(ni + 1, n^, ^h) 
hat, wie sich aus (4.) ergiebt, folgende Bedeutung: 

Substituirt man diesen Wcrth in die Formel (10.), so ergiebt 
sich, falls man die von den Zahlen n^, n^, n^ unabhängigen Fac- 
toren vor das Summenzeichen treten lässt: 

Diese Formel repräsentirt, ebenso wie die ursprüngliche Formel (9.), 
denjenigen Werth, welchen die Function d" für die Argumente L\y 
U^, U.^ annimmt; sie ist demnach nur als eine gewisse Umgestal- 
tung jener ursprünglichen Formel anzusehen. 

Wir wollen nun andererseits denjenigen Werth aufstellen, wel- 
chen die Function %• für gewisse andere Argumente, nämlich für die 
Argumente C/i + ^n, U^'\'\i, ^4 + ^ai aimimmt. Dieser Werth 
wird zufolge (9.) dargestellt durch die Formel: 

(12.) »{h\ + 6„, U, + ft„, U, + h,) = 

Und nunmehr ergiebt sich durch Vergleichung von (11.) und (12.) 
augenblicklich die erste Formel des nachfolgenden Systems: 

>(f^i + hu ü, + b,„ U, + 6,0 = e^**" +' ^'^ .»iU„ l\, IQ, 
(13.) »(U, + 6,„ U, + h„ U, + 6„) ='/"+2^«> .&(U„ U„ U,), 

Die beiden andern Formeln dieses Systems werden sich oifenbar in 
ganz analoger Weise ableiten lassen. 

Es ist übrigens nicht schwierig, eine viel allgemeinere Formel 
zu finden, nämlich eine Formel, welche die des soeben aufgestell- 
ten Systems als ganz specielle Fälle in sich fasst. Wir gehen zu 
diesem Zweck wieder von Formel (9.) aus, und setzen in dieser 
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Ml + «, Wa + /^j ^3 + ? 3,11 Stelle von n^, w^, n^, wo a, ^, y ganz 
beliebig gewählte, positive oder negative ganze Zahlen vorstellen 
sollen. Dadurch ergiebt sich 

Zur Abkürzung mag nun gesetzt werden: 

(15) j/'(wi,^^,W3) = /; 

l/'(«, ßy V) = ^y 
und femer 

(16) K^ + h'i ß + K6y = ^27 

hi^ + Kß + hzY = 9»' 
Multiplicirt man diese drei letzten Gftichungen der Reihe nach mit 
a, ß, y, so ergiebt sich, wie sogleich bemerkt werden mag: 

6,1 «^ + 26i5ä a/J + . . . + 633 y^ = 9i « + Va/' + 9377 
d. i. mit Rücksicht auf die in (15.) eingeführte Bezeichnung: 

(17.) 9> = 9i « + 9^2 /* + 93 y- 

Nunmehr lässt sich der in unserer Formel (14.) enthaltene Ex- 
ponent von e auch so darstellen: 

f +9 + ^(91^1 + ^2^2 + 93^3) + 

+ 2{U,n, + U,n, + U,n,) + 2{U,a + U,ß + U,y). 

iSubstituirt man diesen Werth in (14.), und lässt man zugleich die 
von den Zahlen n^, n^, n^ unabhängigen Factoren vor das Summen- 
zeichen treten, so erhält man: 

(IS.) » {U„ U„ U,) = 

_ 9+2(1/,«+ U,ß+U,y) yf+i[(U, + <p,)n,+{U,+<p,)n,+ {U,+ ^,)n,] 

Nun ist nach (9.) und mit Rücksicht auf die in (15.) eingeführte 
Abkürzung 

Wollen wir daher den Werth unserer Function O* nicht für die 
bisher betrachteten Argumente U^, U^j ü^, sondern für die Argu- 
mente E^i + 9i , U2 -\- 92; ^3 + 93 liaben, so erhalten wir folgende 
Formel: 

(19.) HU^ + <Pu U, + ip„ U, +- 9),) = 

^^/+2[(f/.+<P.)«. + (f/, + 9>,)«,+(t/,+«Ps)«,] 
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und nunmehr ergiebt sich durch Division von (18.) und (19.): 

eine Fomiel, in welcher U^ f/g, ü^ völlig beliebige Argumente vor- 
stetlen, in weldier ferner a, /3, y irgend welche ganze ZaJden sind, und 
in welcher endlich fpi, ^2y 9^3? 9 ^^ ^^^ diesen Zahlen und aus den 
gegebenen Constanten b zusammengesetzten Ausdrüclce (16.) und (17.) 
darstellen. 

Man erkennt sofort, dass diese Formel die früher in (13.) auf- 
gestellten Gleichungen als ganz specielle Fälle in sich enthält, dass 
nämlich jene drei Gleichungen aus dieser Formel (20.) sich ergeben, 
sobald man in derselben für die Zahlen a, ß, y der Reihe nach 
zuerst das Werthsystem 1, 0, 0, dann das Werthsystem 0, 1, 0, 
endlich das Werthsystem 0, 0, 1 nimmt. 

Es handelt sich nun darum, dieser allgemeinen Formel (20.) 
ein etwas einfacheres Aussehen zu geben, als es bisher der Fall ist. 
Zu diesem Zwecke bezeichnen wir die neuen Argumente Ui + 9?i, 
f^2 + 9^2> f^3 + 98 ^i^ ^i> ^27 ^3> setzcn also [vgl. (16.)]: 

(W, = U, + q>,^U,+b,,a + b,,ß + b,,y, 
(21.) \W2= U^ + q>2= U^ + b^^a + b,,ß + 623 y, 

I F3 = C/3 + 93 = C/3 + 631 a + 632/3 + 633^. 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit a, ß, y, und addirt, so 
ergiebt sich: 

W,a + W,ß + W,y = iU,a + U,ß + ü,y) + (q>,a-\- q>,ß + q>,y), 
also mit Rücksicht auf (17.): 

W,a + W,ß + W,y = iU,a + U,ß + ü,y) + <p, 
d. i. 
(22.) - 9) = iU,a + U,ß + U,y) - (F,a + W,ß + W^y). 

Mit Rücksicht auf die in (21.) eingeführten Bezeichnungen und mit 
Rücksicht auf den soeben in (22.) für — 9? gefundenen Werth ver- 
wandelt sich nunmehr unsere allgemeine Formel (20.) in folgende: 

Sind also — so können mr uns gegenwärtig ausdrücken — die 
Argumente W^, W^, TF3 mit den Argumenten IJ^j U^j U.^ durdi Glei- 
chmuien von folgender Form verbunden 
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(24.) W, = U, + h,,a + h,,ß + 6,3^, 

l Ws = C/3 + 631« + Kß + Kyy 

wo a, ß, y beliebige positive oder fiegative ganze Zalilen vorstellen, 
so wird zwisdien ^{W^^ W^, W^ und zwischen ^(Ui, C/g, C/g) jeder- 
zeit die in (23.) angegä)ene Relation stattfinden. Wir bezeichnen die 
in diesem Satze enthaltene Eigenthümlichkeit der Function d' als die 
dritte Eigenschaft dieser Function. 

Eine ähnliche Relation lässt sich übrigens auch dann leicht auf- 
stellen, wenn wir an Stelle der Argumente W^, W2, W3 gewisse 
andere Argumente F^, Fg, F3 nehmen, welche mit den ursprüng- 
lichen Argumenten U^, ü^, ü^ nicht durch die Gleichungen (24.), 
sondern durch die Gleichungen: 

(25.) lr,= U, + B.m + b,,a + b,,ß + b,,y, 

Vs=Ü3+ ^ '^i + K^ + hiß + Kr 

verbunden sind, wo A, B, f, ebenso wie a, ß, y beliebige positive 
oder negative ganze Zahlen vorstellen sollen. In diesem Falle wer- 
den Fl — ^ici, F2 — B%i, Fg — V%i zu U^y U^j U^ in genau der- 
selben Beziehung stehen, in welcher zuvor TFi, TF,, TFj zu f/i, 
U2, Uq standen. Demnach wird zufolge (23.): 

(26) ?L(^i - A^i. ._iO _ -[(Vl + U,-^nt)a + ...] 

sein. Zufolge (8.) ist aber, weil A, B, f ganze Zahlen sind, 
^(Fi-A:ri, V, — Bm, Fg - T^ri) = ^(Fi, F„ F3); 

ferner sind, weil a, ß, y ebenfalls ganze Zahlen vorstellen, die Ex- 
ponentialgrössen 

fiiccni Bßni Tyni 

e , e ^ , e ' 
jederzeit = + 1; folglich: 

kani — kani BÖ«i — Bö«t Tyni — Tyni 

e = e 7 ^ =ö y ^ =ß 

Demnach können wir die Formel (2G.) auch so schreiben: 

' Somit ergiebt sich also folgender Satz: 

Sind die Argumente Fi, V^, F, mit den Argumenten f/,, U^, T/g 
durch GleicJiungen von folgoidcr Form verbunden: 
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F^ = ü, + {B%i + «&12 + ^«^22 + rM, 
^3 = C^s + (r^ri + afei3 + /3&23 + y^aa), 

«;oA,B;r, a,i3,y helid)ige ganze Zahlen vorstellen, so wird smisclien 
den Werthen von '^■(Fj, V^, F3) und ^{Ui^ U^, U^) jederzeit die in 
(27.) angegebene Bdation stattfinden, 

OflFenbar können wir sämmtliclie Ergebnisse, zu welchen wir 
hier gelangt sind, sofort auf den Fall übertragen, dass die betrach- 
tete 'd'-Function nicht von drei, sondern von beliebig vielen Argumen- 
ten abhängig ist. Wir kommen alsdann zu folgendem 

Theorem. — Die durch die Formel 

definirte Function ^•(U,, U^, - - Up) bleibt in ihrem WertJie ungeänderty 
söl)ald man sämmtliche Argumente U,j U^, » ^ . Up in ihr Gegentheil 
umschlagen lässt; es ist nämlich jederzeit 

(A.) ^(- U,, - f7„ . . . - üp) =^{U,, U,, ... Up). 

BetracJitet man femer zwei Systeme von Argumenten U,, U^, ... Up, 
und Fj , F2 , ... Vpy welche mit einander verbunden sind durch Glei- 
chungen von folgender Form: 

(B ) ^^ "" ^^ "^ ^^^^^ "^ ^^^** "^ '^^^^^ + • • • + npbp^), 

Vp= Up+ {mpTci + nibip + n^hp + . . . + Wpfcpp), 

wo die w, n beliebige positive oder negative ganze ZaJilen vorstellen; so 
wird zunschen den Wertlien, welche die Functi<m d' für das eine und 
für das andere System annimmt, jederzeit folgende Relation stattfinden: 

Dabei ist die Summation im Exponenten hinerstreckt zu denken über 
X = 1,2, . . .p. 

Wir wollen der Vollständigkeit willen schliesslich noch die- 
jenigen Werthe der Argumente U^, U^, . . . Up zu ermitteln suchen, 
für welche die Function -9" Null wird. Zufolge der Definition ist 

(1.) ^(C/i, C^2, . . . üp) = 2 e^^^""''"^' -V, 

wo i^(Wi, fig, .. .np) zur Abkürzung steht für folgenden Ausdruck: 
(2.) i^(ni, ^2, . . . np) = ZUbnxn^nx + 2ZUr.ny., 
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in welchem die Summationen über x = 1, 2, . . .p und über A = 1, 
2, , , .p hinerstreckt zu denken sind. 

Die in (1.) angegebene Formel erleidet, wie bereits mehrfach 
bemerkt, keinerlei Aenderung, falls man die darin enthaltenen Zah- 
len n^, n^y . . . fip mit — (n^ + v^), — (n^ + v^), . . . — (n^ + Vp) 
vertauscht, vorausgesetzt, dass man unter v^, v^, . . . Vp irgend welche 
beliebig gewählte ganze Zahlen versteht. Demnach können wir an 
Stelle von (1.) auch schreiben: 

(3.) »iU„ U„... üp) = J" /(-»*•— '" -"»-"«• ---^-V, 

oder, wie sich durch Addition von (1.) und (3.) ergiebt, auch schreiben 
(4.)^(C/„Cr„...J7p) = 

A B 

Ein Aggregat von der Form e + e verschwindet, sobald die Ex- 
ponenten A und B um ein ungerades Vielfaches von 7ci verschie- 
den sind. Demnach wird die Function ^{U^j U^j . . . Up) versditvin- 
den^ sobald die Differenz 

(5.) A ^ F{—n^ — ^1, — »»2 — Vg, . . . — Wp — Vp) — F{n^, n^, . . .n^) 

für sämmtliche Werthsysteme der Zahlen n immer gleich einem un- 
geraden VielfacJien von ni ist. Nun ist mit Rücksicht auf (2.) 

-F(ni, . . .) = ^^Ixxn^nx + 2£ü^n^ 
F(— ni — Vi, ...) = ZUb^inxnx + 22J(nxZ:b^xvx) + Uüb^xv^vi 

— 22ü^n^'-22:U^v,', 

somit ergiebt sich für jene DiflFerenz A folgender Werth: 

(6.) A = 2Un^{— 2U, + Eb^xvx) + ESb^v^vx - 2mr,v,. 

Wir machen nun, was die hier gesuchten Werthe der Argumente 
ü anbelangt, folgenden Ansatz: 

(7.) 2Ux = (ix-^i + Evxb^x, 

d. i. 

(7a.) 2Ux = (ix'7ci + vibu + v^h^ + ...-[- Vp6px, 

wo [iiy fi^, . . . ^p beliebige ganze Zahlen vorstellen sollen. Alsdann 
verwandelt steh der für A gefundene Werth in: 

(8.) A = — 22;nx . ftx^i + UEbnxVxVx — £i[ixni + Zvxb^x) Vx, 

d. i. in 

(9.) A = — 27ti £nx(ix — ati U^^Vx, 

oder in: 

(10.) A= — m (2Znxiix + 2JfixVx). 
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Hieraus aber ergiebt sich, dass die Differenz A — mögen nun 
die Zahlen n beschaffen sein, wie sie wollen — jederzeit ein unge- 
rades Vielfaches von ni sein wird, sobald nur 

eine ungerade Zahl ist. Unsere Function ^ {U^, U^, ... Upj wird 
daher, falls man für die Argumente ü die in (7.) angegebenen 
Werkhe nimmt, jederzeit verschwinden, sobald die in jenen Werthen 
enthaltenen Zahlen |ü, v der Bedingung 

^lixVjt = ungerade 
Genüge leisten. Wir gelangen demnach zu folgendem 

Theorem. — Versteht man unter ftn f^2; * • * l^j» ^^*'^ ^n ^2; • • • ^jt> 
irgend tvelche positive oder negative ganze Zahlen^ welche der Bedingung 

(D-) ftii/j + /ii2^2 + • • • + f^p^i» = i^ngerade 

Genüge leisten, so wird durch die Formeln 

Ui = i(/*i . ^i + Vi 6h + ^2^21 + • • . + Vp^i^i) , 

(E.) f^2 = i(f*2 • ^« + ^1^2 + ^2*22 + • • • + Vp6p2), 

jederzeit ein Wertlisystem der Argumente l\, f^, . . . Ip dargestellt 
sein, für welcfies die Function d'(l\f U^, . . . U^ verschwindet 
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Dreizehntes Oapitel. 

Anwendung der Thetaftanetionen anf die Theorie 

der Abel'schen Integrale. 

§ 1. 

Ueber eine von den Normal-Integralen erster Gkbttnng abhängende 

Thetafonction. 

Nimmt man für die im vorhergehenden Capitel eingeführten 
Constanten b^^y b^^, . , .bpp diejenigen constanten Differenzen baxy ^^^ 
denen die Normal-Integrale erster Gattung w«, (js) in ,den Curven 6« 
(x = l,2j , , .p) behaftet sind, so ist der reelle Theil des Ausdrucks 

(1.) ftiiWi* + 26i2ni«2 . . . + b„np^ 

stets negativ [Satz (II.) pg. 247]. Demgemäss wird die mit diesen 
Constanten bax behaftete Thetareihe: 

(2.) ^(f/i, U,,.., U^) = 

convergent sein, so lange die Argumente C/j, f/g, . . . t/p endlich blei- 
ben [Satz pg. 312]. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, folgende von z abhängende 
Function 

(3.) F{Z) « # (W,(^) - 6fi, W,(;^) - G„ . . . Wp(0) ~ ffp) 

einer nähern Untersuchung zu unterwerfen. Dabei soll die rechte Seite 
in (3.) denjenigen Ausdruck repräsentiren, in welchen -©"(CTj, ?7j,...Z7p) 
sich verwandelt, sobald man daselbst C/^, {Jg, . . . Up respective mit 
Wi(jEf) — 6r,, W2(jßf) — Ggj • • • wpW ■"" 6p vertauscht; und zwar sollen 
(t,, 6r2, . . .Gp beliebig gegebene Constanten sein. 

Lässt man den Punkt is innerhalb der Fläche ^ab [also ohne 
die Curven a«, b^c zu überschreiten] in beliebiger Weise sich fort- 
bewegen, so werden hierbei die Functionen Wi(je?), ^^^(js)^ ... Wp{z) 
in stetiger Weise sich ändern, mithin z. B. auch fortdauernd endlich 
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bleiben. In jedem Augenblick der in Rede stehenden Bewegung be- 
sitzt daher die in (3.) angegebene Thetareihe einen convergenten, 
d. i. einen bestimmten endlichen Werth. Und dieser Werth wird 
sich, während jener Bewegung, Schritt für Schritt in stetiger Weise 
ändern. Die mit den Constanten (tj, G^, - . »Gp behaftete Function 

(4.) F{z) = ^{w,(z) — G,y WjW — Ga, . . . w„(;?) - Gp) 

ist also innerhalb der Fläche ^ab allenthalben eindeutig und stetig. 
Um die Werthe dieser Function am Rande von 9ia6 zn unter- 
suchen, betrachten wir zuvorderst irgend eifie der Curven a^^ a^, 
, . .ap, etwa die Curve ax. Es mögen 

Fix) = ^ (w,(A) - G„ w,(A) -(?„... Wp(A) ^ Gp), 

und F{q) = ^ (w,((^) - G„ w,{q) - G,, . . . Wpig) - Gp) 

diejenigen Werthe vorstellen, welche F(0) in zwei auf dem linken 
und rechten Ufer von ax einander gegenüberliegenden Punkten A 
und (f besitzt. Alsdann ist bekanntlich [vgl. (19.) pg. 246]: 

' K(A) — GJ = [w^{q) — GJ + m^ni, 



(5.) 



längs a«: ^ 



. [w^(A) — Gp] = [wp(9) — Gp] + Wp;ri, 

wo m^^ mg, . . . mp ganze Zahlen vorstellen, die bis auf nix, sämmt- 
lich = sind, während nix = 1 ist. Zufolge des Theorems pg. 319 
ist daher der Quotient der beiden Ausdrücke (5.)* gleich Eins. Also 

(6.) längs o,: ^ = 1. 

Bezeichnet man femer irgend eine der Curven &|, b^j . . .bp mit 
bx, und denkt man sich die beiden Ausdrücke (5.) auf diese Curve 
bx bezogen, so ist [vgl. (19.) pg. 246]: 

f K(A) - ö.] = [w,((») - G,] + 6ix, 
[w,(A) - G,] = [w,(q) -G,] + K, 



längs bxi 



[ [w,(X) - G,] = [wp(p) - G„] + b^. 

Zufolge des Theorems pg. 319 hat daher der Quotient der beiden 
Ausdrücke (5.) den Werth: 

(7.) längs 6«: J^ - «"«'''• «"^"l+f^^-^J^ 

Demgemäss kann der Satz (4.) folgendermassen vervollständigt 

werden: 

21* 
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Satz. — Die mit den wiUkürlidien Constanten G^, G^, ...Gp 
behaftete Function 

(8.) F(0) = ^(w, (^) - (?„ w,(z) - G„ . . . wp(^) ^ Gp) 

ist auf der Fläche 91, abgesehen von den Curven aj^, b^j eindeutig 
und stetig j in jetien Curven aber mit folgenden Quotienten behaftet: 

längs a«: ]p7-x = 1, 

längs 6«: J^^J = /««— «W— x(^) 

Dieser letzte Quotient ist, wie man sieht, längs b^ inconstant, 

Znsatz. — Demgemäss kann aUo F{fs) bezeichnet tverden als eine 
auf ^ab reguläre Function, welche daselbst keine Pole — wohl 
(10.) aber Nullpunkte hat. Denkt man sich die letztem in latäer elemen- 
tare NuUpunkte aufgelöst, so wird dk AnzaJil dieser elementaren Null- 
punkte [wie sogleich bewiesen werden soll] stets =p sein. 
Beweis des Zusatzes. — Nach («.) pg. 248 ist 

f dWa{X) =f dWa{Q) = bax , 



K -"K 



also insbesondere fQr <T >= x: 
(B.) f dWx(A) = r dwxio) — — öxx, d. i. = — «t. 



K ^' ''K 



Dies vorausgeschickt; bezeichnen wir jetzt die ihrer Anzahl und 
Lage nach noch völlig unbekannten Nullpunkte der Function F(z) 
mit c„c„...Ci, und die zugehörigen Ordnungszahlen der Function 
selber mit Hi, (t^, . . . (tf. Dann ist nach bekanntem Satz [pg. 105]: 

/*! + fts + ■ • • ^rf = äTi- /„ «'log F(e), 



K, 



oder, weil bei einer positiven Umlaufung von 9la6 sämmtliche Ufer- 
linien der Ströme a^, bx, und zwar die linken Ufer stromoitmr^; 
die rechten Btromaufwärts zu durchwandern sind: 

x^l «^ O^ 

oder^ mit Rücksicht auf (9.): 

/^i + f*2 . . . + ftcJ = 2^7 ]f(0 - / d[w,{X) + wx(p)]l , 
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also nach (B.): 

/*! + /«2 • • • + f*<y = 2^- (2aji + 205,2 + ... + ^(^pp), 

also, weil a^ ■= a^g = . . . = «/»p = ä« ist: 
(11.) f*i + f*8 • • • + f*<y = !>• Q-ß' d. 

§2. 

FortBetenng. Die Nullpimkte der betrachteten Thetafonetion. 

Es soll jetzt namentlich die Lage dieser unbekannten Nullpunkte 
Cj^Cj, ...C(f näher zu bestimmen versucht werden. Bezeichnet man 
die Bereiche von Cj, c^, , . ,cs respective mit U^, Ug, . . . Urf, und das 
nach Absonderung dieser Bereiche noch übrig bleibende Stück der 
Fläche 9fla6 mit ©: 

© = gt,, _ (U, + U, . . . + Ud), 
so sind nicht nur w^, Wg, . . . Wp und F, sondern auch -^ auf® ein- 

deutig und stetig. Somit folgt [Satz (4.) pg. 196]: 
(12.) f ül.'^Z^O, 

oder, was dasselbe ist: 

/^w„dlogi?'=0, 

oder, weil der Rand von @ theils aus dem Rande von 9la6y theils 
aus den Rändern von U^, U2; . . . Ud besteht: 

(13.) / YfadlogF— ^ J WadlogJF = 0, wo <J = 1, 2, . . .j). 

In genau derselben Weise wie bei früherer Gelegenheit [vgl. 
(a.), (ß,) pg. 286] findet man aber: 

J Wff d log F == 2ni . fix^^aic^) ; 
so dass also die Formel (13.) folgende Gestalt erhält: 

(14.) fti Wa (Cj) + f*a Wa (Ci) . . . + ficT Wa((?d) = ^^ / W<, d logF, 

wo <y e= 1, 2, 3, . . . p. 

üeberdies ist zufolge (11.)* 

(14a.) . /^i + f*a + ... + /^=i>; 

so dass also durch die Nullpunkte c^, c,, . . . oj im Ganzen p ele- 
mentare Nullpunkte dargestellt sind. Bezeichnet man aber diese p 
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elementaren Nullpunkte (ihrer Lage nach) mit i^j, tj^f •••• Vpf ^^ 
gewinnt die Formel (14.) folgende Gestalt: 

(15.) Wa(l?,) + W^(l?,) + ^'^(^'') = 2^/^ (Wadl0gF) = Ja, 

wo Ja als Abbreviatur dienen soll für das rechts stehende Integral. 

Um den Werth dieses Integrales Ja zu entwickeln, mögen 

einige Hülfsformeln vorangeschickt werden. Bekanntlich ist [vgl. (9.)] : 

längs Ox: w„(A) — w<,((>) = o„x, ^^ = 1, 

längs 6x: w„(A) - w„(p) = 6„«, ^^^^G^-^^W-^M^ 

Hieraus folgt: 

längs ax : d log F{q) = d log F(A), 
^^•^ längs 6x : d log F((>) = d log F(A) + 2rf Wx , 

wo dwx für e?Wx(>l), oder, was dasselbe ist, für d\<rx{fi) steht*). 
Bezeichnet man ferner die vier Eckpunkte an der Enotenstelle 
(öx, &x) mit «x, ßx, yx, Sx, so ergiebt sich sofort: 

/^^dlogF(A) = log^A^, \ 

^^dIogFW = log^. 

Die Werthe der Logarithmen rechter Hand 

sind näher angebbar mittelst der Formeln 
(«.). Man erhält in solcher Weise: 

/ d log F(A) = Mx 2ni + 2Gx - Wx(/Sx) — Wx(ax), 
/, d\ogF{k) = Nx27ti, 

^x 

wo Jlfxy Nx unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Endlich ist nach 
(B.; pg. 324: 

iß.) J ^ öfWx = — öxx = — Jti. 



ß4 <^» 



a. 



*) Es unterscheiden sich nämlich die Werte w^(l) und w^(9), welche 
w^(x;) zu beiden Ufern des Stromes b^ besitzt, von einander nur durch eine 
Constante; so dass also dw^(X) » dWj^(Q) ist; vgl. z. B. (I.) pg. 234. 
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Dies Torangeschickt, handelt es sich jetzt um die Berechnung 
des in (15.) auftretenden Integrals: 



'^<' = iii -fm 7" ^ ^°8 ^- 

ao 



Da bei einer positiven Umlaufung von 9ia6 sämmtliche Uferlinien 
der Ströme a«, b und zwar die linken stromofctmrfe, die rechten 
stromaufwärts zu durchwandern sind, so kann dieses Integral so 
geschrieben werden: 



Ja 



x=p 



J — f 



/^ (w, (l) d log F{k) - w„ (q) d log J-C^)) 



x=l 



+ L i^aW d log F{X) - W„(9) d log F(q)) 






Hieraus folgt, falls man F(q) mittelst der Formeln (ß.) eliminirt: 

/„ [wa(A) - Mo)] d log F{X) 



7- - 1 V 



x=l 



+A ([w.(A) - w,(p)] rf log F(A) - [2 w„(p)] rfw,) 



oder, falls man in der letzten Zeile das [2wo(^)] durch 

[w„(A) + w„((»)] - [w„(A) - w„(9)] 
ersetzt, und überdies die Formeln (a.) berücksichtigt: 

/ Ocix d log -F(A) 

5 2^i w l_^j^ (6,,[dlogF(A) + dw.]~[w.(A) + w.((>)]rfw.) 



also mit Rücksicht auf (y.) und (*.): 

f flf^x [Jtfx 23ri + 2Gx — Wx(l3x) - Wx(ax)] 



I — ^ 



+ boH [jVx 2Äi — ÄiJ — J, [Wtf (A) + Yfaisi)] dw, 



oder, weil die aax, niit Ausnahme von a^cr? sammtlich = 0, dieses 
üaa aber =^ni ist: 



e7.= 



2»» 



«i [Ufa 2ni + 2Ga — yfaißo) — W„(«a)] 

. + !!^7*« [-^x 2«t — « j] -/ [W„(A) + Wa((.)] dw«) 
x=l ^ "x / 



oder, falls man besser ordnet: 
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J, = (,„ _ L 2 + ,^, V-2- + J ,^ 2^i ^^'^ j J 

\ x=i -^ 

oder^ falls man den hier in der eckigen Klammer enthaltenen Aus- 
druck kurzweg [und zwar nach Riemann's Vorgang] mit Ka be- 
zeichnet: 

Ja = Ga — Ka+(Ma7ti+ ^ N,b,„) . 

^ x = l / 

Substituirt man schliesslich diesen Werth von J„ in die Formeln 
(15.), so gelangt man zu folgendem Satz: 
Satz. — Die Function 

(16.) ^(^) = ^(w,(^)-6fj, w,{z)-G,,.., w^(£r)-G,) 

besüßt auf 91 im Ganzen p elementare Ntülpunktc rjiyri^y,..i]p. Diese 
NtUlptinkie sind ihrer Lage nach unbekannt Jedoch weiss man^ dass 
zwischen ihnen und den gegebenen Constanteti G^^G^j . . .Gp die Bela- 
tionen stattfinden: 

(17.) Waini) + MV2) . . . + ^a(rip) ^Ga — Ka + (jlfaJTe + 2 ^^^A , 

^ x = l / 

= 1,2,...|), 
wo Ka die Bedeutung hat: 



(18.) 



K, = zs^<i^^. + 1; ('^. +/^ --^tz.« ,„.) , 



währettd die Mj N unbekannte ganze Zahlen vorstellen. 

Die Normalintegrale erster Gattung y^i(z), W3(^), ... yfp(z) 

sind früher in bestimmter Weise festgesetzt worden, abgesehen von 

noch unbestimmten additiven Constanten [vgl. (20.) pg. 246]. Setzt 

man also: 
(A.) w,,(jer) = Ta + o)a(^), 6 = l,2,...p, 

so darf man die (Da{^) als völlig fixirte Functionen ansehen, falls 
man nur gleichzeitig die Va als willkürliche Constanten auffasst. 

Die gegenwärtigen Untersuchungen können nun durch eine 
zweckmässige Wahl dieser Ter einigermassen vereinfacht werden. 
Substituirt man nämlich in der Formel (18.) für Wa{z) und Wx{^) 
die Werthe: 

Wa(z) = Ttf + (Xia{z), 

(B.) Wx(jef) = fx + (Xix(z)y 

dwx{z) ^=^da>x{z), 
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und nimmt man dabei Rücksicht auf die Formel (d.) pg. 326, so 
erhält man: 

Ka = (i-p)r„ + 

+ L 2 + j; I2- +J, — 2;^i— HJ ' 

WO der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck als eine jenen 
fixirten Functionen g> zugehörige Constante zu bezeichnen ist. Man 
(20.) iami somit die in (19.) enthaltene willkürliche Constante r„ der 
Art wählen, dass K„ versckwindet. 

Solches ausgeführt gedacht, reduciren sich die Formeln (17.) auf: 

(21.) wa(i?i) + wa{%) + ^ . . + w„(rjp) = G„ + [Mo ni + ^ N^ KoJ ; 

so dass also der vorhergehende Satz die einfachere Gestalt gewinnt: 
Einfachere Form des Satzes. — Die Function 

(22.) F(z) = ^ (w,(^) - G,, w,(^) - G„ . . . wp(^) - G,) 

besitzt auf der Fläche 9i im Gänsen p elementare Nullpunkte: i^j, i^^, 
. . ,rjp. Diese Nullpunkte sind ihrer Lage nach unbekannt. Jedoch 
weiss man, dass zivischen ihnen und den gcgebmen Constanten G^ G^j 
. . . Gp die Relationen stattfinden: 

(23.) Wa(l?i) 4- Wo (1^2) . . . + Wo(^;,) = Ga+ [Ma^i + J^ JVx6xaj , 

(S == 1 ^ Z f . . . Pj 

wo die M, N unbekannte ganze Zahlen vorstellen. 

Dabei ist vorausgesetzt, über die in Wj(^), vf^i^), ... Wp(jS?) 
enthaltenen additiven Constanten sei in ganz bestimmter Weise ver- 
fügt worden, nämlich in- solcher Weise, dass die Rietnann sehen ICs 
verschwinden; vgl. (20.). 

§ 3. 

Abgekürzte Beseiohnnngsweifle. 

Erste Abkürzung. — Es mag hinfort 

^{Ua) für ^{U„ C/,,... Up) 
geschrieben werden. Nach dem Theorem pg. 319 ist alsdann z. B. 

(24) ^{—Uo) = ^(JJa\ 

Betrachtet man ferner'zwei Systeme von Argumenten U^, U^, . . . 
Up und Fj, V^,.,.Vp, zwischen denen die mit irgend welchen 
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ganzen Zahlen m^, m^f , . , ntp, n^y n^y . . , vip behafteten Relationen 
stattfinden: 
/25.) Fa = Z7a + {pia Tci + ZJ^fixb^), (^ = l,2,...p, 

so ist zufolge jenes Theorems pg. 319: 

(26.) ^Va) = ^{Ua) f ^'""^ ^^^^ + ^c + «»a «0^ 

Mit andern Worten*): Sind C/,, f/^, ... JJp belidng gegebene Grössen, 
und Wj, i»3, . . . nipf w^, Wg, . . . % beliebig gegebene ganze Zahlen , so 
findet stets die Formel statt: 
(27.) » {U„ + m„ ni + 2:.n.K„) = »{U„) e-S„«„(2t^„+2»n„«, + ^,n,6„) 

Denkt man sich endlich die Formel (27.) successive för irgend 
zwei Grössensysteme Ui,U2,...Up und f//, [y, ... Up hingeschrieben, 
und die in solcher Weise sich ergebenden beiden Gleichungen durch 
einander dividirt, so erhält man die Formel: 

Dabei sind in all diesen Formeln (25.)— (28.) die Summationen 
ausgedehnt zu denken über x = 1, 2, . . . p, respective über 
6 = 1, 2, . . .p. 

Zweite Abkürzung. — Stehen irgend zwei Grössensysteme 
C/|, f/2, . . . Up und Fl, Fg, . . . Fp in solcher Beziehung zu ein- 
ander, dass 

Fl = ?7i + mi ni + Wi6,i + Wjjfcgi . . . + Wyftpi, 

(29 ) Fg = ?72 + mg 3t i + w^ftia + n^h^^ . . . + ttp&pg, 

F/) = f^p + »«p ^i + «1 6ip + n^btp . . . + »p&y.^ 
ist, wo die m, n ganze Zahlen sind, so sollen F^, F^, . . . Tp xfw 
£/i, t^2, . . , Up congruent genannt werden, und diese Congruenz 
soll angedeutet werden durch die Formel: 

(30.) V„-U„, a='l,2,...p. 

§4. 
Beilänflge S&tze. 

Aendert man die in der Function (22.): 

F(Z) = » {Wa(z) - Ga) 

enthaltenen Constanten G^yG^, . , .Gp, so werden ihre p (unbekann- 
ten) Nullpunkte VifViy-Vp ^^ Allgemeinen ebenfalls irgend welche 

*) Die neue Formel (27.) ergiebt sich nämlich ans (25.) und (26.) darch 
Elimination der F's. 
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Verschiebungen erfahren. Doch giebt es gewisse Abänderungen jener 
Gonsianten, welche keine solche Verschiebungen veranlassen. So 
z. B. gilt folgender Satz: 

Satz. — Sind irgend zwei Canstantensysteme G^yG^y..,Gp und 
G^y G2, . , . Gp unter einander in der Beziehung 

(31.) Ga^G„\ (y=l,2,...i>, 

so findet eunschen den mgelwrigen Functionen 

(32.) F{z)=^{vfa{z)^G„) und F{z) = » {w„{z) - Ga) 

die Beziehung statt: 
(33.) Fiz)^F{z)Eiz), 

UH> E{z) eine auf SRo* eindeutige, stetige und nichtverscihwindende 
Function bezeichnet, Demgemäss sind also die Nullpwnkte der beiden 
Functionen F(z) und F\z) unter einander identisch. 

Beweis. — Die vorauRgesetzte Congmenz (31.) drückt sich aos 
mittelst der Formeln: 

WO die Jlf, N irgend welche unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Hierans 
aber folgt, falls man mit (— 1) mnltiplicirt, und auf beiden Seiten w^(xr) 
zuaddirt: 

['^a W - ^<r'] - [^aW - ^a] + i^^a ^i + ^x KKa\ ^ = 1, 2. . . . p. 
Zufolge des Satzes (25.), (26.) ist daher: 



»{w^{z)-GJ _ 



Z„ N^ [2w^{z) - C?^ - G/ + M„ ni] 



die Summation im Exponenten hinerstreckt gedacht über =» 1, 2, . . . p. 
Der hier auf der rechten Seite stehende Ausdruck besitzt also die Form: 

K, + K, w, (z) + K\w,iz) . . . + K^w^iz) ^ 

wo die K*B Constanten sind, und repräsentirt also [Satz pg. 273] eine auf 
ffi^f, eindeutige^ stetige und nichtverschwindende Function. Bezeichnet man 
dieselbe mit E(z), so erhält man also: 

* (w (*) - G^) ^ » {m„(z) - G^y E{z). 
Hiermit aber ist der Satz (38.) bewiesen. 

Ein zweiter Satz, der mit dem vorigen wenigstens äusserlich 
eine gewisse Aehnlichkeit besitzt, und ebenfalls sehr leicht zu be- 
weisen ist, lautet folgendermassen: 

Versteht man unter 20^, 2G^y . . . 2Gp und 26?/, 2G/, . . . 2Gp 
zwei unter einander congruente Constaniensysteme: 

(34.) 2Ga'=2Ga + (Ma7Ci + Nibia+Nib^a... + Npbpa), tf = 1, 2, . . ./), 

$0 repräsentirt der Ausdruck 
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eine auf 9i reguläre Function 2p**' Ordnung. 

Bezeichnet man die elementaren Nullpunkte der Functionen 

(36.) respective mit i?i, ^2? • • * ^p ^***^ ^i? V27 • • • V> ^^ ^^"^ ^*^ Ordnungs- 
zahl von 0(^) iw 1^1, 1^2? •• • ^p rf^ TTer^Ä 2, /emer in tf^', iy/, .. .rjp 
den Werth — 2, w»ui «n allen übrigen Punkten der Fläche 91 den 
Werth /ki6en. Sollte zufälliger Weise einer der Vunkte i^i, i?2 • • • ^^p 
mit einem der Punkte ri^, %, ... Vp zusammenfallen, so wird die 
Ordnungszahl von (t>(z) in einem solchen Punkt =2 — 2, d. i. = sein. 

Beweis. — Dass die Function {z)t (36.), auf der Fläche 91^ regnl&r, 
und daselbst mit den genannten Ordnungszahlen behaftet ist, übersieht 
man sofort; [vgl. die Sätze (8.) und (22.), sowie auch den früheren Satz 
auf pg. 27S]. Zu beweisen bleibt daher nur noch, dass sie auch auf der 
unversehrten Fläche di regulär ist. Und zu diesem Behuf muss gezeigt 
werden, dass ihre Werthquotienten in den Schnitten a, h sämmtlich «= 1 sind. 

Sind nun X und q zwei zu beiden Ufern des Schnittes a^ einander 
gegenüberliegende Punkte, s6 ergiebt sich aus (36.)^ mittelst des Satzes (8): 

(a.) längs a-. -r-j-r ==U'^>'=c »« =1. 

* 0(9) 

Desgleichen ergiebt sich, falls l und 9 zwei gegenüberliegepde Uferpunkte 
des Schnittes b^ vorstellen: 



X 0(9) ' ' 

also, falls man für (2G^^ — 26r^') den aus (84.) folgenden Werth sub- 
stituirt: 

Diese Formeln (a.) und (ß,) zeigen, dass die in Rede stehenden Werth- 
quotienten in der That = 1 sind. — Q. e, d. 

Ein dritter Satz endlich ergiebt sich aus dem vorhergehenden 
durch Specialisirung. Macht man nämlich in (34.) die Zahlen N 
sämmtlich = 0; setzt man also 

2Ga =2Ga-\'Mo%iy 

d. i. 

Go=Ga + Mo^, <y = l,2,...i), 

so gelangt man zu folgendem Besultat: 

Sind Gl, G2, > . . Gp beliebig gegebene Constante, und M^, M^, 
. . . Mp beliebig gegebene ganze Zahlen, so repräsentirt der Ausdruck 
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(37.) <D (ä) = ' ^ ' ' "' 



»{w„{z) - \g„ + 






eine auf 91 reguläre Function 2|)*®' Ordnung, 

Bezeichnet nian die elementaren Nuüpunkte der Functionen 

respedive mit i?i , 1^3 , . • . i?p und ly/ , 1^2' , ... 1^/, 50 u^iVd die Ordnungs- 
zahl von <t>(jef) m i^^, 1^2; •• • ^p ^* TTe^r^A 2, /emer m i^/, 1^/, . . .rjp 
den Werth — 2, und in allen übrigen Punkten der Fläche 91 den 
Werth halben. 

Eine auf 9i reguläre Function von z ist aber [Satz pg. 122] 
noth wendiger Weise eine algebraische Function von z. Aus dem vor- 
stehenden Satze folgt daher^ dass die Function ^{z) eine algebraische 
ist. In der That werden wir weiterhin^ diese zwischen und z vor- 
handene algebraische Abhängigkeit, wenigstens in speciellen Fällen, 
wirklich anzugeben im Stande sein. 

§5. 

Das Hauptresultat der bisherigen Untersuohungen. 

Die Constanten G^, G^, . . . Gp können, wie sich später [vgl. 
(23.) pg. 347] zeigen wird, der Art fixirt werden, dass die Function 

F{z) = ^(w,(z) - G„ viM -G„ ... w,(e) - G,) 

identisch = wird, also stets verschwindet, welche Werthe man dem 
z auch zuertheilen mag. Eine solche scheinbare Function F(z) sub- 
ordinirt sich offenbar nicht mehr den bisherigen Betrachtungen, 
namentlich z. B. auch nicht den Sätzen (8.) und (22.). Und dem- 
gemäss haben wir diese Sätze, falls sie wirklich correct sein sollen, 
mit der nöthigen Reserve auszusprechen. Wir gelangen so (unter An- 
wendung der abgekürzten Bezeichnungsweise) zu folgendem Theorem. 

Theorem. — Defikt man sich p Constanten G^, Cr^, , . .Gp der 
Art gewählty dass die Fundion 

(A.) F{z) = ^(w,(^) - Ga) 

nicht identisch = isty so wird dieselbe auf der gegAenen Bie- 
mann* sehen Kugdfläche 9i, abgesehen von den Curven fex, eindeutig 
und stetig, in jenen Curven aber mit folgenden Quotienten behaftet sein: 

Unasb'^^^ ^2öx-w,(X)-w,(^) 
(B.) ^ "" F{if) ^ 
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Dabei bezeichnen X und q irgend jstoei am linken und rechten Ufer der 
Curve bx einander gegenüberliegende Punkte. 

Femer unrd alsdann diese Function F{z) auf der Fläche SR im 
Ganzen p elementare Nullpunkte: ly^, ly^, • - -Vp besitzen. Diese Null- 
.punkte sind ihrer Lage nach unbekannt. Jedoch weiss man, dass zwi- 
schen ihnen und den gegebenen Constanten G^, G^, . . . Gp die Rela- 
tionen stattfinden: 

(C.) Wa(l?i) + Wa(l?2) . . . + Wa(l?p) ^- Gay Ö = l,2,...p. 

Man weiss hingegen z. B. nicht, ob diese Nullpunkte durch die vor- 
stehenden Bdatiofien (C.) eindeutig bestimmt sind. Möglicher Weise 
existiren also, ausser diesen Nullpunkten, noch irgend welche andere 
Punkte, die ebenfalls den Relationen (C.) Genüge leisten. 

Dabei ist vorausgesetzt, die in ^i(z), yf^iz), . . . yfp{e) enthal- 
tenen additiven Constanten seien in solcher Weise fianrt worden, dass die 
[in (18.) pg. 328 angegebeneD] Constanten: 

(D.) K. = ^[>4z^^o) + 27^« + i_r -°w+w„(.) ^ 

2 ^_j \ 2 m*/ 5 2 / 

entweder geradezu verschwinden, oder wenigstens den Formeln ent- 
sprechen: 
(E.) • Ko^O, 6=l,2,...p. 

Das vorstehende Theorem dürfte als das Haaptresnltat der Artikel 
17 — 22 der berühmten Riemann^schen Abhandlung za bezeichnen sein. Die 
genannten Artikel 17—22 (Ges. Werke pg. 120— 127) bieten dem Verstand- 
niss keine erhebliche Schwierigkeit dar. Alsdaon aber findet beim lieber- 
gang zn den folgenden Artikeln 23, 24 etc. ein plötzlicher Sprung statt; 
wie Jeder bemerkt haben wird, der dem Studium der Riemann'schen Ab- 
handlung mit gebührender Sorgfalt sich hingegeben hat 

Jener plötzliche Sprung würde beseitigt, und eine legitime und con- 
tinnirliche Schlussfolge hergestellt werden, falls es nur gelingen wollte, 
zu zeigen, 

dass die Nullpunkte rj^^ rj^, . . . rj der Function F{z) , durch pas- 
(S.) sende Wahl der Constanten (tj, G^, . . . G , in beliebig vorgeschrie- 

bene Lagen hineingedrängt werden können. 

Versucht man aber diesen noch fehlenden Satz (S.) zu beweisen, so 
wird man auf mancherlei Schwierigkeiten stossen. 

So z. B. wird bei dem Beweise, den ich in der ersten Auflage dieses 
Werkes [Leipzig, bei Teubner 1865, pg. 484 — 486] für den Satz (S.) zu 
geben versucht habe, stillschweigend vorausgesetzt, dass die Nullpunkte 
^11 Vii ' ' ' Vp ^^^ Function F{z) bei einer Aenderung der Constanten G^ , 
^tt • • • ^o sich immer nur stetig verschieben kOnnen. Solches aber wirk- 
lich darzuthun, dürfte seine Schwierigkeit haben, namentlich in den F&llen, 
wo bei einer Aenderung jener Constanten die Nullpunkte theilweise zur 
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Coincidenz kommen, um sodann später, bei einer weiteren Aenderung jener 
Constanten, sich wieder von einander zu trennen. Und derselben Schwie- 
rigkeit begegnet man auch dann, wenn man den Satz (S.) mittelst der- 
jenigen Methoden zu begründen sucht, welche Riemann selber in seiner 
Abhandlung über das Verschwinden der Thetafnnctionen exponirt hat 
[1866. Ges. Werke pg. 198 etc.]. 

Aber selbst hiervon abgesehen, stellen einer einwnrfslosen Begründung 
des Satzes (S.) noch andere Schwierigkeiten sich entgegen. Nimmt man 
nämlich an, es sei bereits bewiesen, dass die Nullpunkte, bei einer Aen- 
derung der Constanten G^^ G^^ . . .G , nur in stetiger Weise sich ver- 
schieben*), es seien also die Nullpunkte der Function 

(«.) F(£r)-^(w„(r)- G^) 

von denen der Function 

m i\ {z) - *(w„(*) - [ö„ + dßj) 

nur unendlich wenig verschieden, und es seien demgemäss die Nullpunkte 
der erstem Function mit 171^17^, • • • ^«1 ^^^ ^^^ ^^^ letztem mit ri^-\-dri^ , 
^» + ^^8> • • • ^j, + ^»?p bezeichnet, so ergeben sich allerdings, mittelst 
des Theorems (C), die Formeln: 

(y-) w^C^Ji) + w^(i7j) . . . + w^(i7p) ^1 G„, 

= l, 2, . . .p; 

woraus durch Snbtraction folgt: 
(e ) w^' (^1) ^'?i + ^o^n%) di72 . . . + w^' i:np)ärip '"^ dG^, 

<r « 1, 2, . . .p, 
falls nämlich zur Abkürzung 

gesetzt wird. Da aber [toie oben hervorgehoben wurde] in Frage steht, 
ob die Nullpunkte von F(js) durcfi die Formeln (C.) eindeutig bestimmt 
sind, so Überträgt sich dieser Zweifel offenbar auch auf die Formeln (y.), 
(d.) und (e.). Es steht also z, B. in Frage, ob die unendlich kleinen Zu- 
wüchse drji, di7,, . . . dri durch die p Gleichungen («.) eindeutig be- 
stimmt sind. Und mn diese Frage zu erledigen, würde die Determinante 

(17.) ^%\ni) ^«'(^«) • • • ^/(^p) 

^p^ni) ^p{v%) ' • • Wp'(V . 

zu untersuchen sein. In der That würden jene dri^, dri^, . . . drj durch 
die p Gleichungen (e.) eindeutig bestimmt sein, falls sich nachweisen Hesse, 
dass diese Determinante stets von verschieden ist. Dies aber ist weder 



*) Auch wird solches zu beweisen in der That wohl möglich sein mittelst 
der von mir im sechsten Capitel dieses Werkes angegebenen neuen Methoden. 
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beweisbar, noch überhaupt richtig; denn die Determinante verschwindet 
z. B. , wenn zwei der Punkte ijj , 77, , . . . rj mit einander coincidiren. 

Hiermit dürften die Schwierigkeiten, welche einem befriedigenden 
Beweise des Satzes (S.) sich entgegenstellen, und auf welche, meines Wis- 
sens, bis jetzt von keinem Autor näher eingegangen ist, einigermassen an- 
gedeutet sein. 

Nach *vielen vergeblichen Anstrengungen zur Ueberwindung dieser 
Schwierigkeiten habe ich mich schliesslich veranlasst gefunden^ den Satz 
(S.) vorläufig ganz fallen zu lassen, und den Uebergang zu den Riemann- 
sehen Artikeln 23, 24 etc. auf einem andern Wege zu versucheif. Dieser 
Weg, bei welchem der Satz (S.) nicht zu Anfang, sondern erst im weite' 
ren Verlauf der anzustellenden Betrachtungen zum Beweise gelangt*), soll 
in den folgenden Paragraphen dargelegt werden. Dabei sei noch bemerkt, 
dass eine vorläufige Mittheilung über den hier einzuschlagenden Weg von 
mir bereits erfolgt ist in den Berichten der Königl. Sachs. Ges. d. Wiss. 
vom 10. Decbr. 1883. 

§ 6. 

Betraohtungen für den speoiellen Fall jp >= 3. 

Wir setzen !> = 3, verstehen also unter 

d'{üa) die Function ^{U^jU^y U^). 

Uebrigens werden die Resultate, zu denen wir fQr |) = 3 gelangen^ 
später sofort auf den Fall eines beliebigen p übertragbar sein. 

'Es seien irgend drei Constanten A^y A^, A^ gegeben, von solcher 
(1.) Beschaffenheit, dass ^{Aa), mithin aucfi d'{ — Aa) von Null verschie- 
den ist. 

Markirt man also auf 9i einen festen Punkt x in willkürlicher 
Weise, so wird 

im Punkte sf = x den von Ntdl verschiedenen Werth ^{ — A„) an- 
nehmen, mithin zur Kategorie derjenigen Functionen gehöreu, die 
nicht identisch Null sind, und die also dem Theorem pg. 333 sich 
ohne Weiteres subordiniren. Zufolge dieses Theorems besitzt daher 
F{0) auf SR im Ganzen drei elementare Nullpunkte fj, rj', r(\ die zu 
den in F{z) enthaltenen Constanten [wa(x) + Aa\ in der Beziehung 
stehen: 

somit ergiebt sich der Satz: 



*) Es ergiebt sich n&mlich die Richtigkeit des Satzes (S.) mittelst des 
Theorems (22.), pg. 347. 
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Entsprechen drei Constanten A^^A^^Ä^ der Bedingung*) 'ö^(^^)=j=0, 
odeVj was dasselbe, der Bedingung d'{ — ^^)=j=0, so können dieselben 
stets in folgender Weise dargestellt werden: 

(2.) Aa^ — Wct(x) + Wa(ri) + Wa(l?') + Wa(l?"), 

<y=l,2,3, 

wo von den vier Punkten x wnd r^, ri\ iy" der erste ad libitum zu 
wätden ist. 

Es seien jetzt B^,B^, B^ und C^, C^y CZ, beliebig gegebene Con- 
stanten. Welche Werthe dieselben auch haben mögen, stets werden 
die Ausdrücke 

^{Ba + Z) und ^{B,j + Ca + Z) 

durch Vergrösserung von Z beliebig gross gemacht werden können, 
wie solches aus der Natur der Function -9" unmittelbar folgt. Denkt 
man sich nun dieses Z so gross gemacht, dass beide Ausdrücke 
=1=0 sind, so ist [zufolge des Satzes (2.)]: 

Ba + Z^rzwa (rf) + Wa(l?') + Wa(??") — Wa(x), 
und ebenso: 

Ba + Ca + Z:- W.(H) + W,(H') + W,(H") - Wa(K), 

WO iy, ri'j r\\ X und H, H', H", K passend zu wählende Punkte vor- 
stellen. Aus den beiden letzten Formeln folgt durch Subtraction: 



Ca :::== ' 



[w„(H) + w„(H') + w„ (H") + w„ (x)]| 

[Wa (V) + Wa iv) + Wa in') + Wa (K)] , 



SO dass man also, unter nachträglicher Abänderung der Buchstaben, 
zu folgendem Satz gelangt : 

Drei ganz beliebig gegebene Constanten Cyy Cg, C^ sind stets in 
folgender Form darstellbar: 

(3 ) C ^l f''^^') + ""^("'^ + ""^ ('"^ + ""^ ^'"'^^ 1 

6= 1,2,3, 

wo c, c\ c", c"' und d, d\ d'\ d'" passend zu wähletide Punkte vor- 
stellen. 



*) Ebenso wie das Zeichen »> zur Bezeichnung der Gleichheit dient, ebenso 
soll andererseits das Zeichen =1= zur Bezeichnung der Ungleichheit dienen. 

Neu mann, Abersche Integrale. 2. Aufl. 22 
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§ 7. 

Fortsetznng der den speciellen Fall p = 3 betreffenden 

Betraohtnngen. 

Wir wollen jetzt insbesondere solche Constanten A^, Ä^y A^ 
untersuchen, die der Bedingung 

(4.) ^{Aa) = ^{- Aa) = NuU 

entsprechen. Dabei sind mehrere Fälle zu unterscheiden, je nach 
der Beschaffenheit der mit A^y A^j A^ behafteten Ausdrücke: 

=^{wa{c) — ^„{y) — A„), 

*, = ^{^a{c) + Wa(Ci) — wa(y) — wa(y,) — Aa)y 

(5.) *2 = %'(^a{c) + Wa(c,) + WaCCg) — W„(y) — W^f^j) — Vf a{y^ ^Aa), 



hier sollen c, Cj, Cg, ♦ . . c«, . . . und y, y^, y^» • • • y«> • • • irgend 
welche Punkte auf der Fläche SR vorstellen, die auf dieser Fläche 
beliebig verschiebbar sind. 

Was zuvörderst den Ausdruck O betrifft, so wird entweder irgend 
ein Lagensystem der beiden Punkte c, y existiren, für welches =f= 
ist. Oder aber es wird <t> stets = sein, welche Lagen man jenen 
beiden Punkten auch zuertheilen mag. In solcher Weise ergeben 
sich zwei Hauptfälle, die angedeutet werden können durch die For- 
meln: 

L «4=0, 

IL <t) stets = 0. 



(6.) 



Der letiste Fall kann von Neuem in zwei Fälle zerlegt werden, je 
nach der Beschaffenheit des Ausdruckes Oj. Entweder wird näm- 
lich irgend ein Lagensystem der vier Punkte c, c, , y, yj existiren, 
für welches «i =}= ist. Oder aber es wird Oj stets = sein, welche 
Lage man jenen vier Punkten auch zuertheilen mag. Demgemäss 
ergeben sich jetzt im Ganzen drei Fälle, die angedeutet werden kön- 
nen durch die Formeln: 

L <D=t=0, 

(7 ,) II. stets = 0, «1 =4= 0, 

III. stets = 0, Ol stets = 0. 

Der letzte dieser Fälle kann seinerseits von Neuem in zwei Fälle 



(8.) 
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zerlegt werden, je nach der Beschaflfenheit von Og; wodurch sich 
alsdann im Ganzen vier Fälle ergeben: 

L 04=0, 

IL stets = 0, <t>i4=0, 

III. ct> stets = 0, 01 stets = 0, 02 =|=. 0, 

IV. stets = 0, 01 stets = 0, 02 stets = 0. 

Zerlegt man jetzt den letzten Fäll von Neuem in zwei Falle, je 
nach der Beschaffenheit von 03, so erhält man im Ganzen fünf 
Fälle: 

L 0=4=0, 

II. stets = 0, 0, =4= 0, 

(9.) III. stets == 0, 0, stets = 0, 0^ =)= 0, 

IV. stets = 0, 01 stets = 0, 02 stets = 0, 03=J=O, 

V. stets = 0, 01 stets = 0, 02 stets = 0, 03 stets = 0. 

All diese Formeln (6.), (7.), (8.), (9.) sind nur andeutender Natur, 
lind, ohne grosse Weitläufigkeit, wobl auch schwerlich präciser ansdrück- 
bar. Es ist eben im Gedächtniss zu behalten, dass z. B. durch „(1) = = 0** 
angedeutet sein soll, es existire irgend ein Lagensystem der beiden Punkte 
c, y, fiir welches nicht verschwindet; und dass andererseits durch 
„0 stets ==» 0" angedeutet werden soll, es existire kein derartiges Lagen- 
system der Punkte c, y, es sei vielmehr stets «» 0, welche Lage man 
^ den beide Q Punkten auch zuortheilen mag. Analoge Bedeutungen haben 

dfe Formeln „Oj =\- 0" und „0| stete = 0" mit Bezug auf die vier Punkte 
c, Cit Yi Vi' — U. 8. w. ü. s. w. Im Folgenden werden übrigens statt der 
Buchstaben c, q , . . . y, yj , . . . zuweilen die Buchstaben ^, i?i , . . . f , f, , . . . 
gebraucht werden. 

Durch die Eintheilung (6.) sind offenbar alle überhaupt nur 
denkbaren Fälle erschöpft. Gleiches gilt von der Eintheilung (7.), 
ebenso von (8.) und von (9.). Wenn wir also z. B. die in (9.) an- 
gegebenen /an/* Fälle der Reihe nach discutiren, so werden wir hier- 
mit alle überhaupt möglichen Fälle erschöpfen. Dies wollen wir in 
der That thun, indem wir jene fiinf Fälle der Reihe nach durch- 
mustern. 

I. Fall.* — Alsdann sind, nach (9.), zwei Punkte c, y angebbar, 
für welche die Formel =|= 0, d. i. die Formel 

( A.) d- (wa(c) - w^ (y) -Aa)=^0 

stattfindet. Diese beiden Punkte c, y wirklich markirt gedacht, wird 
also die Function 

22* 
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im Punkte z = c nickt verschwinden, mithin zur Kategorie derjenigen 
Functionen gehören, die dem Theorem pg. 333 sich subordiniren. 
Zufolge dieses Theorems besitzt daher F(z) auf 91 im Ganzen drei 
elementare Nullpunkte. Einer derselben liegt in y; denn für is = y 
geht F{z) in d-{— Aa) über, und dieses '9'(-- Äa) ist = [zufolge 
der Voraussetzung (4.)]. 

Bezeichnet man die beiden übrigen Nullpunkte mit ^ und rj\ 
so finden, zufolge des citirten Theorems, die Formeln statt: 

woraus folgt: 

(A A.) ^<r ^ W^W + Wa(l?'). 

IL Fall. — Alsdann ist, nach (9.), stets = 0, d. i. - 
(B.) »(w„{z) - wa{t) — Aa) stets = 0; 

und gleichzeitig sind alsdann, nach (9.), vier Punkte c, c^ y, yi 
angebbar, für welche die Formel 0^ =^ 0, d. i. die Formel 

(B'O ^ (Wa{c) + Wa{c,) - W^(y) — Wa{y,) ~ ^a) #= 

stattfindet. Diese vier Punkte wirklich markirt gedacht, hat also 
die Function 

F{Z) = HWa{z) + Wa{c,) - Wa(y) ~ Wa(y,) ~ Aa) 

im Punkte z =^ c einen nicht verschwindenden Werth. Sie subordi- 
nirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt daher auf 91 im 
Ganzen drei elementare Nullpunkte, von denen übrigens zwei sofort 
angebbar sind, nämlich in y und y^ liegen [wie aus (B.) folgt]. 

Bezeichnet man also den dritten Nullpunkt mit iy, so werden für 
y, y, und iy, zufolge des citirten Theorems, die Formeln stattfinden: 

woraus folgt: 

(BB.) Aa = yfa{c,) + Wa(ri). 

Erlänternng. — Wir haben soeben behauptet, dass zwei Nullpunkte 
der Function F{z) unmittelbar angebbar seien, nämlich in y und y^ lie- 
gen. Diese Behauptung würde hinfällig werden, falls y und y^ mitein- 
ander coincidiren sollten; so dass also unsere Betrachtung der aUgemeinen 
Gültigkeit zu entbehren scheint. 

Nimmt man aber an, die Prämisse (B'.) sei erfüllt für zwei mitein 
ander coincidirende Punkte y , y, , es sei also der Ausdruck 

(«.) » (w^(c) + w^(c,) - 2 w^(y) - A^) =|= 0, 

80 wird der Ausdruck 

(p.) ^ (w^(c) + w^(Cj) — w^(y) — w^(y + dy) - AJ 
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von jenem Ausdrucke (a.) nur unendlich wenig verschieden^ mithin eben- 
falls =1= sein. Dabei ist unter (y -{- dy) ein beliebiger Nachbarpunkt 
von y zu yerstehen. 

Ist also die Prämisse (B'.) für zwei miteinander coincidirende Punkte 
y, yj erfüllt, so werden stets zwei nicht coincidirende Punkte y, y^ an- 
gebbar sein^ für welche sie ebenfalls erfüllt ist. Und hieraus folgt, dass 
die vorhin angestellten Ueberlegungen ausnahmslos gültig sind. 

IIL Fall. — Alsdann ist, nach (9.), 0^ stets =0, d. i. 

(C.) d' (W^-Sr) + Wa(^i) - Wait) — Wa (ti) — Äa) stets = 0; 

und gleichzeitig sind alsdann, nach (9.), sechs Punkte c, c^, c^, 
y, y^, y^ angebbar, für welche die Formel O^ =|= 0, d. i. die Formel 

stattfindet. Dabei können die drei Punkte y, ^1,^2 ^'^ ^^^ einander 
verschieden angesehen werden [zufolge der vorhergehenden Erläu- 
terung]. 

Alsdann aber hat die Function 

im Punkte z = c einen nicht verschwindenden Werth [wie aus (C.) 
folgt], Sie subordinirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt 
daher drei elementare Nullpunkte, die übrigens sofort angebbar sind, 
nämlich in y, Ti, y^ liegen [wie aus (C.) folgt]. 

Nach dem genannten Theorem finden daher die Formeln statt: 

wa(y) + wa(yi) + Wa(y2) = 
woraus folgt: 

(C C.) . Aa^Wa (Cj) + Wa (c^) . 

IV. Fall. — Alsdann ist nach (9.), O^ stets =0, d. i. 
(D.) »( ^"(^) + w„(..) + w„(.,) \ t,t3_0; 

\— W^(g) — Wa(S,) - ^a(Q — Aa) 

und gleichzeitig werden alsdann, nach (9.), acht Punkte c, c^, Cg, C3, 
y, yj, y^, yg angebbar sein, für welche die Formel <|>3=|=0, d. i. 
die Formel 

(D'.) % ( ^""^^^ "^ ^""^^'^ "^ ^''^^^ "^ ^"^^^ ' ^ =4= 

\— wa(y) — Wo (yi) — wa (ya) — WoCyj) — -ä^/ 

stattfindet. Dabei können die vier Punkte y, y, , yg, ya stets als 
von einander verschieden angesehen werden [zufolge der Erläuterung 
auf pg. 340]. 
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Alsdann hat die Function 



\— Wa(y) — Wa(yi) — Wö(y2) — w<,(yg) — Ao) 

im Punkte ;e? = c einen nichtverschtoindenden Werth [wie aus (D '.) 
folgt]. Sie subordinirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt 
daher drei elementare Nullpunkte. Dies aber steht im Widerspruch 
mit der Thatsache, dass die Function jP(^?) in den vier Punkten y, 
Vi9 72} y» zu Null wird [wie solches unmittelbar aus (D.) sich er- 
giebt]. Die Annahme dieses IV. Falles führt also zu einem Wider- 
spruch. Folglich ist der IV. Fall unmöglich. 

V. Fall. — Alsdann ist, nach (9.), Oj stets = 0, d. i. 
(E.) ^ / ^^ (') + ^'^ (^i) + M^^) + M^.) \ 3tets = 0. 

\— Wa (g) — Wa (gl) — Wa (g^) — ^o (Ss) " ^o/ 

Sind nun B^, B^, B^ willkürlich gewählte Constanten, so wird man 
die acht Punkte ^, ^i, ;s^2? ^3> g> Su 62; &j [zufolge des Satzes (3.)] 
stets so placiren können, dass sie, in Verbindung mit den gegebe- 
nen Constanten A^, A^, ^3, den Formeln entsprechen: 



Ba+Aa^ 



— . 



WaW + y^aiz^) + Wa(^2) + "^aih) 
— Wa(g) — W^(gi) — yfaiii) — W^(g3) 

wodurch die Formel (E.), [vgl. (25.), (26.) pg. 330], übergeht in: 

-»•(jBa) stets = 05 

was nicht möglich ist, weil J?,, JBg, B^ ganz tvillkürlich gewählte 
Constanten vorstellen. Der V. Fall führt also zu einem Wider- 
spruch, und ist daher unmöglidi. 

Von den fünf Fällen, die auf Grund unserer Voraussetzung (4.) : 

discutirt sind, und die zusammengenommen alle überhaupt denkbaren 
Fälle erschöpfen, haben sich also die beiden letzten als unmöglich 
herausgestellt, während die drei ersten zu den Formeln (AA.), (BB.), 
(CC.) hinführten: 

(AA.) Aa ^ Wa(l?) + Wa(l^')> 

(B B.) Aa = yfa{Ci) + Wa(iy), 

(CC.) Aa = Wa(c,)+W (C,).. 

Demgemäss gelangt man zu folgendem Satz: 
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Entsprechen drei Constanten Ä^, A^, Ä^ der Bedingung ^{Aa)^=^0, 
so können dieselben stets in folgender Weise dargestellt werden: 

(10.) Äa-^Wo{c) + y^a{c), (J = 1, 2, 3, 

wo c und c passend zu wählende Punkte vorstellen. 

§ 8. 

Allgemeine Sätze über die Thetafunctioneii. 

Dass die in den beiden vorhergehenden Paragraphen erhaltenen 
Resultate sofort auf den Fall eines beliebigen p übertragbar sind, 
unterliegt keinem Zweifel. Man gelangt in solcher Weise, von (2.) 
. und (10.) aus, zu folgenden Sätzen: 

Erster Satz, — Entspredien die Constanten A^, A^j , ..Ap der 

Bedingung 

(11.) ^(^^)=|=0, 

so sind dieselben stets darstellbar in der Form: 

Aa^ — Wa(c) + Wff(Ci) + Waip^) • • • + W«,(Cp), 

<y = 1, 2, . . .p; 

wo von den Punkten c, Cj, c^, . . . Cp der erste ad libitum gewählt 
werden darf. 

Zweiter Satz. — Entspreehen die Constanten A^, A^, . . . Ap der 

Bedingung 

(12.) ^(J,) = 0, 

so sind dieselben stets darstellbar in der Form: 

Aa ^'Wa{Ci) + ^oic^) • • • + Wa(Cp-i), 

Ö = L y J f . , , Py 

WO Cj, Cg, . . . Cp—i passend zu tvahlende Punkte vorstellen. 

Wir gehen über zur Begründung zweier verwandter Sätze. Sind 

p Constanten A^, A^, . . . Ap beliebig gegeben, so sind nur zwei 

Fälle denkbar. Entweder nämlich wird die mit diesen Constanten 

behaftete Function 

F{d) = H^a{p)-Ao) 

identisch Null sein, für jedwedes z. Oder sie wird nicht identisch 
Null sein. 

Ist, um mit dem letztern Fall zu beginnen, die Function F(z) 
nicht identisch Null, so wird dieselbe dem Theorem pg. 333 sich sub-, 
ordiniren, mithin im Ganzen p elementare Nullpunkte: C|, c^, . . .Cp 
besitzen, welche den Formeln entsprechen: 

(«.) A^ ^ ^a{Ci) + Wa(c,) . . . + Wa(<V»)- 
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Ist andererseits die Function F{z) identisd^ Null, so wird, falls 
man unter js^ irgend welche feste Lage des Punktes z versteht^ stets 
die Gleichung stattfinden: 

mithin auch die Gleichung: 

^{Aa — w„ (;8fo)) = 0. 
Hieraus aber folgt durch Anwendung des Satzes (12.): 

(ß) Äa — WaK) =^ Wc(Ci) + W„{c^) ... + W^(c^-i), 

WO Cj, Cjj, . . . Cp-1 passend zu wählende Punkte vorstellen. 

Diese Formeln (a.) und (ß.) fahren respective zu folgenden 
beiden Sätzen: 

Dritter Satz. — Shid die Constanten A^, Ä^, . . . Ap von solcher 
Beschaffenheit, dass die Function 

(13.) F(i) = HM^)-^o) 

nicht identisch Null ist, so sind dieselben stets in folgender Form dar- 
stellbar: 

Aa ^ Wa(Ci) + WafCg) . . . + Wc(Cp), 
6= 1,2, ...1), 

wo c^y c^, . . . Cp passend m tmhlende Punkte vorstellen. 

Vierter Satz. — Sind die Cmistanten A^, A^, . . . Ap von solcher 
Beschaffenheit, dass die Function 

(14.) F{z) = »(w„{is)-A„) 

identisch verschwiyidet, für jedwedes z, so sind dieselben durch die 
Formeln ausdrückbar: 

Aa ^ w„ (c,) + w„ (Cg) . . . + W„(Cp), 

6= l,2,...p, 

tvo einer der Punkte c, , Cj, . . . Cp ad libitum gewählt u^erden darf; 
so dass also unendlich viele diesen p Formeln entsprechende Punkt- 
systeme Cj , Ci, ... Cp existireti werden. 

Sind also z. B. irgend welche feste Punkte a^, «^, . . . ap ge- 
geben, von solcher Lage, dass die Function 

(15.) F(0) = ^{wa{z) - [w„(a,) + Wa(a,) . . . + w„(a^)]) 

identisch verschunndet, für jedwedes e, so wird stets ein zweites Punkt- 
system ßi, ß^y , . . ßp existiren, welches zu jenem ersten aj, a^, . . . ap 
in der Beziehung steht: 

(16.) Wö(ai) + vfaia^) ... + Wa(«p) = ^oißi) + Wa(/Sj,) . . . + Wo(ft,). 
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Dass dieses zweite Punktsystem so gewählt werden kann, dass es 
von dem ersten verschieden ist^ unterliegt keinem Zweifel. Denn 
zufolge des letzten Satzes darf einer der Punkte ß^, ß^y . . . ßp ad 
libitum gewählt werden. 

Hieraus aber folgt [unter Anwendung des Satzes (15.) pg. 284J 
sofort^ dass die Determinante 

(17.) A («!,«„ . . . cfp) 

= ist. Setzt man also nachträglich Cj, c^, - . . Cp für a^, a^j , . . ccpy 
so gelangt man zu folgendem Resultat: 

Fünfter Satz. — Sind irgend weldie festen Punkte Cj, r^, . . . Cp 
gegeben, von solcher Lage, dass die Function 

F{Z) = -^(Wrr (ß) — [Wa (c,) + W^ (cj . . . + Wa(c^)]) 

identisch verschwindet, für jedwedes z, so wird die Determinante 

(18.) A(Ci,C2, ...Cp) 

nothwendig = sein. 

An diesen letzten Satz sehliessen sich weitere Ueberlegungen 
an. Sind nämlich die festen Punkte c^^ c^, , . . Cp so gewählt, dass 

die Determinante 

(A.) A(c,,C2, ,.\Cp)=^0 

ist, so kann die Function 

(B.) F{Z) = -^(W^;^) - [W„(cj + W„ (C^) . . . + ^aiCp)]) 

niemals identisch verschwinden] denn sonst müsste [zufolge des vor- 
hergehenden Satzes] A (cj, Cg, . . . (^) == sein, was der gegenwär- 
tigen Voraussetzung (A.) widerspricht. Die Function F(ß!) wird 
daher dem Theorem pg. 333 sich subordinirei), mithin p elementare 
Nullpunkte Vi^Vif - '% besitzen, welche den Formeln entsprechen: 

(C.) Wa(l?i) + Wa (%) . . . + ^oiVp) ^ Wa(c,) + Wa(Cj) . . . + Wa{Cp). 

Und hieraus folgt sofort, dass i^n 1727 • • • Vp ^^^ ^19 ^^ . . . ^ iden- 
tisch sind. Denn wären diese Punktsysteme von einander verschie- 
den, so würde aus den Formeln (C), [unter Anwendung des Satzes (15.) 
pg. 284], folgen, dass A(C|, c^, . . . c^) = sei, was der gegenwär- 
tigen Voraussetzung (A.) widerspricht. 

Alles zusammengefasst, gelangen wir daher zu folgendem ein- 
fachen und wichtigen Resultat: 
• Seclister Satz. — Sind irgend weldie festen Punkte c^, c^, . . . Cp 

gegeben, von solcher Lage, dass 

(19.) A(c,,c,, . . . Cp)s^O 

ist, so wird die Function 
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(20.) F{z) = ^ (ma{z) - [w.((?,) + wafe) . . . + w,(c,)]) 

niemals identisch verschwinden. Und gkidizeitig werden alsdann 
die p Nullpunkte dieser Fwwtion durch c,, Cg, ... Cp dargestellt sein. 
Entsprechen also Cj, c,, ... Cp der Voraussetzung (19.), so wird 
z, jB. ^ (— [Wö((?i) + WaC^g) ... . + w«(cp_i)]) fwthwendig = sein, 
mi/Am 

(21.) -a- (Wa(Ci) + Wa(C2) . . . + Wa(Cp-i)) 

ebenfalls = sein. 

§ 9. 

FortsetBung. Aufstellung sweier sehr allgemeiner und einfacher 

Theoreme. 

Bevor wir weiter gehen, sind zuvörderst die schon mehrfach 
discutirten Determinanten [vgl. pg. 253 und pg. 280]: 



(«.) 



JLJ l C| , Ca , • • • Cpj *~— 



<(Cj) WgXCg) 



und 



(ß>) 



w/(c,) w/(ca) 

Wi(Ci) W,(C2) 
W5j(Ci) Ws,(Cj) 



Wj'(Cp) 



^l(<i,) 

^i(Cp) 



. Wp(Cp) 

Da Wa(z) zur Ab- 



einer weiteren Untersuchung zu unterwerfen 

kürzung steht für — ^ — , so wird [vgl. {€.) pg. 280] das w„(c) 

stets identisch mit w/(c) sein, falls nur c weder einen Windungs- 
punkt von 9t, noch auch einen der in 9t bei z ^= oo liegenden 
Punkte vorstellt. Und demgemäss wird, so lange die p Punkte 
c^, 02) . . . Cp dieser Restrictiou unterliegen, auch die Gleichung statt- 
finden : 
(y.) A (c,, Cg, . . . Cp) = D (Ci, t'sj, . . . Cp). 

Hieraus aber folgt, dass der auf pg. 255 fiür D gefundene Satz 
ohne Weiteres auf die Determinante A übertragbar ist-, wodurch 
man zu folgendem Resultat gelangt: 

Repräsentirt @ irgend einen Theil der Fläche 91, und setzt 
man voraus, dass dieser Plächentheil @ frei sei von den Polen der 
Functionen 
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ferner frei sei von den Winduugspunkten der Fläche SR, sowie auch 
von den in 91 bei j? = cx) liegenden Punkten, so sind innerhalb @ 
stets p Punkte c^yC^, . . ,Cp angebbar, für welche 

(*.) A (c,,C2, . ..Cp)=|=0 

ist. Auch wird man alsdann auf @ um die Punkte q, (^g, . . . Cp (als 
Centra) Kreislinien von solcher Kleinheit beschreiben können, dass 
die Determinante 

{e,) A (j?!, z^j . . . Zp) stets =4= 

bleibt, welche Bewegung man den Punkten z^,z>^,,.,Zp innerhalb 
jener p Kreislinien auch zuertheilen mag. 

Denkt man sich also diese Punkte c^j c^, , . . Cp nebst ihren 
Kreislinien wirklich construirt, so gilt für alle innerhalb dieser 
Kreise liegenden Punkte z^jZ^j..,Zp die Formel (f.), und folglich, 
nach Satz (21.), auch die Formel: 

Die hier auftretende, von z^, z^f - Zp-^i abhängende Function 

%^ (yfa{z^) + Wa(i^2) • • • + ^^(^p-l)) 

ist aber, so lange diese Variablen innerhalb 9ta6 bleiben, durchweg 
eindeutig und stetig. Aus ihrem Nullsein innerhalb jener Kreise 
folgt daher [mittelst des Satzes (1.) pg. 101], dass sie auf ^ab oU- 
enOialben = ist, mithin auch auf 91 selber. Man gelangt somit 
zu folgendem einfachen Satz: 
Theorem. — Der Ausdruck: 

(22.) d^ (wa(jefi) + ^„(z^) . . . + w„(^^i)) 

ist stets =0, ivelche Lage man den p — 1 Funkten z^y z^, . , . Zp-i 
auf der Fläche 91 auch zuertheilen mag. Diesem Theorem kann 
sofort folgender Zusatz beigefügt werden: 

Zusatz^ — Markirt man auf 91 im Ganzen (p — 2) feste Funkte 
Cj, Cg, . . . Cp^% von ganz unlUcürlicher Lage, und setzt man 

(23.) Go = — [Wa(Cj) + W„(Ci) . . . + yfn(Cp^2)]y 

SO unrd die mit diesen Constanten G^ G^, . . .Gp heJuiftete Function 

F{z) = »iw„(z)-Go) 

identisch verschwinden^ nämlich = sein, tvelcJie Lage man dem 
Funkte z auf der Fläche 9i auch zuertlieilen mag. Hiermit aber 
ist die zu Anfang des fünften Paragraphs [pg. 333] ausgesprochene 
Behauptung als richtig constatiri 
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Femer gewährt das Theorem (22.) die Mittel zur Vervollstän- 
digung des früheren Theorems pg. 333^ wie sogleich gezeigt 
werden soll. 

Es seien G^^G^j , . ,Gp gegebene Constanten von solcher Be- 
schaffenheit; dass die Function 

(A.) F{si) = Hy^a{z) - Ga) 

nicJU identisch verschwindet Die Function F(0) besitzt alsdann^ 
zufolge des Theorems pg. 333, p elementare Nullpunkte i^j, ijg, 
' * »rjp] und diese genügen den Formeln: 

(^•) 6ra = Wa(iyi) + WaCl^a)... + Wa(^^). 

Leicht lässt sich nun zeigen , dass ausser diesen Nullpunkten 
Vi) Vi} ' - - Vp ^** weiteres die Formeln (B.) befriedigendes Punkt- 
system H|, Hg, . . . Hj9 existiren kann. Denn existirte ein solches, 
fanden also die Formeln statt: 

Ga = W^(HJ + WaCHa) . . . + Wa(H^), 

SO würde die Function F(js\ falls man diese Werthe der Ga sub- 
stituirt, die Gestalt annehmen [vgl. (33.) pg. 331]: 

F{z) = E . ^{Yfa{d) - [w,(Hi) + Wa(H,) . . . + w,(Hp)]r, 

wo E einen endlichen und nicht verschwindenden Factor vorstellt. 
Zufolge des Theorems (22.) müsste daher F{z) z. B. verschwinden 
für jgf = Hj, ebenso für z =^H^y u. s. f. Dies aber widerspricht der 
von uns in (A.) gemachten Voraussetzung, dass F{ß) nictU identisch 
verschwinden solle. Denn zufolge dieser Voraussetzung kann F{z)y 
ausser den p Nullpunkten i^^, ^y- »Vpj keine weiteren Nullpunkte 
besitzen [Theorem pg. 333]. Wir gelangen somit zu folgendem 
Resultat: 

Theorem. — Sind die Constanten G^, G^, , , ,Gp von solcher Be- 
schaffenheit, dass die Function 

(24.) F{z) = ^ {Yf„(z) - Ga) 

nicht identisch verschmttdet, so existirt stets ein, und immer nur ein 
einziges den Bedingungen 

G„ = Wa(i^,) + w„{ri2) . . . + ^aiVp) 
entsprechendes Punktsystem ri^, ^2; • • • Vp- 

Dieses so bestimmte Punktsystem repräsentirt die p Nullpu^ikte 
der Function F(z). 

Die im achten Paragraph erhaltenen Resultate lassen sich 
mittelst der Theoreme (22.) und (24.) wesentlich erweitern und ver- 
vollständigen. So z. B. ergiebt sich der 
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Satz. — EntsprecJten irgend toelche Constanten A^y A^, , , . Ap der 
Bedingung: 

(25.) ^ {Aa) = 0, 

50 sind dieselben stets in der Farm darstellbar: 

Aa — Wa(c,) + Wa(c^) . . . + Wa(Cp-i), 

tf = 1 y 2y . • . Pj 

wo Cj, Cj, . . . Cp_i passend m wählende Punkte repräsentiren. Und 
versteht man, umgehehrt, unter A^, A^, > * > Ap irgend welche Grössen, 
die der Darstellung (26.) fähig sind, so werden dieselben stets der Be- 
dingung (25.) Geniige leisten. In der That ist der erste Theil dieses 
Satzes nur eine Wiederholung des zweiten Satzes pg. 343; während 
der zweite Theil direct aus dem Theorem (22.) sich ergiebt. 
Setzt man ferner 

(«.) Aa = WeT(Ci) + Wa(C2) . . . + Wa(V-l), 

WO Cj, (»2, . . . Cp_i willkürlich gewählte Punkte vorstellen, so ist nach 
dem Theorem (22.): d' {Aa) = 0, mithin: 

d'{—Aa) ebenfalls =0. 

Hieraus aber folgt, mittelst des Satzes (25.), (26.), dass die 
Constanten (— -4^), (— A2), . . . ( — Ap) in die Form versetzbar sind: 

(ß.) — Aa^^ Wa(di) + Waidi) ... + Wa{dp^i), 

WO J], ^2; * • • ^^1 passend zu wählende Punkte vorstellen; so dass 
man also schliesslich durch Addition der Formeln («.), (ß.) zu fol- 
gendem Resultat gelangt: 

Satz. — Sind {p — 1) Punkte c^, c^, ... Cp— 1 beliebig gegeben, 
so werden stets (jp — 1) andere Punkte d,, d^, . . . dp_i existiren, die 
zu jenen in der Beziehung stehen: 

[ W<r (Ci) + Wer (Cg) . . . + Wa (V-l)] + [^a (^i) + yfa{d^ . . . + W^ {dp-i)] = 0, 

(^'^•) <y = l,2,...;?. 

Es sei ferner «j, «2, . . . «p irgend ein Niveaupunktsystem einer 
auf SR regulären Function p^' Ordnung f(z), und ß^ ein auf SR unll- 
kürlich markirter Punkt. Alsdann werden stets (p — 1) andere 
Punkte ßi, ß%j ' ' • ßp existiren, welche mit ß^ zusammengenommen 
ein zweites Niveaupunktsystem von f{z) repräsentiren; so dass also 
[zufolge des Theorems (A.) pg. 277] die llelationen stattfinden: 

J'V"(A)-w„(a,)]=0, 
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d. i. die Relationen: 

Mßi) - 2^ M^j) ^ - [^o{ß,) + y^a(ßs) . . . + Mßp)l 

ö = if 2f , , . p. 

Hieraus aber folgt mittelst des Theorems (22.) sofort: 

J = p 






Beachtet man also, dass ß^ willkürlich markirt wurde, so gelangt 
man zu folgendem 

Satz. — Eepräsentiren aj, «j», . . . «p irgend ein NiveauptinJä- 
System einer auf SR regtClären Function p^^ Ordnung, so wird die 
Function 

(28.) F(g) = d^ {wa{z) - [v^aM + Wa{a,) . . . + Wa{a^)]) 

identisch verschwinden, nämlich Null sein für jedwede Lage des 
Punktes z. 

In analoger Weise ergiebt sieh, wie leicht zu übersehen, für 
die Functionen {p — 1)**"" Ordnung ein analoger Satz, nämlich fol- 
gender 

Satz. — liepräsnitiren «,, «^, . . . a^-i ein Niveaupnnlctsystem 
einer mif^ regulären Function (p — 1)**' Ordnung, so wird die Function 

(29.) F(3, g) = d' (wo(^) - w,rg) - fw.(«j) + w„(«,) . . . + w,.(a^^,)]) 

identisch verschwinden, nämlich Null sein für jedwede Lage der 
beiden Punkte z und g. 

Desgleichen ergiebt sich für reguläre Functionen {p — 2)**' 
Ordnung folgender 

Satz. — Eepräsentiren a,, a^, ... ap_2 ein Niveaupunktsysieni 
einer auf^ regulären Function (p — 2)*®' Ordnung, so wird die Function 

(30.) 1X^,5, ü=*( -"(;) - -"(Ö - -"(f.) ) 

identisch versdiwinden, nämlich Null sein für jedwede Lage der 
Ihmkte z, g und fj. 
U. s. w. U. s. w. 

§ 10. 

Vorlänflge Bemerkungen über das Jaoobi'sehe Umkehrproblem. 

Auf der Fläche SR mögen p feste Punkte c,, c^,..,Cp und p 
hewegliclw Punkte Zi, z^, ... Zp gedacht werden. Diese letzteren 
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mögen mit den complexen Variablen Ui, U^, . . » Up verbunden sein 
durch die Gleichungen: • 

*i *» p 

»I «« P 

(1.) J^^i + f^^2 • • • + f^^2 = f^2> 



c 



/dwp + /rfwp ... 4- /rfwp = Op; 

und zwar sollen in diesen Formeln je p übcreinandersteliende In- 
tegrale ein und dieselbe Integrationscurve besitzen; so dass also im 
Ganzen nur p Integrationscurven sich Vorfinden, die erste auf helie- 
bigem Wege gehend von c^ nach ^j, ebenso die zweite von c^ nach 
^2} u. 8. f., endlich die letzte von Cp nach iSp. Diese p Curven sind, 
was ihren Verlauf auf der gegebenen Flache 91 betriflFt, völlig will- 
kürlich und von einander unabhängig zu denken. 

Es sollen nUn, wenn c^, Cg, ... Cp gegeben sind, die variablen 

(2.) Punkte z^, z^, ... Zp als Functionen der variablen Grössen U^y U^, 

... Up dargestellt werden. So lautet das Jacob V sehe Umkehrproblem, 

Man kann übrigens dieses Problem, seiner äusseren Form nach, 
mehrfach ändern, so z. B. dadurch, dass man statt der Integrale 
die eindeutigen w's einführt. Für die Integrale der A**" Vertikal- 
reihe gelten, in dieser Beziehung, die Formeln: 



•a 



Jdw, = w,(0*) - w^ (c) + Jtfj(*>Äi + N,m,, + N^m,, ... + Np^')bp^, 



'h 



m /rfW2 = W,(;8f*) - W,(C0 + W^i + Ni^'^K + N^^^'K - + -2^/^'>^2, 



ßwp=wp{z,) - wp(c,) + Mp('^xi + N,(')btp + N,('^hp...+ Npmpp, 



'h 



wo die M^^\ N^^^ unbekannte ganze Zahlen sind, deren Werthe von 
dem Verlauf der Integrationscurve Ca . . . ^ä abhängen. [Vgl. (Y.), 
(Y,.) pg. 293]. 
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Substituirt man nun die Ausdrücke (3.) in die Formeln (1.) 
des Jacobi'schen Problems, und bedient man sich dabei zur Ab- 
kürzung des Zeichens ^^ [vgl. (30.) pg. 330J, so erhält man: 

Wi(^l) + Wi(i8l2) . . . + Wi(^p) _ [Wi(cJ + Wi(C2) ... + Wi(Cp)] + f7i, 
(4.) W2(^,) + W^{Z^) . . . + W^{jSp) --- [W2(C0 + W^(C^) . . . + WgCCp)] + ^2, 

Wp(j^,) + Wp(£?2) . . . + Wp(£fp) I^ [Wp(c,) + Wp(C2) . . . + Wp(Cp)] + Up . 

Das Jacöbtsdie UmJcelirprohlem besteht also darin, die diesen Formeln 
(4.) entsprechenden Punkte ^i, ^2> • • • ^p ^'* ermitteln, falls die rechten 
Seiten der Formeln [nämlich Cj, c^, ... Cp und f/j, f/g? • • • ^J 9^' 
geben sind. 

Bezeichnet man daher diese gegebenen rechten Seiten kurzweg 
mit Fl, Fg, ... Vp, so kann man das Problem einfacher so aus- 
sprechen: 

Es sollen, falls p Grössen F,, Fg, ... Vp in beliebiger W^ise 
gegeben sind, auf der Fläche SR p Punkte e^, e^, . . , Zp ermittelt 
werden, die den Formeln entsprechen: 

Wi(^l) + Wi(^2) • • • + Wi(^p) = F,, 

(5.) W2(^l) + W2(^2) • • • + WjC^p) = F2; 



Wp(^l) + Wp(^2) • • • + Wp(^p) = Vp, 

Dass ein diesen Anforderungen entsprechendes Punktsystem 
z^, z^, ... Zp stets existirt, folgt unmittelbar aus dem dritten und 
vierten Satz pg. 344. Zugleich ergiebt sich dabei; dass je nach den 
augenblicklichen Werthen von Fj, Fg, ... Vp ztvei Fälle zu unter- 
scheiden sind. Denken wir uns nämlich (des bequemeren Aus- 
druckes willen) die augenblicklichen Werthe der Variablen F^, Fg, 
. . . Fp fixirt, die Variablen also in ein System von Constanten ver- 
wandelt, so werden diese Constanteti F,, V^, ... Vp 

entweder von solcher Beschaffenheit sein, dass die Function 

F{z)=^{v,a{z)-- Va) 

identisdi verschwindet, für jedwedes z. Alsdann existiren nach dem 
vierten Satz pg. 344 unendlich viele den Formeln (5.) entsprechende 
Punktsysteme jer^, z^, ... Zp, der Art, dass man einen dieser Punkte 
unUkürlicJi wählen darf. 

Oder aber: Jene Constanten V^, Fg, . . . Vp sind von solcher 
Beschaffenheit, dass die Function F{z) niM identisch verschwindet. 
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Alsdann existirt nacli dem Theorem pg. 348 nur ein einziges den 
Formeln (5.) entsprechendes Punktsystem z^^z^, , . , Zp. Auch wird 
dieses eine System alsdann, zufolge des genannten Theorems, nichts 
anderes sein, als das NuUpunktsystem der Function F{z), 

Dieser zweite Fall ist offenbar der im Alhfenfieinen stattfindende, 
und der erste nur ein Ausnahmefall. Dem gemäss kann man sagen: 

Das JavoMschc VntkehyrohUm hesteht im Allgemeinen in der 
(6.) Auffindung der p elementaren Ntdlpunhtc der mit p gegebenen Con- 
stanten F^, V^, ... Vp Mtafteten Function ^ (wn(z) — T',). 
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Vierzehntes Oapitel. 
Die Umkehrang der hyperelliptischen Integrale erster Cfattang. 

Will man die allgemeine Riemann'sehe Theorie auf das Um- 
kehrproblem der hyperelliptischen Integrale anwenden, so handelt es 
sich dabei im Wesentlichen nur um die wirkliche Berechnung der 
in den betreffenden Normalintegralen vorhandenen additiven Con- 
stanten. Diese sind im Sinne der Rieraann'schen Theorie zu fixiren, 
also der Art zu bestimmen, dass die betreffenden i^s [vgl. den Satz 
pg. 329] verscihwindeii. 

Eine derartige Bestimmung der in Rede stehenden additiven 
Constanten wurde bereits im Jahre 1863 von mir ausgeführt*), 
mittelst einer Methode, die in der ersten Auflage dieses Werkes 
von Neuem und mehr in extenso dargelegt ist. Auch in der gegen- 
wärtigen zweiten Auflage werde ich an der dort gegebenen Methode 
festhalten, dieselbe aber wesentlich vereinfachen**). 

§ 1. 

Die hyperelliptiflclien Integrale erster Gattung. Die betreffenden 

Normalintegrale. 

Es sei: 

(1.) f{z) = (z- (j,) {8 - h,) {z - g^} {z — Ä,) ...{z- gp^i){z — hp^^), 

wo die g, h beliebig gegebene cmnplexe Constanten vorstellen, die 
jedoch alle von einander verschieden sein sollen; ferner sei: 

(^•) s = Vfiz). 

Diese letztere Function ist alsdann [Satz (13.) pg. 83] eindeutig 
ausbreiibar auf einer zweiblättrigen Riemann'sehen Eugelfläche 91, 
die (2;) -|- 2) Windungspunkte ^j, Ä^, g^^ h^, . . . (/p+i, hp^i und 



*) Neumann: Die Umkehrung der AbeVschen Integrale ^ Halle, im Verlag 
der Bnchbandluog des Waisenhauses. 1863. 

**) Man findet die definitive Bestimmung jener additiven Constanten in 
(40.) pg. 367. Dieselbeu sind dort mit l^^^ bezeichnet. 
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(p + 1) Uebergangslinien <7,Äi, ffJ^^y • • • 9v-\-iK+i besitzt. Auch 
ist sie auf dieser Fläche 91 überall stetig, bis auf zwei bei z = oo 
liegende Pole. Sie ist also eine auf 91 reguläre Function. [V^gl. die 
Definition pg. 117.] Ueberdies besitzt sie in je zwei übereinan- 
(3.) derliegenden Punkten der Fläche 9i entgegengesetzte Werthe [vgl. 
pg. 80—84]. 

Bemerknng. — Sind N und N die Grundzahlen der Fläche 9i und 
der zugehörigen punktirten Flüche % so ist nach pg. 181 und 186: 

N =2p + 1 und N ==- 2p. 

Demgemäss ist [vgl. pg. 186] 3^ (2p + ^Yfach und 91 selber 2 p- fach 
gusammenhängend. — Die Fläche 9i kann durch gewisse Schnitte a^, b^^ 
c^, von denen die (dem Fall p = 3 entsprechende) Figur pg. 179 eine 
deutliche Vorstellung giebt, in eine einfach zusammenhängende Fläche ver- 
wandelt werden. Hinsichtlich jener Schnitte mögen die Bezeichnungen 
3^rt» ^6» ^a6» ^abc ^^® früher festgesetzten Bedeutungen haben [vgl. die 
Bemerkung pg. 185]. 

Da nun s eine auf 9i reguläre Function vorstellt, so wird 
[Satz pg. 113] jeder Ausdruck von der Form 

(4.) 9 = Ratf, (5, z) 

wiederum eine auf 9t reguläre Function sein. Alle Integrale von 
der Form 

(5.) J(p dz = J'Ratf. (5, z) ' dz 

sind daher ÄbeVsche Integrale [vgl. die Definition pg. 198]. Und 
insbesondere sind die Integrale von der Form: 

(6.) /^' q='l,2,3,...p, 

als Abel'sche Integrale erster Gattung zu bezeichnen [vgl. (£.) pg. 209], 
Definirt man also Wq(z) mittelst der Formel: 

(7.) W,{g)=f'SL±^ [31^], 3= 1,2, 3,... i), 



8 



80 wird diese Function Wtf(z) [zufolge des Theorems pg. 217] auf 
der Fläche 9i, mit Ausnahme der Curven a^, K (x = 1,2, ...p), 
eindeutig und stetig, in diesen Curven aber mit constanten Differenzen 
behaftet sein. Die in solcher Weise definirten Functionen 

(8.) W.iz), )r,W, ... W,{z) 

sind, wie man leicht übersieht, linear unabMngig, nämlich der Art, 
dass zwischen ihnen keine lineare Gleichung mit constanten Coeffi- 

cienten möglich ist. 

23* 
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Existirte nämlich eine solche lineare Relation, fönde also die fi!r 
z identische Gleichung statt: 

(«.) c, w, (z) + c, ir, («)... + c^w^ip) = c, 

wo die C\ irgend welche Constanten sind, so miisste, wie hieraus dnrch 
Differentiation und mit Rücksicht auf (7.) sich ergiebt, auch folgende iden- 
tische Gleichung stattfinden: 

Hieraus aber würde folgen, dass C, , C^, C3, ... C sämmtlich = sind. 
Und hierdurch würde die Formel (a.) aufhfiren eine Relation zwischen 
den IF's vorzustellen. 

Die Annahme der Existenz einer Relation (or.) führt also mit Noth- 
wendigkeit zu der Folgerung, dass eine solche Relation nicht existiri 
Q. e. d. 

Da nun die Integrale erster Gattung W^(d), W^{z)y ... Wp{z) 
von einander linear unabhängig sind, so ist [Satz (16.) p. 245] jedwedes 
der Fläche 91 zugehörige Integral erster Gattung w{z) ausdrückbar 
durch die Formel: 

(9.) w{z) = m + Z<i> W^{z) + P») W^{z) . . . + l<p) Fp(^), 

« 

wo die Z's constante Coefficienten vorstellen. Dieser Darstellung 
sind mithin z. B. auch die sogenannten p Normalintegräle 

(10.) Wi(0), W2(^), ... Wp(^) 

fähig; so dass man die Formeln erhält: 

(11.) ^a{z) = la^'^ + W' W, iz) + U^^ W^{Z),,. + lo^P) Wj,{z), 

== 1, 2, 3, ... jo. 

Bekanntlich sind [vgl. den Satz (20.) pg. 246] die p Normal- 
integrale völlig bestimmt, bis auf additive Constanten. Folglich 
/.^ vsind in den Formeln (11.) die Coefficienten lo^^\ l„^^\ . . . IJp^ völlig 
bestimmt^ die l„^^^ hingegen willkürlich. Ferner ist bekannt, dass die 
p Normalintegrale von einander linear imabhängig sind [Satz (21.) 
pg. 247]. Hieraus folgt sofort, dass die Determinante 

Z/i) Z/2) . . . 1,<P^ 
k^') l,('> . . . ?,(/» 



(IIb.) 



L = 



7 (1) r(2) Tip) 

Vn vp ... i'n 



von versdiieden ist. 

Man kann übrigens die Formeln (11.) mit Rücksicht auf (7.) 
auch so schreiben: 
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dz 



(12.) w„(^) = /„w + J(/o''' + /«'*>« + /.,'=" ^* . . . + lo^"^z'>-') "/ , L9i«*J, 



oder mit Rücksicht auf (2.) auch äo: 



(13.) 



%tl>„{z) dz 



wo alsdann ti>a{ß) die Bedeutung hat: 
(13a) i>„{z) = /„") + /„(="^ + ;„(="2* . . . + U"hP-K 

Aus (12.), (13.) folgt durch Differentiation nach e: 



(14.) 



Markirt man daher auf SR irgend welche p Punkte q, c,, . . . Cp, 
so erhält man für die zugehörige Determinante D (c^^ c^, ... Cp)^ 
pg. 253, mit Rücksichtnahme auf (Hb.) den Werth: 

1. C| C| • • • C| 



(15.) 



-^ V^l) ^21 * ' ' ^p) 



VfM Ac.) rr./xcp 



1. C/«i Oq • • . c^ 



1 Cn Cm • . • w/*^ 



und hieraus folgt, dass diese Determinante nur dann verschmndcii 
(15a.)/»a«n, wenn zwei der Punkte c^, c^, . . . Cp mit einander zusammen- 
fallen, oder aber einer von ihnen ins Unendliche rückt. 

Was ferner die aus den w<,(cj), Wo(c5j), . .. Wa(r;>) zusammen- 
gesetzte Determinante A (c^, Cg, . . . c^), pg. 280, betrifft, so ergeben 
sich für Wa(c) verschiedene Formeln, je nachdem der betrachtete 
Punkt c von sämmtlichen Punkten gj, hjj oo verschieden ist, oder 
aber mit einem dieser Punkte coincidirt, [vgl. pg. 280J. Im crsteie^i 
Fall wird: 

während andererseits im letztem Fall die betreffenden Formeln fol- 
gendermassen lauten: 

«,. 2^„(^) _ 2t/,, (Ä) _ 

Vf (üj) Vf (V 

wo f\z) für -^^ steht. Dabei gilt in der letzten Formel das 

Zeichen + oder — , je nachdem man von den beiden auf 91 bei 
z = oo übereinander liegenden Punkten den einen oder andern in 
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Betracht zieht. — Angesichts dieser Formeln erkennt man nun 
(16.) leicht, dass jene Determinante A(c,, Cg, . . . c^,) nur dann vcrscliunn- 
den lann, wenn zwei der Punkte Cj, Cg, ... Cp miteinander zusam- 
menfallen. 

§2- 
Die Werthe der Normalintegrale erster Gattung in den 

Windungspunkten. 

Wir schicken unsern Betrachtungen zwei leicht zu beweisende 
Hülfssätze voraus. 

Erster Hülfssatz. — Sind z und Z irgend zwei im obern und 
(17.) unter 71 Blatte der Fläche 91 übereinanderliegende Funkte, so gelten 
für die Normalintegrale Wi(;er), w^ijs), , . , yfp{z) die Formeln: 

y^aiz) + W<y'(^) = 0, (y = 1, 2, . . ./?. 

Zweiter Hülfssatz. — Construirt man in der Fläche 9i einen 

beide Blätter durchdringenden y dabei aber die Ströme a«, bx, (x = 1, 

(18.) 2, . . .p) vermeidenden Schnitt, und bezeichnet man die am Anfang und 

Ende dieses Sdinitts übereinanderliegenden Punkte respective mit z^j Z^ 

und z^y Z^y so gelten die Formeln: 

'>'^o(Zi) + Wa(Z,) = \y„{z^) + w„(Z2), <y = 1, 2, . . . j). 

Beweis des ersten Satzes. — Aus (12.) folgt durch Differen- 
tiation nach z sofort: 

w; (Z) = [/a(^) + U^^Z + la^'^z' ... + IJP^ZP-'] ~ . 

o 

Die Function s hat aber [vgl. (3.)J in je zwei übereinanderliegen- 
den Punkten z, Z entgegengesetzte Werthe, während der in der eckigen 
Klammer enthaltene Ausdruck in beiden Punkten gleiche Werthe 
besitzt. Q. e. d. 

Beweis des zweiten Satzes. — Der im zweiten Satz angegebene 
Schnitt liefert zwei in den beiden Blättern übereinanderliegende 
und die Ströme ax, 6x(x = 1, 2, . . .^)) vermeidende Curven c, C, 
von denen die eine die Punkte z^ und z^y die andre die Punkte Z, 
und Z^ verbindet. Da nun w„{z) auf der Fläche 9t, mit Ausnahme 
der Ströme «x, &x(x = 1, 2, . . .|)), überall eindeutig und stetig ist, 
diese Eigenschaften also z. B. auch längs c, und ebenso längs C 
besitzt, so ist: 

^Ja) — ^Vn(^i) = J d\Sa{z)= J W„\z)dz, 

(«.) 

7 Z 

w„(Z,) - ^y,(Z,) ==fdw„{Z) = /Vc^) dZ; 



^1 
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(ß-) 



ir.) 



dabei sind unier g, Z irgend zwei übereinanderliegende Punkte der 
Curven c, C zu verstehen, und die Integrationen hinerstreekt zu 
denken über alle Punkte der Curve c, respective über alle Punkte 
Z der Curve C. Zufolge des schon bewiesenen Satzes (17) ist aber: 

Somit folgt durch Addition der beiden Formeln («.): 

twa(^2) - M^i)\ + [M^2) — M^i)] = 0. - (;>. e. iL 

Wir wollen diese Sätze znnächst in Anwendung bringen auf den 
speciellen Fall p = S, also auf diejenige Fläche 3i, welche der schon 
früher [pg. 179] entworfenen Zeichnung: 



ff.! 



(A.) 



(B.) 




M2 



ttl 



entspricht. In dieser Fläche 9i lässt sich, von ^, nach A, hin, ein beide 
Blätter durchdringender Schnitt fähren, der im tuücrn Blatt gar keinen 
der Ströme a^, &^, und im ohern Blatt lediglich den Strom dj , und zwar 
von Q nach /l, d. h. vom rechten zum linken Ufer überschreitet. Dieser 
Schnitt g^\ ist in der nächstfolgenden Zeichnung durch die krumme 
Linie g^gth^ angedeutet. Die beiden Punkte X und q sind also durch den 
Strom a, von einander getrennt, während die darunter liegenden Punkte 
A und P überhaupt nicht von einander getrennt sind, weder durch den 
Strom Oj, noch durch irgend einen andern der Ströme a^, b^. Derogemäss 



ist also: 



WaW~^%(rt = Oaii 



hingegen: 



w„(A) 



w„(P), 
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(C.) 



(D.) 



(E.) 



(F.) 



(H.) 



(I) 




Tl^^a^ 



WO a,,j die in (19.) pg. 246 festgesetzte Bedeutung hat. Bringt man nun 

den Satz (18.) auf die Scbnittstrecke g^g in Anwendung, so erhält man: 

w„(^x) + w^(ö.) = w„(q) + w^(P), 

oder, weil g, ein Wiodungspunkt ist, mithin g^ ^^ ^^N^^^ 
und G^ ein und denselben Punkt repräsentiren : ^\^ 

2w„((7.) = w^(9)+w^(P). 1^ 

In gleicher Weise liefert der Satz (18.) in seiner 
Anwendung auf die Schnittstrecke l/»i die Formel: 

WaW + n(A) = 2w„(Ä,). 

Adilirt man aber diese beiden Formeln (C), (D.), so folgt mit Rücksicht 

auf (B.): 

2[w^(Äi) — w^(^,)] = a„y 

Nun lässt sich weiter in der Figur (A.) durch beide Blätter der Fläche 
hindurch ein Schnitt \lgQl'g^ führen, welcher im obera Blatt nnr die 
Ströme b^ und b^ , im nntem Blatt aber gar keinen 
Strom überschreitet; wie solches in beistehender 
Zeichnung genauer angegeben ist. Der Satz (18.) 
liefert alsdann für die drei Schnitt^trccken (^jX), 
{9Q)i {^' 9t) respective die Formeln: 

2w„(Ä,)^w^(Z) + w„(A), 
w„((?) + w,,'P) = w„(q ) + w^CP-), 
^a(^')+Wo(A')^2w„(i;,). 

Addirt man aber diese drei Formeln, und beachti t, 
dass w^,(A) = w^(P) und w^(A') =» w,,(P') ist, so jj^' 
erhält man: * 

2K(A,)-w„r<7,)] = 

« [w,(X) - w„(p)] - [w^,!^) - w,(^')], 

wo 6^^, 6^2 ^^® ^° (^^0 PS* 246 festgesetzte Bedeutung haben. 

In ähnlicher Weise wie die beiden Formeln (E.) und (F.) ergeben 
sich, auf Grund der Figur (A.), im Ganzen folgende acht Formeln, näm- 
lich die zu (E.) analogen Formeln: 

2[w^(/*s) — w^(^,)] = fl„2. 
2[w^(/'s) - w„((73)] = a„3, 
2[w^(Ä,) - w„(<7,)] == - (a„i + a^ + a^j); 

und die zu (F.) analogen Formeln: 

(2K(</,) - w^(/t,)] « b„^ - 6„p 
2K(i73) - w„(ÄJ] 
2[w^(^,) - w^(/i3)] 




^3 - ^02' 







V;3» 



2[Wa(ü'.) - »„(M 



*al - 0. 



Das Umkehrproblem der byperelliptiscben Integre. 



361 



(19.) 



Diese beiden für den Fall /) = 3 {j^eltendeo Formelsysteme (H), (!•) 
sind nun sofort auf den Fall eines beliebigen p übertragbar. 

Für den Fall eines gattss heUd)igen p erhält man oflFenbar, an 
Stelle von (H.), das System: 

2[vvn(Ai) - Wa(//i)] =a„i, 

2[w„(h^) — Wo(^i)J = a„2, 

2[yfa{hp-i) — Wa(//^i)J = a„j^i, 
2[vr„{lfp) — yfo((/p)] = Onj,, 

» 

und andererseits, an Stelle von (I.), folgendes Fornielsystem: 

2[w<i(^i) — w«(Ai)] = bo2 — hni, 



(20.) 



bnp 





• ftny,-l , 







'>op , 


&ol 




0. 



(21.) 



2[WrT(/7yO - W„(//^_i)l = 

2rWe,C%,+ l) — W^/f^OJ = 
^2[W„((/,) — Wa(Ap4.l)J = 

Die Addition aller Formeln der Systeme (19.) und (20.) giebt die 
identische Gleichung = 0. Demgemäss repräsentiren also die 
{2p + 2) Formeln (19.) und (20.) im Ganzen nur (2^? + 1) 
Gleichungen. Und mittelst dieser (2p + 1) Gleichungen kann man nun 
die {22) + 2) unbekannten Werthe 

yro(gj), yfa{hj), i= 1, 2, 3, . ..(i> + 1), 

auf c/wen dieser Werthe, z. B. auf y^o{ffi) reduciren. Man erhält 
in' solcher Weise*): 

2^o{ffi) = 2w„((7i) + \boi — hol], 
2w„{g^) = 2 Wo {ff i) + [h„2 — bai -{- a„t\, 
2w„(^8) = 2wa(/7|) + [6o3 - h„i + aal + ofnal, 



2Wo((/;;) = 2Wa(ffi) + [hap — b„i + rt«i + a„2 h CXap^i], 

2w„(gp^_l) = 2 Wa(r/,) + [0 — boi + «al + »02 1- «nj.- 1 + aap], 



*) Die erste der Formeln (21.) ist, wie man sieht, eine identische^ und nur 
der Symmetrie willen zugefQgt. 



{22.) 
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und ferner: 

2wa(Ai) = 2w„{g^) -f {b„i — loi + a„il, 
2wa(h^) = 2w„{g^) + 16^2 — Ki + a„i -f anal, 

2wn(A^) = 2Wa(S'i) + [&<^3 — hol + öal + «o2 + «as], 



2Wö(A^) = 2wa(5f,) + [b„p — &rti + a„i + aoa + Oa3 h «a/,1, 

2w.(/iH-i) = 2wa((7,) + [0 - &„i]. 

Beachtet man, dass aaxt j^ nachdem <r, x gleich oder ungleich 
sind, den Werth ix oder besitzt [vgl. (19.) pg. 246], dass mit- 
hin die Summe 

jederzeit = in ist, so rcducirt sich die letzte der Formeln (21.) auf: 
(23.) 2wa((7jH-i) = 2w„((7i) + \ijt — boi]. 

Bildet man ferner die erste der Gleichungen (21.) für cy== 1, die 
zweite för 6 =» 2, die dritt« für cf =^ 3 u. s. w., und beachtet man 
dabei wiederum die eigenthOmlichen Werthe der aax, so erhält man: 

2wi(«7,) = 2w,(<7.) + [&„-«•„ I, 
2ws,(*/ä) = 2wg(jr,) + f6gj - i„], 



2wp(i?/.) = 2w,(i7,) + [6,p — 6,,]; 

demgemüss gilt also ganz allgemein för jedwedes 6 die Formel: 
(2 1.) 2^„{g„) = 2w„(i/,) + [b„„ - 6„il. 

Endlich ergiebt sich durch Subtraction von (23.) und (24.): 

*-■>•) 2[w„(5r„) — w„(^p+i)] = l„„ — in. 

In allen diesen Formeln (19.), (20.), (21.), (22.), (23.), (24.), (25.) 
repräsentirt 6 eine beliebige Zahl aus der Reihe 1, 2, 3,...^. 

§3. 

Bestimmung der in den Normalintegralen enthaltenen additiven 

Oonstanten. 

Die betrachteten Integrale Wj(;gf), yf^i/)^ ... w^,(;gr) sind fvergl. 
(lla.)| völlig bestimmt bis auf die in ihnen noch enthaltenen will- 
kiihrlichen additiven Constanten ?/®>, l^^^^ . . . Ijf^K Bevor wir nun 
an das Umkehrproblent der genannten Integrale näher herantreten, 
erscheint es zweckmässig, zuvörderst über diese additiven Constanten 
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der Art zu vertilgen, wie es für die Anwendung der Theta/undionm 
geboten ist. 

Versteht man unter Ctj, 6?^, . . , Gp wiUkihikh gegebene Con- 
stanteu, so werden bekanntlich [Theorem pg. 333J die Nullpunkte 
1^1, i?a, ... ^/» der Function 
(26.) F{z) = H^a{e) - Go) 

den einfachen Formeln entsprechen: 

(27.) vi„{ri,) + w„(i/j) 1- w„(iyp) _ Gay <y = 1, 2, . . ,p, 

falls es nur gelingt, jene in den w's enthaltenen additiven Con- 
stanten /i^**>, Z^^"^, . . . Ijf^^ der Art zu bestimmen, dass die Congruenz- 
bedingungen erfüllt sind: 

(28.) K.^ ., - + ^ (y + niJi, 2 '^'^'^J - ^^' 

x^^l ^ "x 

a == 1,2, , . .2)' 

Dabei dienen die Buchstaben Kn nur als AbbrfTiatitr zur Bezeich- 
nung der links vom Congruenzzeichen {-^) stehenden Ausdrücke. 
Es handelt sich zuvörderst um die wirkliche Bildung der Con- 
gruenzen (28.), d. i. um die wirkliche Berechnung der Ausdriicke K„. 
Die in (28.) unter dem Integralzeichen stehenden k und q repräsen- 
tiren irgend zwei zu beiden Ufern des Stromes b^ einander gegen- 
über liegende Punkte. Demgemäss ist also: w„(A) — Wo((>) = h„x, 
oder etwas andei*s geschrieben: 

(X.) W«(P) = Wr,(^) — 6nx. 

Diese Formel gilt für zwei beliebige zu beiden Ufern von 6» einan- 
der gegenüberliegende Punkte p, A, und ist also [vgl. die Figur 
pg. 326J z. B. auch anwendbar auf die Punkte a«, ßg] wodurch 
sich ergiebt: 

ry\ w„(«x) = w„(/5^) — box- 

Dabei repräsentiren x und ö beliebige Zahlen aus der Reihe i, 
2, . . . j>. Macht man insbesondere x = a, so folgt: 

/^\ yfn(cc„) = vr„{ß„) — b„„. 

Schreibt man jetzt den Ausdruck K^ von Neuem hin, indem man 
daselbst für Wa((») und w„{a„) die Werthc (x.) und (z.) eintreten 
lässt, so erhalt man: 

^29.) K„ = w„(^„) - '- + J (";- + jj* [w„(A) - ';4/ w,). 

x = l ^ •^ *'x^ -* 
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Bekanntlich ist aber [vgl. (B.) pg. 324J: 

^ Somit folgt; 
(30.) K„ = w„ (^„) _ ^ + " V (ft,,, 4- -i. A,) , 

WO Ax das Integral bezeichnet: 

Dabei ist es einerlei, ob man uliter dem dw^ das Differential rfwx(A) 
oder das Differential rfwx((>) versteht. Denn Wx(A) und Wx((>) unter- 
scheiden sich längs b^ nur durch eine additive Constante; so dass 
also jene beiden Differentiale glcidiwerthig sind Zur Fixirung der 
Vorstellung mag gesetzt veerden: 

Um nun dieses Ax zu berechnen, markiren wir innerhalb der 
einfach ztisamtnenliängenden Fläche %ao einen beliebigen Punkt jSq, und 
verstehen unter f{z) das von Zq ausgehende und in seiner Bewegung 
auf ^abc beschränkte Integral 

(A.) f{z)=Jyf„{z)dyf,{z), [^^]. 

Die so definirte Function f(s) ist alsdann [Satz (8.) pg. 197J inner- 
halb "Siabc überall eindeutig und stetig. 

Wir wollen jetzt die Werthe dieser Function f{z) in den Punkten 
gKj Kf ccy,, ßx, yxf ^x betrachten, dabei aber zur augenblickliehen Ab- 
kjärzung diese Punkte schlechtweg mit g, A, a, ß, y, d bezeichnen 
[vgl. die folgende Figur]. Das Integral Ax (32.) lauft längs des 
linken Ufers des Stromes b^ von ß nach y, besitzt also eine von 
ß nach y gehende und dabei innerhalb SR^^c [oder vielmehr am Rande 
von ^abe] fortlaufende Integrationscurve. Demgemäss ist 

(B.) A. = fir) - m, 

d. i. gleich der Differenz derjenigen Werthe, welche die Function 
f{z) in y und ß besitzt. 

Die Punkt« a, /J, y, 8 liegen im obern Blatt der Fläche 91. 
Bezeichnet man die darunter liegenden Punkte des untern Blattes 
respective mit A, B, f, A, so lässt sich offenbar ein beide Blätter 
der Fläche durchdringender und die Ströme er,, öt^, ... «y,, fcj, b^, 
. , ,bp, Cj, ^3, . . . Cp vermeidender Schnitt ausführen, welcher ausgeht 
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von h und endigt in ß, B. Dieser [in beistehender Figur ange- 
gebene] Schnitt liefert zwei in beiden Blättern übereinander liegende 
Curven, deren übereinander liegende Punkte mit Zy Z bezeichnet sein 
mögen. Alsdann ist, was die Function f(/)^ (Ä.), betrifft: 



fiß) 



— fW =/*•' W (i^»{i)> 



((''.) 



B 



f(B)-f{h)=fw„(Z)dw,{Z), 



h 




■* » > a. 



(D.) 



die Integrationen erstreckt über alle 
Punkte z der ehern Curve Ä . . . /5, 
respective über alle Punkte Z der 
untern Cupve ä . . . B. Zufolge des Satzes (18.) gelten aber die Re- 
lationen : 

w.(^)+ Wa(Z)=2w^(Ä), 

Wx(^) + Wx(Z) = 2w,(A). 

Mit Hülfe dieser Relationen kann man in (C.) den Punkt Z elimi- 
niren, und erhält alsdann: 

h 

J 

h 
und hieraus durch Subtraction: 



(E.) fiß) - AB) = 2 w„(A) fd^.{z), 

h 

oder, was dasselbe ist: 

(F.) m - m = - 2 w. (A) [ w, (A) - wx m . 

Ebenso wie diese Formel (F.) erhalten wurde mittelst eines 
von h nach ß laufenden Schnittes, in ganz ähnlicher Weise wird 
man offenbar, durch Anwendung eines von g nach y laufenden 
Schnittes [vgl. die Figur], folgende Formel finden: 

(G.) m - m = - 2wa(ff)[w.(g) - w.(y)]. ' 

Nun ist die Function /*(jßf), wie schon bemerkt, innerhalb der Fläche 
^abc überall eindetUig und stetig, mithin /*(B) = /*(r). Subtrahirt 
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man also die beiden Formeln (F.) und (G.) von einander^ so folgt 
mit Rücksicht auf (B.): 

(H.) A. = 2w„(A)[w«(A) - w,(/J)] - 2w„(^)K(i;) - w^y)]. 

Zu berechnen sind die in (30.) enthalteneu Grössen A^, Aj, 
. . . Ap. Es ist also in (H.) unter x eine der Zahlen 1, 2, . , . p 
zu verstehen. Für x = 1, 2, . . . |) ist aber nach (19.): 

mithin z. B. auch: 

2wx(Ax) — 2wx(ß>c) = axx = Äi. 

Diese beiden Relationen aber können, weil wir die Punkte g^f 
hx, «x, ßx, yxf Sx kurzweg mit g^ h, a, /3, y, d bezeichnet haben, 
auch so geschrieben werden: 

2Wa{h) = 2vfa(ff) + aax, 

(^•^ 2wx(h) = 2wx(g) + ni. 

Ueberdies ist, was die zu beiden Ufern des Stromes a^ einander gegen- 
überliegenden Punkte ß, y betrifft [vgl. die vorhergehende Figur] 

offenbar: 

(ly.) Wx(y) = Wx(/S) — :w:f. 

Eliminirt man nun mittelst der Relationen (|.), (i^.) die Punkte h 
und y aus dem Ausdruck (H.), so erhält man: 

_ J [2Wa(^) + aax][Wx(^) — W^(/3) + \lt%\ 
— 2Wa(^)[Wx(^) — Wx(/3) + %i\ 

oder, was dasselbe ist: 
(K.) Ax = aax[wx(sf) — Wx(/3) + \Tii\ — %% yra{g)y 

oder, falls man jetzt statt g und ß die genaueren Bezeichnungen g^ 
und ßx eintreten lässt: 

(L.) Ax = örc;x[wx(^x) — Wx(/3x) + h^i\ — nimaigx). 

Hieraus folgt, falls man nach k summirt, und dabei beachtet, dass 
üaxy je nachdem 6, x gleich oder ungleich sind, den Werth ni oder 
hat, sofort: 

x=p x=p 

(M.) -2'Ax = ni [Vfa{ga) — Wa(/Ja) + i^l] — JT»^' Wa(^x). 

^ ^ X=sl X = l 

Substituirt man jetzt endlich diesen Werth in (30.), so er- 
hält man: 

l) jfi x=p 

(33.) Ka « Wa{ga) — " ^ ^ ^ ^^""^ ~" '^^(^^)^ ' 

x = l 



(J.) A. = { 
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oder, falls man für Wff((/a) den aus (25.) sich ergebenden Werth 
substituirt: 

(34.) Ka = Wa(^p+i) + ^ [bar — Wa(5^x)] , 

x = l 

oder, mit EinfQhrung des Congruenzzeicbens : 

x=p 

(So.) K„ -■=^ Wa ((/p+i) — ^ yfa{gr)j <y == 1 , 2, . . . i). 

x = l 

Die in den w's enthaltenen additiven Coustanten sind nun ab^r 
[nach (28.)] der Art zu fixiren, dass diese Grossen Ka r^O werden. 
Demgemäss gelangt man zu folgendem Resultat: 

Satz. — Versteht man unter ö, , G^, . . . Gp willkürlich gegebene 
Constanten y so werden die NidlimnJctc i]^y rj^j - - * Vp ^^ Function 

(36.) F{z) = ^{yf„{z) — Ga) 

den einfaclien Formeln entsprechen: 

(37.) Wa(t/J + viaiji^ • • • + w„(?/p) =^ Ga, <y = 1, 2, . . .p, 

falls man mir die in den w'ä enthaltenen additiven Const<jnten in sol- 
cher Weise sich fixirt deiikt, dass die Bedingungen: 

(38.) Wa(^i) + Wo (g.) . . . + Wa((7p) -^ W„(^^+i), 6 = 1,2,...^ 

erfüllt sind. 

Bezeichnet man die Formel (13.) kurzweg mit 

(39.) wa{z) = U'^ + «„(x:), 

so gehen die Bedingungen (38.) über in: 

<y= l,2,...i>; 

so dass also diesen Bedingungen Genüge geschehen wird, wenn man 
den additiven Constanten Z|^*^^ Z^'^^, ... Ip^^^ die Werthe zuertheilt: 

(40.) ;„.o,==»»(/.^i^:^K^i^Y.*i):rjL"'-M^ ,^1,2,. ..p. 

§4. 

Ueber Thetafonotionen» deren Argumente hyperelliptiBOhe 

Integrale erster Gfrattung sind. 

Sind Cr,, Gg, , . . Gp beliebig gegebene Constanten, und Jlfj, M^, 
. . . Mp beliebig gegebene ganze Zahlen y so wird der Ausdruck: 
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(41.) (D = <j)(^) = 



* (w„(^) - 0„ - M„ "fj 



stets eine auf3i reguläre Functiotiy mithin eine algebraische Func- 
tion von z sein. So lautet der früher in (ßl) pg. 333 gefundene Satz. 
Wir stellen uns hier die Aufgabe, diese algebraische Abhängig- 
keit zwischen O und z wirklich durch eine Formel darzustellen. Zu 
diesem Zwecke müssen wir zuvörderst die Nullpunkte des Zählers 
und Nenners, d. i. die Nullpunkte der Functionen 

ermitteln. Solches aber wird sich am Einfachsten bewerkstelligen 
lassen, wenn wir die Constanten G und die Zahlen M nicht belie- 
big lassen, sondern auf geeignete Weise festsetzen. 

Die auf 91 vorhandenen Windungspunkte bilden zusammen- 
genommen (/>-}- 1) Punktpaare: 

und diese Punktpaare mögen, in irgend welche beliebige Reihenfolge 
versetzt, mit 

(«,«0, (ß,ß'), ... fy, /), (S,S') 

bezeichnet werden, der Art, dass etwa (a, a) identisch mit (ß,ny Am), 
ferner (/3, ß*) identisch mit {gn, An) ist, u. s. f. Alsdann ist nach (19.) 

Wa{a) — Wo(a) = Aa ^^ , 



ni 



(42.) 



w.(^'j-w.(^) = 2^. V» 



W„(/) - Wa(y)= Ca V? 



nt 



Wa(*') — w„ (i) == 7)^ — , 

wo Aaf liay . . . Ca, Da ganzc Zahlen vorstellen, deren Summe 

= ist: 
(42a.) ^. + li^ + . . . + Ca + 7), = 0. 

Es ist nämlich stets eine dieser Zahlen = -j- 1 , eine andere = — 1 , 
während alle übrigen = sind. 
Setzt man zur Abkürzung 

w„(a) + w„(/3) . . . + yf„{y) = G„, 
^^^'^ w„(«) + w.(/3) . . . + ^yJr) + w.(*) - //,, 
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80 wird zufolge (42.) und (42 a.): 

u w.rv'^ = a, -u M. - 



w« («') + w, (/3') . . . + w.(y') = G„ + ^cT - , 



*^**^'^ w„ («') + w, (^') . . . + wa(y ') + w,(*') = Ha, 

wo Jtfö eine gewisse ganze Zahl vorstellt. Die durch diese Formeln 
(43.), (44.) bestimmten Constanten G, M s^ind es nun, welche tvir in 
den Ausdrtick einsetzen tvollen. Wir erhalten alsdann: 

^ '^ ^ ^^'^ ~ U (w^ W - [w^ (a ')+ w„ (P') . . . + w„ (y') D; ' 

Überdies ist [vgl. (16.) pg. 358] 

A(a, /5, . . . y) =j= 0, und ebenso auch A(«', /3', . . . y') ^= 0. 

Somit folgt aus dem Satze (20.) pg. 346, dass die in (45.) enthal- 
tenen Thetafunctionen nicM identisch verschwinden, und dass ihre 
elementaren Nullpunkte respective in a, /3, . . . y und in «', ß\ ... y' 
gelegen sind. Demganäss r^äsentirt also <t>(ß) eine auf 9t reguläre 
Function 2|>**" Ordnung, welche p Nullpunkte zweiter (Mlnung: cc, ß, 
. . . y, und ebenso auch p Pole zweiter Ordnung: a\ ß\ ... y' besitzt. 
Genau dasselbe gilt aber auf 9i auch von der Function 

(46.) 9(^) = !^ -.«;;^-- ej^^f-..- ^; 

wie aus dem Satze (27.) pg. 115 sich' leicht ergiebt. Hieraus folgt 
weiter, nacli Satz (33.) pg. 118, dass die beiden Functionen <t>(z) 
und q){z) nur durch einen constanten Factor verschieden sein können. 
Bezeichnet man diesen mit K, so ist also: <t>(z) = Kq>{z), d. i. 

(AI \ (H^ai^) - Ko^«) + ^a (P ) > » » + W, (y)]) y _ . . 

^ '^ U"(w,w - K(a')+ w/cip). . . +w,(y ')])>/ - ^^'i^;. 

Es handelt sich nur noch um die Bestimmung von K. Nun 
ist nach (43.), (44.): 

w,j (tt) + w,j (/3) . . . + Wa (y) = H„ — w„ (<J), 

w„(a') + Wa(/S') . . . + Wö(y') = Ha — w„(d'); 

wodurch die Formel (47.) übergeht in: 

/^(w,w + w, w ~ if,)y _ ^ . . 

Hieraus ergiebt sich, falls man den variablen Punkt z successive in 
Ö und in 6' hineinfallen lässt: 

Neil mann, AbeViobe Integrale. 2. Aufl. 84 
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nnd 

und hieraus folgt weiter durch Multiplieation: 

Der hier auf der linken Seite stehende Quotient hat aber, weil 

[nach (42.)] 

2wa(*') — 2w„(d) = I)„7ti 

ist, und D(f eine ganze Zahl vorstellt, nothwendiger Weise den Werth 
1 ; wie solches mittelst des Satzes (27.) pg. 330 sich sofort ergiebt. 
Somit erhält man: 

und gelangt also zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeichnet man die (p + 1) Paare van Windungspuniten: 

in irgend einer beliebigen Reihenfolge mit 

(«, «')> ißy ß')j • • • (y» V')y ißy *')* 
und setzt man zur Abkürzung: 

SO findet jederzeit die für z identische Gleichung statt: 

Z)/e.9ß Gleichung repräsentirt, u)eil die mit (a, «'), (/3, /3') e/<?. bezeich- 
nete Anordnung der Vunktpaare (^, Ä) eine Miebige ist, im Ganzen 
(j) + 1) Formeln, 

§ 5. 

Fortsetzung. 

Wir wollen die Bezeichnungen (a, «'), (/3, /3'), . . . (y, y'), (d, #') 
genau in demselben Sinne, wie im vorhergehenden Paragraph, bei- 
behalten, ausserdem aber auf der Fläche 91 p Punkte markiren: je?^, 
z^, , . . Zp, von denen der erste beweglic!^, die {p — 1) übrigen aber 
fest sein sollen. Der Ausdruck: 
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wird alsdann, weil [nach (42.)] 

W,,(d') — Wa(d) = Da^^ 

nnd Do eine ganze Zahl ist, eine auf 9{ reguläre Function von 0^ 
vorstellen; wie solches aus dem Satze (41.) unmittelbar folgt. Nun 
kann man, nach Satz (27.) pg. 349, stets (p — 1) Punkte c^, ^3, . • . Cp 
sich vorstellen, die zu den (p — 1) festen Punkten is^y ^3? . . . ^j> in 
der Beziehung stehen: 

^^0(^2) + . . . + Wo(0p) = — [\ya(c^) + . . . + W,;(C^)], 

Ö = 1,2,... p. 

Führt man aber mittelst dieser Relationen, statt Zo, 8-;^, . . . Zp, diese 
neuen Punkte c^, C3, . . . Cp in den Ausdruck V ein, so ergiebt sich 
[ähnlich wie im vorhergehenden Paragraph], dass V = Y(;2rJ eine auf 
9t reguläre Function 2p^^ Ordnung ist, welche p Nullpunkte zwei- 
ter Ordnung: o,, ^3, . • . C/>, ^, und ebenso p Pole zweiter Ordnung: 
^2, C3, . . . Cp, d' besitzt*). Die mit einander coincidirenden Nullpunkte 
und Pole zerstören aber einander; so dass y = ^(is^) swh schlie^s- 
lieh als eine reguläre Function zweiter Ordnung herausstellt, tvelche in 
8 einen Nullpunkt zweiter Ordnung , andererseits in 8' einen Pol zwei- 
ter Ordnung besitzt. 

Genau dasselbe gilt aber auf 9i auch von dem Ausdruck 

(^, - S) fe - 8) . . . {z^-- 8) 
(52.) t — Vi^^n^i, . . . ^p) — ( ,^ __ ^.^ ( ,^ _ -^r. j - - (^^_ ^-.^ , 

Vgl. den Satz (27.) pg. 115. Die beiden Functionen V = ^{z^) und 
tlf = ^(jgf,) können daher, nach Satz (33.) pg. 118, nur durch einen 
Constanten, d. i. von z^ unabhängigen Factor von einander verschie- 
den sein. Es ist also der Quotient 

von Zi unabhängig. Hieraus aber ergiebt sich [auf Grund der in 
Bezug auf z^, z^j ^3, »-»Zp vorhandenen Symmetrie], dass derselbe 
auch unabhängig ist von z^, z^, . . . Zp, Man erhält also die For- 
mel: V = Kil>, d. i. 

*) VoraoHgesetzt, dass von den beiden im Zähler und Nenner von ^{z^) 
enthaltenen Thetafanctionen keine identisch verschwindet. Vgl. die Bemer- 
kung pg. 874. 

24* 
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wo K eine Constante^ d. i. eine von z^, z^^ . , , Zp unabhängige Grösse 
vorstellt. 

Es bandelt sieb nur nocb um die Bestimmung von K. Zu die- 
sem Zweck lassen wir in der Formel (53.) die Punkte je?,, z^, . . .Zp 
einmal in die festen Punkte a^ ß, . , , y, das andere Mal in die 
Punkte a', /3', . . . y' hineinfallen, und erhalten so die Gleichungen: 

/^(w>) + w,(^) . . . + w^(y) - w,(cJ ))y _ 

Gleichungen, die unter Anwendung der Bezeichnungen (43.), (44.) 
sich auch so schreiben lassen: 

/ Ha„ - 2w„w) y 

V »(iy„-2w„(ö r~/ = -^V-C«, /»,... y). 

Hieraus folgt durch Multiplication: 

(HH„ - 2w„(* »y s-* , ^ « ^ , ^ ' «' '^ 

Wr- 2 w;(a'))j = ^ *(«' ^, . . . y) *(a , ^ , . . . y ). 

Der hier auf der linken Seite stehende Quotient ist aber = 1 [vgl. 
die analoge Betrachtung auf pg. 370]. Somit erhält man: 

X = _ J: _ ^ 

und gelangt daher zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeichnet man die(j) -{- 1) Paare von WindungspiinJcten 

in irgend einer beliebigen Beilienfolge mit 

und setzt man zur Abkürzung 

(54.) ^g^ _ s') {z,- ^') . . . Vp - ^') — * V^n ^ä, • • • ^p), 

SO ivird für beliebig variirende Lagefi der Punkte z^y z^, * - - ßp stets 
die Formel stattfinden: 

^^^') \H^,M + w;(.^.) ; . . + yi^(z'\ - w„(a'))/ 



^Jfi y Sj y^^^j^ 



y>(«,P,..y)v(a',?',-..y') 
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Und zwar repräsentirt diese Formel im Ganzen (l>+ 1) Gleichungen^ 
weil die mit («, «'), {ß,ß') etc, bezeichnete Reihenfolge der Punktpaare 
(g, h) mehrfach geändert werden knnn. 

Lösung des Jaoobi^schen Umkehrproblems für die hyper- 

elliptisohen Integrale. 

Das Jacob^sche Umkehrproblem besteht [nach (5.) pg. 352] 
in der Ermittelung desjenigen Punktsystems z^^, z^^ . . . Zp, welches 
den Formeln entspricht: 

(56.) Wa(;ßf,) + ^o(0i) . . . + Wa(je?p) = F«,, <y = 1 , 2, . . . p, 

wobei Fj, Fg, . . . Vp als beliebig gegebene Grössen zu betrachten sind. 
Oder mit andern Worten: Das Jacobische Umkehrproblem be- 
steht in der Ermittelung desjenigen Punktsystems Zi, z^, . . . Zp, 
welches, in Verbindung mit irgend welchen ganzen Zahlen m, n, 
den Gleichungen Genüge leistet: 

(56a.) w„(;2fi) + Wa(^2) . . . + w<, (Zji) = Fa + niaxi + U^n^bya, 

ö = 1^ ^, • . . Pf 

die Summation ausgedehnt gedacht über x = 1,2^ , . .p. 

Bezeichnet man die linJcefi Seiten dieser Formeln (56 a.) für den 
Augenblick mit Z^, so ergeben sich, falls man Wö((J), respective 
' Wa(d') auf beiden Seiten subtrahirt, die Gleichungen: 

Za — Wa(d ) = [Va — Wa(Ä )] -f Wa^i + H^nnb^oy 

Zo — w„(6') = [F„ — Wa(*')] + m„%i'\' Zl^n^b^o. 
Zufolge des Satzes (!38.) pg. 330 ist daher: 

die Summation ausgedehnt gedacht über ö = 1^2, . . .p. Der hier 
auftretende Exponentialfactor hat aber, weil nach (42.) 

W.(*')-W,(d)-2)a^*, 

und Da eine ganze Zahl ist, den Werth + 1. Somit folgt: 

/ H^„ - w , (a ))y mv„ -w,(a)) y 

Der hier auf der linken Seite stehende Quotient ist aber, falls man 
die eigentlichen Bedeutungen der Za im Auge behält, nichts Ande- 
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.res, als der in der Formel (55.) enthalteue Quotient; so dass man 
also jene Formel jetzt auch so schreiben kann: 






Und diese Formel repräsentirt, ebenso wie (55.), im Ganzen (p + 1) 
Gleichungen, und zwar Gleichungen, durch welche die gesudiieti 
Funkte e^, z^^ . . , Zp in unmittelbare Beziehung gesetzt werden zu 
den gegebenen Grössen Fj, Fg, ... Vp, Demgemiiss gelangt man zu 
folgendem Resultat: 

Lösung des Jacob^sclien Problems. — Sind Fj, Fg, . . . T^ he- 
liebig gegebene Grossen, und sollen die den Formeln 

(58.) Wa(^J + Wa(^5i) "' + y^ü{l^p)-^Va, 6 =l,2,..,p 

entsprechenden Funkte z^, z^, , . . Zp ermittelt werden, so beliehne man 
zuvörderst die (p -{- l) Paare von Windnngspunkten 

(9iy hl), (g^, Ajj), . . . (gp^i, Ap+i) 
in irgend welclicr beliebigen Beihenfolge mit 

und setze zur Abkürzung 

y^^') (^7zr^'j-(.^ -"^') . . . (^^ - d') — V (.^1 , ^i, . . . -2y^ 

Alsdann ergiebt sich zur Bestimmung jener Punkte z^, z^j , , . Zp die 
Formel: 

Diese Formel rqyräsentirt, weil die mit (a, «'), (ß, ß') etc. be- 
zeichnete lieihenfolge der Funktpaare {g, h) eine beliebige ist, im 
Ganzen (p + 1) Gleichungen, also Gleichungen, die mehr als hinrei- 
cliend sind, um die unbekannten FunJcte z^, z^, ^ .. Zp zu ermitteln. 

Bemerkung. — Auf pg. 371 war von einer gewissen Function V = ¥(-?!) 
die Rede. Dabei ist dort ausser Acht gelassen, dass der Zähler dieser 
Function möglicher Weise identisch verschwinden kann, ebenso auch ihr 
Nenner. Die hierdurch in den Sätzen pg. 372 und 374 hervorgebrachte 
Unsicherheit wird indessen beseitigt werden durch den Schluss des nächst- 
folgenden Capitels. 



Fünfzehntes Capitel. 
Die Umkehrang der Aberschen Integrale erster Gattung. 

Ich werde in diesem Capitel mich wesentlich stützen auf das 
ausgezeichnete Werk von Clehsch und Gordan über die Theorie der 
Aberschen Integrale (Leipzig, 18G6), daneben aber auch auf die 
diesem Werke sich anschliessenden Aufsätze von IL Weber im 
70. Bande des Crelle'schen Journals Seite 193 und 314. 

§ 1. 

Darstellung des Quotienten zweier Thetafunotionen durch 

Integrale dritter Gattung. 

Wir kehren zurück zu unsern dllgemeinen Betrachtungen, indem 
wir wiederum unter SR eine willkürlich construirte w- blättrige Rie- 
manu'sche Kugelfläche, ferner unter Wi(^),W2(j?),...w^(jer).die derselben 
zugehörigen Aberschen Normalintegrale erster Gattung verstehen. 

Sind Cr,, G^j . . . Gp und i/j, i/^, . . . Hp beliebig gegebene 
Constanteu, so ist der Quotient 

^(w,(^) - H „) 

wie im Folgenden gezeigt werden soll, in einfacher Weise ausdrück- 
bar durch die der Fläche SR zugehörigen Integrale dritter Gattung. 
Um näher auf die Sache einzugehen, markire man auf SR 
irgend welche Punkte c^, c^, . . . c^ und d, , d^, . , . dp, jedoch vo© 
solcher Lage, dass 

(1.) A(c,,C2,...Cp)=^0 und A(rfi, r/g, • • • rfi>) #=0 

ist. Alsdann sind [Satz (20.) pg. 346] Zähler und Nenner des 
Bruches 

(2.) ^ w ^(^^(,) 1. f^^ (ej + w„ (c,) . . r+"w;(c^)]) 

wirkliche Functionen von jgr, d. i. Functionen, die nidU identisch ver- 
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schwinden. Der Nenner besitzt [zufolge des genannten Satzes] p 
elementare Nullpunkte: q, Cg, . . . Cp, und der Zähler ebenfalls p ele- 
mentare Nullpunkte: d^, d^, , . . dp. Gleichzeitig ergiebt sich [vgl. 
Theorem pg. 333], dass F{0) eine auf SR^ reguläre Function ist mit 
den elementaren Polen q, Cg, . . . c,, und den elementaren Nullpunk- 
ten rfi, dg, . . . dp, und dass diese Function in den Curven bx (x = 1, 
2, ...J?) folgende Quotienten besitzt: 

Genau dasselbe gilt aber, zufolge des Satzes pg. 274, auch von 



der Function 






Der Quotient ^j-^ ist daher auf {R allenthalben eindeutig und 5^^^, 

mithin [Satz pg. 118] eine Constante, Bezeichnet man also irgend 
0t4m Lagen des Punktes js respective mit 0q und is, so ist: 

F(z) ^ FM 
d. i. 

alsO; falls man für <t> seine eigentliche Bedeutung substituirt: 

(4.) ^W _ J7/c,^,W-öc,.,(^o)^ 



l^(^o) 



A=l 



Hiermit ist diese Formel (4.) bewiesen unter den in (1.) über 
die Punkte c, d gemachten Voraussetzungen. Versetzt man jetzt 
den Punkt c^ auf der Fläche Jft in willkürliche Bewegung, während 
alle übrigen Punkte c, d ihre anfänglichen Lagen beibehalten sollen, 
so werden jene Voraussetzungen (1.) beständig erfüllt bleiben, ab- 
gesehen von gewissen eimeltien Lagen c/, c,", c/", . . . des Punk- 
tes q. Und hieraus folgt, dass die Gleichung (4.), abgesehen von 
9en speciellen Lagen c/, c/', c/", . . . , gültig ist für jedwede Lage 
des Punktes Cj, und dass sie daher [so weit ihre beiden Seiten be- 
stimmte Werthe behalten] selbst noch gültig bleibt für jene spe- 
ciellen Lagen c/, c^', c/", . . . Analoges ergiebt sich, wenn man 
jetzt zweitens den Punkt Cg in Bewegung versetzt. U. s. f. Die 
Gleichung (4.) ist daher [so weit ihre beiden Seiten nicht etwa un- 
bestimmt werden] aUgefnein gültig für jedwede Lage der 2p Punkte 
c, d. 



Dm ümkehrproblem der Abd'acben Integrale. 377 

Also der Satz: Versteht man unter F{g) den QtMÜenten: 

(^Ö.) t {,Z) ^ (w„ («r- [w„ (c, ) + w„ (c.) . . . + w „ (c J]) ' 



so gilt die Fortnel: 



k=p 



^« _ 77 A<'*(*^-V*('«^ 



Und zyoar wird diese Formel, soweit ihre beiden Seiten überhaupt be- 
stimmte Werthe rqn-äsentiren, gültig sein für ganz beliebige Lagen 
der (2p + 2) Punkte z, z^ und c^, c^, ... Cp, dj, rfg, ... dp. 

Diesen einfachen Satz vorangeschickt, gehen wir jetzt über zu 
uoserm eigentlichen Gegenstande. Es sei f(ß) irgend welche auf 
9i reguläre Function g*®' Ordnung. Ferner seien («i . . . ßi), («a . . . ft), 
(a, . . . ßq) irgend welche simultane Bahnen der q Niveaupunkte von 
(7.) f{s)^ und zwar mögen diese Bahnen die Curven «x nach Belieben 
überschreiten dürfen, nicht aber die Curven &x* Alsdann gilt nach 
dem Abd' seilen Theorem [vgl. (20.) pg. 303] die Formel: 

(8.) 2 VdCA) - ST,. («,)] = log ^1 - log ^^J , 

oder, was dasselbe ist, die Formel: 

(9.) #e»..<^p-..(.,. _ (;^|) (»r J)- , 

wo A und B die Werthe von f{z) respective in a^, «g, . . . «^ und 

ßii ßif ' ' ' ßq vorstellen. 

Nimmt man nun für (c, d) der Reihe nach beliebige p Punkt- 
paare (Ci,e?j), (c^yd^j '"(cpydp), und multiplicirt alle so sich er- 
gebenden Formeln (9.) mit einander, so erhält man: 

Die linke Seite dieser Formel kann aber, nach (6.), auch so ge- 
schrieben werden: 

(10a.) U FM ' 

oder, weil F{0) die Function (5.) repräsentirt, auch so: 
(lOb.) ff (/ ^(w„(P;-»o )\ / 4^(w„(P,)-C,) N-X) 



(11.) 
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wo C„ und D„ die in (5.) in den eckigen Klammern enthaltenen 
Ausdrücke vorstellen. Deingemäss gelaugt man also zu folgen- 
dem Satz: 

Theorem. — Man maricire auf 9i irgmd welcJie Punkte Cj, Cg, 
. . . Cpy dl, rfo, ... dpf und setze zur Abkürzung: 

Ca = W„(Ci) -f Wa (Cjj) . . . + Wa(Cp), 

Do = yfo(di) + yfn(jh) . . . + Wo(r^^), 6 = 1,2,. . .p. 

Versteht man alsdann unter f\z) irgend eine auf SR reguläre Function 
if''^ Ordnung, femer unter («i . . . /SJ, (ajj . . . jS^), . . . (or, . . . ß^) irgend 
ivelelui simultane Bahnen der q Niveaupunkte von f(z), und setzt 
man voraus, dass diese Bahnen wohl die Curven a^, nieht aber die 
Curven b^ überschreiten, so findet die Formel statt: 

(-■)I((^-:-x^:n- 






Dahci bezeichnen A und B die Wertlw van f{z) in a^, a^, . . . a,^ 
und ßij ßij . . ^ ß,j. 

Wählt man z, B, für «, , a^, . . . «^ die Pole der Function f{z), 
so tvird A = oo; so dass in diesem Fall die Formel die einfaclierc 
Gestalt erhält: 

f{s) ist eine willkürlich zu wählende, auf 9i reguläre Function. 
Man kann also für /'(a) z. B. auch s selber nehmen: 

Üie Niveaupunkte von f(z) verwandeln sich alsdann in die Niveau- 
puiikte von z, d. i. in diejenigen Punkte, in denen z einerlei Werth 
hat. Mit andern Worten: Die in Rede stehenden Niveaupunkte sind 
alsdann dargestellt durch je n in der n-blättrigen Fläche 91 an ein 
und derselben Stelle übereinander liegende Punkte; woraus folgt, 
dass die Zahl q in diesem Fall = n wird. 

Gleichzeitig erkennt mau, dass die simultanen Bahnen der in 
Rede stehenden n Niveaupunkte im gegenwärtigen Falle durch je n 
in den n Blättern der Fläche 5R genau übereinander liegende Cur- 
ven dargestellt sind; — so dass also der vorhergehende Satz (12.) 
folgende Gestalt annimmt: 



%. 
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Specielleres Theorem. ~ Sind auf der Fläcfw 9i irgend welche 
Punkte c^, Cj{, . . . Cp, d^, dg, . . . dp markirt, und setzt man: 

Ca = Wn(c,) + W„(aj) f- Wa(Cp)y 

Da = Wa(rf,) + Woid^) h Wn(rfp), = 1, 2, • • - p, 

SO gilt die Formel: 






i)a6e* 5md «nfer A und B hclicbige Constanten zu verstehen. Femer 
repräsentiren cc^, a^, ... a« rfi<? in rfcr Fläclw SR ftei z = k überein- 
ander liegenden Punkte, und ebenso /J^, ß^, ... /3„ rfie bei z = B über- 
einander liegenden Punkte. 

Doch dürfen jene beiden Constanten A, B nicht ganz cui libitum 
gewäJdt werden. Vielmehr müssen die beiden Stellen = A und z ==^ B, 
(15.) falls die Formel (14.) gültig sein soll, der Art gewcUdt werden, dass 
man von z = ^ aus nach z = B hin einen alle n Blätter der Fläclte 
durcMringenden Schnitt zu führen im Stande ist, welcher keine der 
Curven bx durchkreuzt 

§2. 

Die Lösung des Jaoobi*sohen Umkehrproblems. 

Das Jacobi'sche Uuikehrproblem besteht [vgl. (5.) pg. 352] in 
der Ermittelung desjenigen Punktsystems z^, ^^j •• • ^/»> welches den 
Formeln entspricht: 

(16.) y^ai^i) + Wo(;s?2) . . . + yfoi^p) - " Va, <y = 1, 2, . ..p, 

wobei Fj, Fg, . . . Vp als beliebige Variabein zu betrachten sind. 
Genauer ausgedrückt besteht also dieses Problem in der Ermitte- 
lung desjenigen Punktsystems ^1, ^2> • • • ^py welches, in Verbindung 
mit irgend welchen ganzen Zahlen m, n, den p Gleichungen Ge- 
nüge leistet: 

(16a.) Wo(xf,) + yr„(z^) [- Wa{Zp) = F« + m„7ci + E^n^bm, 

6 = 1, 2, , , , p. 

Um dieses Problem zu lösen, bezeichne man die linken Seiten 
der Formeln (16. a) zur Abkürzung mit Za' 

(17.) w„(;eri) + Wo(j^2) h Wa(^p) = Za. 

Ferner markire man auf 91 p feste Punkte c^, c^, . . , Cp von ganz 
beliebiger Lage, und setze: 
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(18.) Wa(c,) + w„(c^) 1- W„{Cp) = Ca. 

Sodauu bilde man irgend eine auf SR reguläre Function f{js) 
von beliebiger, etwa q^' Ordnung, und construire irgend welche 
• simultane Bahnen («i . . . /JJ, («a • • • ß^lf • • • («^ - - • ßq) ^er q Niveau- 
punkte von f(z)f jedoch in solcher Weise, dass diese Bahnen die 
Curven bx{oc = 1,2, . .p) nirgends überschreiten, und bezeichne end- 
lich die Werthe von f{z) in den Anfangs- und Endpunkten dieser 
Bahnen respective mit A und B. — Alsdann ist zufolge des Theo- 
remes (12.): 



*/7 ( (^''"'^ ~-\ (^^"l '-V' \ 

/iaw*)-B/v(c*)-A; I 

(1 J.) 






In dieser Formel können die Za durch die Va ersetzt werden. Nach 
(16.a) und (17.) ist nämlich: 

mithin: 

(Wa(ft) — Z„) = (Wa(ßj) — Va) — nia^i — -Tx^x^xa, 

(wa(a/) — Z„) = (w„(aj) — V„) — nia^i — S^cn^cha, 

wo die m, n unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Somit folgt aus 
(28.) pg. 330: 

wo ^j die Bedeutung hat: 

i'j = ^2na[wg(ft) — w„ («;)]. 
Demgemäss ist z. B.: 

^1 + %^ h *g = w ( 2n^ ^ [Wa(ft.) - Wo(a,)]), 

also unter Anwendung des AbeFschen Theorems [vgl. (B.) pg. 294]: 

^1 + ^^2 + • • • + ^tf = -^ i^^aMant) = N • 2niy 

wo die Jlf's ganse Zahlen sind, mithin Gleiches auch von N gilt. 
Mit Rücksicht auf diese letzte Formel aber ergiebt sich aus (20.) 
sofort: 



k 
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Dies aber in (19.) substitiürt, erhält man offenbar eine Formel, 
welche von (19.) selber nur dadurch sich unterscheidet, dass statt 
der Xu die Vo auftreten; und gelangt daher zu folgendem Resultat: 
Lösung des Jacobi'sclien Problems. — Soll das Jacobisdie Um- 
kehyroblem (16.)? (l^.a) gelöst werdm, so markire nian zuvörderst auf 
m irgend welclie festen Puncte c^, Cg, ... Cp, und setze: 

(22.) w„(Ci) + Wo(c^) (- yrn(Cp) = C„, <y = 1, 2, p. 

Sodann bilde man irgend eine auf SR regtdäre Function f{z) von !*€- 
liehiger j etwa (/*''' Ordnungy und construire irgend welche simultane 
Bahnen (a, . . . /!J,), (a^, .. ß^), ... («^ . . . /3^) der q Niveaupunkte 
von f(z)y jedoch in solcher Art, dass diese Bahnen die Curven 6x 
(x = lj2,, . .p) nirgends über sehr ei ien, und bezeichne endlich die 
Wertlie von f(z) in den Anfangs- und Endpunkten dieser Bahnen 
respective mit A und B. 

Alsdann gilt zur Bestimmung de)' gesuchten Punkte ;r,, z^y ... ^Ej» 
die Formel: 



(23.) 



filV(i--BJW^ a) I 






Diese Formel enÜuilt, ausser den construirten Constanten c, C, a, A, 
ß, B, nur noch die Variablen: 

fMy f{^t)j ' • • fM wwfZ Fl, Fa, . . . Vp. 

Man kann nun solcher Formeln (23.) beliebig viele bilden y in- 
dem man die Constanten a,, o^? . • . ««, A und ß^, ß^, , , . ß^, B inner- 
halb des ihnen durch die Construction angewiesenen Spielraumes beliebig 
variiren lüsst Bildet man aber in dieser Weise im Ganzen p solche 
Formeln (23.), so kann man mittelst dieser p Formeln die Grössen 
f(Zi)y f(z<^y . . . f{Zp) ausdrücken als Functionen von F,, Fj, ... Vp. 

Allerdings sind hierdurch die z^, z^, ... Zp noch immer nicht 
völlig bestimmt Denn f(z) ist eine reguläre Function g**' Ordnung; 
so dass also z. B. durch Kenntniss des Werthes von f{z^) im Ganzen 
q Punkte xr, sich bestimmen, unter denen nur eimr der gesuchte sein 
kann. 

Man kann aber, in derselben Weise wie f^z^), f(z^), . . . fi^p), 
z. B. auch q)(Zi)y q>{z^j ... ^{z^ berechnen, falls nämlich q>{z) 
irgend welche ziveite auf SR reguläre Function repräsentirt. U. s. w. 

Empfehlenswerther als dieses sehr umständliche Verfahren, 



(24.) 



(25.) 
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dürfte folgendes sein: Man nimmt zur Function f{z) das Argument 
z selber. Die Niveaupunkte von f\z) verwandeln sieh alsdann in 
die Niveaupunkte von z, d. i. in diejenigen Punkte, in denen z einerlei 
Werth hat. Mit andern Worten: Die in Rede stehenden Niveau- 
punkte sind alsdann dargestellt durch die in der M-blättrigen Fläche 
91 an ein und derselben Stelle übereinander liegenden n Punkte; 
woraus folgt, dass die Zahl q in diesem Fall = n wird. Der vor- 
hergehende Satz nimmt daher, bei dieser Specialisirung, folgende 
Gestalt an: 

Einfachere Lösung des Problems. — Man markire wiederum 
auf SR zuvörderst irgend welclie festen PunJcte c^, c^, . . . Cp, und setze: 

Wo(Ci) + ^„(Cg) (- Wc(Cp) = Cay <y = 1, 2, ... p. 

Sodann markire tnan weiter auf der n 'blättrigen Fläche 9i an irgend 
zwei Stellen ^ = A und z = B die übereinander liegenden Punkte a|, 
«3, ... a„ uml ßiy /3jj, ... ßfi] dabei tvähle man aber diese beiden 
Stellen in solcher Weise, dass man, von ^ = A aus, nach ;? = B hin 
einen alle n Blätter der Fläche 3t durdtdringenden ScJmitt zu führen 
im Stande ist, welcher keine der Curam by, (x = 1,2, ...|)) durch- 
kreuzt. 

Alsdann gilt für die unbekannten Punkte z^, z^, . . . Zp folgende 
Formel: 



fi|(::-°)(:-^rj- 



fJt \ Ulw„(ap - r,,)/ U(w„(«r.) - Cj) y 



Diese Formel repräsentirt eine Relation zwischen deti Variablen 

Denkt man sich nun, durch Variation de)' Constanten A und B im 
Ganzen p solche Formeln (25.) hergestellt, so bestimmen sich mittelst 
dieser die Punkte z^, z^, . . • Zp als Functionen von 1\, Fj, ... Vp. 

§3. 

Fortsetzung. Anwendung auf den Specialfall der hyperelliptlsohen 

Integrale. 

Für 9t sei gegeben diejenige 2|)-fach zusammenhängende zwei^ 
blättrige Riemann'sche Kugelfläche 9t, auf welcher die Function 



(26.) s = y(z — g^){z — h,) (z — g^) \z — h,) • • • (z - gp^i) (z - Ap+i) 



(28.) 
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in eindeutiger Weise sich ausbreitet, wo die //, h beliebig gegebene 
(reelle oder complexe) Constanten vorstellen. Und auf dieser Flilclie 
seien die 2p Iliemann'schen Curven öx, &x in solcher Weise fest- 
gesetzt, wie in der Figur pg. 359 für den specielleii Fall p == 3 
näher angegeben ist 

Es handelt sich nun wieder um die Lösung des Jacobi'schen 
Unikehrproblems, d. i. um die Ermittelung derjenigen Punkte Si, 
z^y ... Zpy welche den Formeln 

(27.) w„(Är,) -f w,;(^2) . . . + w„(2:^) ^^^ F,,, a = \,2,"'p, 

entsprechen. Zu diesem Zwecke markiren wir zuvörderst auf 9? 
irgend welche festen Punkte Cj, c^^ ... c^ und d^, dj, ...dp und 
setzen: 

w«(r,) + Wo(e^) h w„(f,,) = G,, 

Wrt(rf,) + w^ (d^) (- vfo(dj) = T)a, ö = 1 , 2, • • • |). 

Dies vorangeschickt, wollen wir jetzt den vorhergehenden Satz 
(25.) auf den gegenwärtigen Fall in Anwendung bringen. Dabei 
sind alsdann auf der Fläche 3t irgend zwei Stellen 3 = A und -^ = B 
willkürlich zu wählen, jedoch [vgl. den vorhergehenden Satz] in 
solcher Weise, dass man in der Fläche SR vou der einen Stelle zur 
andern einen beide Blätter durclidringenden Schnitt zu führen im 
Stande ist, welcher Ichir der Curven hy durchkreuzt. Ein Blick 
auf die Figur pg. 351) zeigt daher, dass man für = A und 
jsf == B z. B. die beiden Windungspunkte /7, und //, wählen darf, oder 
auch </2 und Ag, u. s. f. Man kann also den vorhergehenden Satz 
(25.) in Anwendung bringen, indem man dabei für (A, B) irgend 
eines der {p + 1) l'unktpaare (//^, //r) eintreten lässt. Die bei 
;2r = A = (/r über einander liegenden Punkte «j, cc^ verschmelzen 
alsdann, weil gt ein Windungspunkt ist, zu einem einsujen Punkte, 
der kurzweg mit A oder y^ zu bezeichnen sein wird. Desgleichen 
verschmelzen alsdann die beiden bei s = B = hT übereinander liegen- 
den Punkte /3,, ß^ zu einein einzigen Punkte B oder hj- Demgemäss 
wird das auf der rechten Seite der Formel (25.) stehende Product 
die Gestalt besitzen: 

d. i. die Gestalt 

F{a„ß,)F(a„ß,)=^[F{A,B)f; 

80 dass also jene Formel (25.) folgendes Aussehen erhält: 
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Ux \ W - 8/ Vc* - A/ J — \» (w„(A) - r„)7 V* (w„ (A) - C„)7 
Und diese Formel kann unter Einfährung des Functiouszeichens: 

,„„. ,/ • ^ (^. - B) (z. - B) • • • (^^ - B) 

(29.) *(^. , ^„ . . . ^^) = ^, — ÄH^-i^ A) • • • (r^ - A) ' 

einfacher so dargestellt werden: 

'^^^•>' ^(c, , c„ . . . cp — W(w^(A) - >J7 U(w^ (A) - C^) ; 

Denkt man sich nun diese Formel (p + 1) Male hingeschrieben, indem 
man dabei für (A, B) der BeiJie nach die Pimlctpaare (^,, A,), (g^j h^)f 
• • • (gp+i, Ah-i) ^'ntreten lässt, so erliält man im Ganzen (p + 1) 
Gleichungen, von derben bereits p ausreichend sind, um z^, z^, ... Zp 
als Functionen von V^, V^, , . . Vp zu bestimmen, 

Hiemit ist das Jacobi'sche Umkehrprobleni för den gegenwär- 
tigen Fall absolvirt. Es bleibt noch übrig, diese Lösung weiter zu 
vereinfachen. 

Die Gleichung (30.) findet statt zwischen je zwei den Formeln 
(27.) entsprechenden Werthsystemen der Variablen z^, z^, ... Zp 
und F,, Fg, . . . Vp. Sie wird also [zufolge (28.)] z. B. auch stattfinden 
zwischen Cj, c^, ... Cp und Cj, Cg, ... Cp, ebenso zwischen d^^ dj» 
, . . dp und Dl, Dg, ... Dp. Durch Substitution dieser letzten Werthe 
erhält man: 



i/^(Cj, c,, • ' ' c^;) 



V^(w,(A) - 2)^)/ V<^(w^ (Ä) - CJ7 ' 



oder, falls man für die Da ihre eigentlichen Bedeutungen (28.) ein- 
treten lässt: • 

^^^'^ ^(C| /c„ . . . cp U(w,(A) ~ 2;^w^(d^)); U(w„(A) - 0^) / ' 

die Summationen ausgedehnt gedacht über j <» 1, 2, ••• jp. In dieser 
Formel (31.) repräsentiren rf,, d^, ,.. dp beliebig zu wählende Punkte; 
so dass also die Formel gültig bleiben wird bei jedu?eder Variation 
dieser Prunkte. Hievon soll sogleich Gebrauch gemacht werden. 
In (30.) und ebenso in (31.) war unter (A, B) irgend eines 
der Punktpaare (^j, Aj), (5^2? *s); • • • (Ä>-fi> ^p+i) zu verstehen. 
Wir wollen uns jetzt für (A, B) irgend ein bestimmtes dieser {p + 1) 
Punktpaare festgesetzt, die übrigen p Punktpaare aber in irgend 
welcher Reihenfolge mit (Ai,Bi), (A,, Bg), ... (A^, Bp) bezeichnet 
denken. Nehmen wir nun in (31.) für die willkflrlichen Punkte 
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d^, (I2, ...dp einmal die A^, Ag, ... A^, das andere Mal die B|^ 
B^y ... Bj9, 80 erhalten wir: 



/ »(w„(B) - 2.;w,(A .))\Y^(w„(B) - C7J\-2 
iiB „...Bp ^ /» (w,(B) ~ Z^w ,(B^))\Y» (w,(B) ~ C,) \-2 



^(Aq Ag, • ' » Ap 
^(Cj, c^, • • • cp 
und: 

i^(B 



und hieraus durch Multiplication und Wurzelausziehung: 



^(c,, c,,'-^c) ^ U(w^(A) - Cj) > 



p 
wo K die Bedeutung hat: 



"^ '^ "^ ^i^a W ~ -2^>w,(A.)) d(w^(A) - -^^w,(B^)) ' 

die Summationen stets ausgedehnt gedacht über ^' = 1, 2, • • -i). 
Schliesslich folgt aus (30.) und (32.) durch Division: 

(3^-) >/v;(A.7A7r^^^Ap ^BrrB,7^ b^ k v^cw.cä) ^vj)- 

Bemerknng. — Es ist nach (19.) pg. 361: 

2[Wo(Ä,) — W^C^^)] = + «a2. 



(35.) 



woraus dorch Addition folgt: 
(36.) "^oiK) + w„{Ä,) h w^(/i^i) — w„(^i) + w^(^,) h w^(^j^i). 

Gleichzeitig folgt aus (35.), mit Rücksicht auf die bekannte Bedeutung 
der a„^: 

2[w,(M-w^((7,)]=Jtf/)W. 
2K(^)-w^((/.)]=-afj'^«», 



(37.) 



WO die M^ lauter ganze Zahlen sind, von denen eine >» 1, eine andere 
=a — 1 , und die übrigen =» sind, so dass also die Beziehung stattfindet: 

(37 a.) Jtfa'*' + Jtf „**' • • • + Mj^» - 0. 

Neu mann, Abersche Integrale. 9. Aufl. 25 
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Wir haben nun im Vorhergehenden die Punktpaare (g^^ A,), 
(5^2; ^*2)» ••• (flH-i? Vfi) i^ irgend welcher beliebigen Reihenfolge mit 

(A,B), (A„B,), {^2.B,), ... (A^,B^) 
bezeichnet. Zufolge (36.) ist daher z. B.: 

j=p j=p 

(38.) W^(A) + 2 M^j) = Wa(B) + ^ Wa{Bj) = La, 

wo L„ den gemeinschaftlichen Werth der beiden Ausdrücke vor- 
stellen soll. Femer folgt aus (37.) z. B.: 

(39.) 2[w^(B) — Wa(A)] = MaTti, 

und ebenso: 

(40.) 2 [wa(B,) — w.(A^)] ^ tAa^Tti, j = 1 , 2, . . . 1), 

wo die M und die M^^^ gan^ Zahlen sind. 
Nach (33.) war nun 

_ » (w,(B) - ^^w^ (A;) ^(w^(B) - ZjW„(Bj)) 
^(w^(A) - 2;^w^(Ä.)) ^{w^(A) - ZjW^{Bp) ' 

die Summationen ausgedehnt über j = 1, 2, • • • |>. Eliminirt man 
diese Summen 2yWa(Ay) und UjW„(Bj) mittelst der Formeln (38.), 
unter Einführung von La, so ergiebt sich: 

^ ^ ^(w^(B) + w„(A) - L„) ^(2 w^(B) - L„) 



^(2w^(A) - La) ^(w„(A) + w^(B) - L^) ' 

oder, was dasselbe ist: 

_ ^(2w,(B) ^ X,) 

^(2w^(A)^X^)* 

# 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (39.), unter Anwendung des Satzes 
(27.) pg. 330, sofort: 
(41.) K = 1. Q. e. d. 

Somit gelangt man, auf Grund von (34.), zu folgendem Resultat 
Soll das JacoMsche ümkehrproblem für diejenige eweiblättrige 
jRiemann'sche KugelfläcJie SR gelöst werden, auf welcher die Function 



(42.) 8 = y {z - g^) {z — \)lz -'g^)\is — h^) • • • (^ - ^^+1) (^ - A^i) 

in eindeutiger Weise sich ausbreitet, so bezeichne man die Punktpaare 

(ffi^ K)y {9ij ^2); • • • (ä>+i^ Vfi) ^'^ irgend weldier beliebigen 
Beiheftfolge mit 

(A, B), (Ai, BJ, (A,, B,), ... (A^, B^). 
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Alsdann gut, wenn nur Abkürzung 

U^ \ ('• - B) («, - B) • . ■ (z - B) 

^^^•> (.. - A) (r. -A)T7T(-.;--AJ = »(^n ^.r ' ' ^.) 

gesetzt mrd, für die unbekannten Punkte z^y z^, . . . Zp folgende Fonml 
[vgl. (34.) und (41.)]: 

Diese Formel repräsentirt, weil (A, B) ein beliebiges unter den 
(p + 1) Punktpaaren {g^, \), (g^, /j^), • • • (a>+i, hp^i) vorstellt^ im 
Ganzen (p + 1) Gleidiungen ^ von denen bereits p ausreieliend sind, 
um Zi, z^y • • • Zp als Functionen von F^, F,, • • • Vp zu bestimmen. 

Dieses Resultat (44.) ist, abgesehen von einer etwas anderen 
Bezeichnungsweise^ in vollem Einklang mit der früher erhaltenen 
Formel (60.) auf pg. 374. 



26* 



Sechzehntes Oapitel. 
Einffiliraiig der Fandameiitalfaiictioiieii einer gegebenen Flache. 

Um nachträglich die Riemann^schen Existenztheoreme [pg. 238, 
239] zu betoeisen, werde ich in diesem und den beiden folgenden 
Capiteln zuvörderst gewisse FundcimentcUfundionen einführen, sodann 
die Fundamentalfunctionen einer Kreisfläche näher untersuchen, und 
sodann schliesslich den in Rede stehenden Beweis wirklich liefern. 

§ 1. 

Einige Bemerkungen über monogene Functionen. Einführung 

des Wortes harmonisch. 

Es sei f{z) = U -\- iFeine monogene Function von ss = a: + iy: 

(1.) U+iV = m = f{x-^iy). 

Alsdann ergeben sich durch Differentiation nach x respective y die 
Formeln: 

(2.) '^•' '^•'^ 

Hieraus folgt sofort: j^ 

,ov du dV ^ , dU .tV ^ 

(o.) ö -r— = und o — [- T^ == 0, 

^ ^ öx cy dy * ex ' 

und hieraus folgt weiter durch Elimination von F, respective U: 

Nimmt man nun an, die Function f(/) sei auf irgend einem 
Gebiet ?l der je?-Ebene eindeutig und stetig, so gilt Gleiches innerhalb Sl 

i) TT ' IT 

[Satz pg. 23] auch von /"(^)? also nach (1.), (2.) auch von U, w- ^ ?— 

V X c y 

dV cV 
und F, ^- , ^- . Also der Satz: 
' ox ' cy 
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Ist eine Fwidion f{z) = U -\- iV auf einctn gegebenen Gebiet % 
der z-Ebene eindeutig und stetig, so gilt offenbar Gleiches daselbst 
aucJt vofi U. Ueberdies aber wird U inneriwlb % den Formeln ent- 
sprechen: 

(^•) du du . ^'^ I ^*^_A 

Genau dasselbe ist von V zu sagen. 

Dieser Satz ist fast unmittelbar übertragbar auf solche Functionen 
f{z), die eindeutig und stetig sind auf irgend einem Theil @ einer 
fnehrbUittrigen Riemannschen Kugelfläche. Eine Ausnahme findet 
dabei offenbar nur statt in den Windungspunkten Denn in diesen 
kann bekanntlich [vgl. pg. 124] aus der Stetigkeit von f(z) noch 
kein Schluss gemacht werden auf die Stetigkeit von fXz). 

Um nun, trotz dieser Ausnahmefalle^ ein fQr die ganze Fläche 
© gleichtnässiges Verfahren eintreten zu lassen^ zerlege man © zu- 
vörderst in einzelne Stücke, der Art^ dass jedes dieser Stücke eines 
natürlichen Zustandes fähig ist. Bezeichnet mau irgend eines dieser 
Stücke in seinem ursprünglichen und natürlichen Zustande mit 

Vi(c,z), respective Sl(y, g), [vgl. pg. 96, 97], 

oder ausführlicher mit 

U (a + i6, X + iy), respective ?t (a + iß, 5 + iv)t 

so ergeben sich für die auf diesem Flächenstück ausgebreiteten 
Functionen zweierlei Ableitungen, nämlich einerseits die Ableitungen 
nach X, y, und andererseits die nach §, 17. Die ersteren mögen die 
ursprünglichen y die letzteren die natürlidien Ableitungen genannt 
werden. 

Da nun die gegebene Function f=f(/) = U -{- iV auf @, mit- 
hin auch auf U und "ü eindeutig und stetig sein soll, so kann man, 
was 81 betrifft, die frühere Schlussfolge (1.), (2.), (3.), (4.) von Neuem 
wiederholen, wobei alsdann gegenwärtig statt x, y, z die Buchstaben 
S, ih § eintreten werden. Also der Satz: 

Ist die Function f{z) = U -^ iV auf irgend einem TJieil © einer 
Eiefnann'scJicn Kugelfläche eindeutig und stetig, so gilt Gleiches da- 
(6.) selbst auch von U. DciM man sidi überdies die Fläche © in einzelne 
Stücke zerlegt, deren jedes einen natürlichen Zustand anzunehmen 
vennag, so werden die natürlichen Ableitungen von U innerJialb 
eitles jeden solchen Stückes den Farmein entsprechen: 
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f^^^^ du dU ... d'ü.d^ü ^ 

Genau dasselbe ist von V zu sagen. 

Zur Abkürzung mag im Folgenden jede mit den Differential- 

(6b.) eigenschaften (6a.) behaftete Function schlechtweg eine harmonische 

Function genannt werden. 

Genaueres. — £in beliebig gegebener Theil S einer Riemann^gchen 
Kugel fläche kann immer in einzelne Stücke zerlegt werden, deren jedes eines 
natürUcJien Zustandes fühig ist. Und eine auf S ausgebreitete Function 
U = U (Xy y) soll innerhalb @ harmonisch heissen, sobald innerhalb eines 
jeden solchen Stockes die natürlichen Ableitungen von U den Formeln 

entsprechen: 

dU du ^ ,. d^U , dW ^ 
^.^.,_ stetig, _+_ = 0. 

Ich habe mich hier bei Benutzung des Wortes „harmonische^ einem 
schon vorhandenen Sprachgebrauch angelehnt [vgl. z. B. das Handboch 
der theoretischen Physik von Thomson und Tait^ Brannschweig 1871, 
Band 1, Theil 1, Seite 166]. Dabei habe ich allerdings diesem Worte, 
mit Rücksicht auf die hier zu behandelnden Gegenstände, eine gewisse 
speciellere Bedeutung zuertheilt. 

Solches festgesetzt, kann man also den vorstehenden Satz (6.) 

jetzt auch so aussprechen: Ist eine Function f{z)== ü -\- iV auf 

irgend einem Theil © eitler BiemanWschen Kugelfläche eindeutig und 

(7.) stetig^ so wird ihr reeller Tlieil U innerhalb © harmonisch sein. 

Gleiches ist von V zu sagen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, in wie weit dieser Satz umkehr- 
bar ist, also untersuchen, ob eine auf @ eindeutige, stetige und 
harmonische Function U = U(x, y) stets als der reelle Theil irgend 
einer monogenen Function f\z) angesehen werden darf. Zu diesem 
Zweck zerlegen wir wiederum © in einzelne Stücke Ui, U^, . . . und 
bezeichnen die natürlichen Zustände derselben mit ^i; ^2» • • - I^ft 
nun U auf ©, mithin auch auf Ux und S(x eindeutig, stetig und 
harmonisch sein soll, also z. B. auf %k den Bedingungen entspricht: 

jj du cU . ,. c^U . d'^U ^ 
U, ^g-, Y^ stetig, ^ + — = 0, 

so ergiebt sich leicht [vgl. pg. 6, 7J: 
oder, was dasselbe ist: 

Diese Formel kann man offenbar auch so schreiben: 
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oder, weil j? = a; + iy eine monogene Function von g = § -|- iri ist, 
mithin die Relationen stattfinden: 



auch so: 



dx dy ^ dx . dy ^ 

>iT = ä^ und ö- + 5T = 0, 
^6 drj dri * 0^ ' 



r {(dUdy^ dU dx\ j . {dU dy ^^^Aitl^n 
J\xJ[\dx dfi "" dy dn) "^ '^ \dx d'i " ry dl)^^] ~ ' 

oder, falls man nach ^ und -5- ordnet, auch so: 
' Ox oy ' 

]X^\dx ^ oy J 

Denkt man sich aber diese Formel der Beihe nach für alle Stücke 
Ui, IL}... der Fläche @ gebildet, und air diese Formeln addirt, 
so erhält man oifenbar: 

/, (IS ^y ~yi^')-o; 

so dass man also vorläufig zu folgendem Satz gelangt: 

Ist eine Fumtian U = U(x, y) auf irgend einetn Theil @ einer 
Uieniann sehen Kugelfläche eindeutig, stetig und harmonisch, so 
gilt stets die Formel: 



(«■> .4 (« ■'» - 1? "') - »• 



die Integration positiv erstreckt über alle Itandcurvcn von ©. 

Dieser Satz ist selbstverständlich auch anwendbar auf jeden 
lluH von ©. Ist nun insbesondere die Fläche © einfadh zusammen- 
hängendy so wird dieselbe durch jedweden Kückkehrschnitt 6 in zwei 
getrennte Stücke zerfallen, von denen eines lediglich von c begrenzt 
ist. Demgemäss ergiebt sich durch Anwendung der Formel (8.): 



m^^ -->»-'■• 



so dass man also [vgl. die einfachen Betrachtungen pg. 195 — 197 J 
zu folgendem Satz gelangt: 

Theorem. — Bepräsentirt © einen einfach zusammenhängen- 
den Tlicil einer Riemann* sehen Kugel fläche, und ist die Function 
U ^= U{x,y) auf Q eindeutig, stetig und harmonisch, so wird 
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das von einefn festen PimJcte Xq^ iJq ausgeliende, ufid in seiner Bewegung 
auf © besdiränJcte Integral 

xy 



(90 ^=/(^-^^y-|?'^-)> [®J 

eine Function von x, y sein, die auf © eindeutig und stetig ist. 
Die so definirte Function V besitzt [zufolge (9.)] die Eigenschaften: 

dy dx ' dx dy 

Und denigemäss repräscfitirt also das Binofn 

(10.) ü+iV 

eine monogene Function von ^ = x -{- iy, tvelclw auf © eindeutig 
und stetig ist. 

Dieser Satz lässt sich leicht übertragen auf den Fall einer 
mehrfach zusammenhängenden Fläche. Man erhält alsdann folgendes 

Allgemeineres Theorem. — Ist die Function U= U(x,y) ein- 
deutig, stetig und harmonisch auf irgend einefn mehrfach zu- 
sammcnhängendefn Theil © einer Bietnann'sclien Kugelfläche, und denkt 
man sich diesen Theil © durcli irgend welche Schnitte tf,, cr^, . . . tfy in 
eine einfach zusammenhängende Flädie veruKindelt, so wird U der 
reelle Theil einer monogenen Function 

(10a.) U+iV 

• 

sein, welche auf ©, mit Ausnahme der Curven 6^, 6^, . . . 6v, eindeu- 
tig und stetig, in jeder sokhen Curve aber mit einer constanten 
und zwar rein imaginären Werthdiffercnz behaftet ist. 

Bemerkung. — Denkt man sich die Fläche @ in lauter kleine Stücke 
U zerlegt, deren jedes einen natürlichen Zustand anzunehmen fähig ist, 
und diejenigen Stücke U, welche die Integrationscurve des Integrals (9.) 
durchläuft, der Reihe nach mit Uj, U^,, . . .M^ bezeichnet, so kann das 
Integral selber dementsprechend in n Theile zerlegt werden. Und der 
einem einzelnen solchen U zugehörige Integral theil ist alsdann in die Form 



/d'^'-i--«) 



versetzbar, wo 4, ij zvl x,y in derselben Beziehung stehen wie auf pg. 389. 
Diese Zerlegbarkeit und Umformbarkeit des Integrales (9.) und ähn- 
licher Integrale ist stets im Auge zu behalten. Sie ist z. B. zu be- 
achten, falls man die im Satze (9.) über die Stetigkeit von V gemachte 
Behauptung wirklich beweisen will. 
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§2. 

Aufstellung einer gewissen Fundamentalsufgabe. Begriff der 

Fundamentalfunctionen. 

Die Function U = U{x,y) sei auf irgend einem Theil @ einer 

(11.) Riemann'schen Kugelfläche eindeutig und stetig, und innerJialb @ 

harmonisch. Wir stellen uns die Aufgabe, diese Function U näher 

zu untersuchen, und namentlich den Punkt näher zu bestimmen, in 

welchem sie auf © den yr'össten Werth hat. 

Bemerkung. — Wir unterscheiden hier und im Folgenden zwischen 
auf und innerhalb. Unter den auf @ gelegenen Punkten verstehen wir 
nilnilich alle Punkte der Fläche @, inclusive ihrer lland punkte, unter den 
innerhalb @ befindlichen Punkten hingegen alle Punkte der Fläche Q, ex- 
clusive ihrer Randpnnkte. Und in analoger Weise benutzen wir die Worte 
auf und innerlialb auch bei Angabe irgend welcher Eigenschaften einer 
auf @ ausgebreiteten Function. 

Uebrigens werden wir statt „au/' @'* zuweilen auch mit schärferer 
Äccentuirung sagen: „tn Erstreckung von @** oder „tn ganzer Erstreckung 
von S". 

Da die Function U nach unserer Voraussetzung auf © eindeu- 
tig und stetig sein soll, so unterliegt es zuvörderst keinem Zweifel, 
dass sie auf @ in irgend einem Punkte einen Maximalwerth erreicht. 
Dieser Punkt soll näher bestimmt werden. 

Zu diesem Zweck markiren wir irgendwo innerlialb @ einen 
Punkt c. Gleichzeitig construiren wir das Bereich U (c, js) oder 
Sl (y, f) dieses Punktes, und zwar in solcher Weise, dass einerseits 
U völlig innerlialb © liegt, und dass andererseits % eine um y (als 
Centrum) beschriebene Kreisfläche vorstellt. Alsdann ist U in ganzer 
Erstreckung von U oder ?l eindeutig, stetig und harmonisch. Zu- 
folge (10.) existirt daher eine monogene Function 

U+iV, 

welche auf U oder % eindeutig und stetig ist. Diese letztere aber 
wird im Centrum y der Kreisfläche % einen Werth haben, der nach 
dem Cauchy 'sehen Satz [pg. 21] folgendermassen darstellbar ist: 






Setzt mau nuu hier in bekannter Weise 

5 — y = QC^^y mithin p— - = i dd", 
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wo Q den von y nach g gehenden ßadius; und d" das Azimuth des- 
selben vorstellt^ so erhält man: 

2/r 

Uy+iVy=,^^f{U-{-iV)d», 



und folglich: 
(12.) Uy = -?- /* U d» und Vy = ^ f Vd». 

() 

Die erste dieser beiden Formeln nimmt^ falls man das Randelement 
der Fläche ?l mit da, und den in d(S vorhandenen Werth U mit 
U„ bezeichnet, die Gestalt an: 

(13.) ^ _ /M5 

und sagt also aus, dass der Centralwerth Uy identiscli ist mit dem 
arithmetisdien Mittel der peripherisdien Wcrtlie Ua- 

Nun sind offenbar nur zwei Fälle denkbar. Entweder die Ua 
sind constant, d. h. alle von einerlei Grösse. Alsdann wird ihr 
arithmetisches Mittel d. i. Uy ebendieselbe Grösse haben. Oder 
aber die Ua sind nicht alle von einerlei Grösse. Alsdann wird ihr 
arithmetisches Mittel d. i. Uy zwischen den Ua eine mittlere Bang- 
stufe einnehmen, indem es einige derselben an Grösse übertri&l, 

(14.) anderen nachsteht. Niemals also wird Uy die sämmtlicheii Ua an 
Grösse übertreffen können. 

Dieser Satz führt zu wichtigen Folgerungen. Bezeichnet man 
nämlich alle Werthe, die U in Erstreckung der Fläche © besitzt, 
mit f/©, so dass also z. B. Uy und ebenso auch die Ua nur Indi- 
viduen aus dem System der f/@ vorstellen, so ergiebt sich aus (14.) 

(15.) sofort, dass jenes Uy tmmö(/li<-h alle übrigen Uq an Grösse überragen 
Jcann. Denn wäre dies der Fall, so müsste jenes Uy z. B. auch 
alle Ua an Grösse übertreffen; was dem Satze (14.) widerspricht. 

Nun war aber c ein innerhalb © beliebig markirter Punkt, und 
jenes Uy ist identisch mit Uc d. h. mit demjenigen Werth, den U 
im Punkte c besitzt. Demgemäss kann der Satz (15.) auch so aus- 
gesprochen werden: Markirt man irgendwo innerhalb © einen Punkt 

(16.) c, so wird der daselbst vorhandene Werth Uc unmöglich grösser sein 
können als alle Übrigen Uq. 

Existirt also überhaupt unter den Werthen Us einer, der alle 
übrigen an Grösse überragt, — und das wird stets der Fall sein, 
wenn U auf © inconstant ist, — so kann dieser Werth niemcds 
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innerhalb @; folglich nur am Rande von @ anzutrelFen sein. Oder 
kürzer ausgedrückt: Ist die Fundion U auf ^ inconstant, so wird 
ihr grösster Werth niemals innerhalb ©, sondern nur am Rande 
von © anzutreffen sein. 

Sollte andererseits die Function U auf @ constant sein^ so 
würde ihr grösster Werth allenthalben, sowohl innerhalb @ une audi 
am Rande von @ sich vorfinden. Beide Fälle zusammengefasst, 
gelangt man also zu folgendem Resultat: 

Erster Satz. — Us sei @ irgend ein Tlieil einer Riemann'schen 
Kugel flädie^ femer U = U{x,y) eine Function, die auf © eindeutig 
(17.) und stetig, und innerhalb @ harmonisdi ist. 

Alsdann wird der grösste Werth von U unter allen Um- 
ständen, einerlei ob U auf ® constant oder inconstant ist, am Rande 
von © anzutreffen sein. Ist aber U auf © inconstant, so tvird 
dieser grösste Werth nur am Rande, und nietnals innerhalb © an- 
zutreffen sein. 

Analoges gilt offenbar andererseits auch für den kleinsten Werth 
von U. 

Betrachtet man also die Randwerthe einer solchen Function U, 
und bezeichnet man den kleinsten und grössten dieser Randwerthe 
respective mit K und G, so werden die Werthe, welche ü inner- 
luüb © besitzt, ebenfalls sämmtlich zwischen K und G liegen, 
folglich constant sein, falls K =^ G ist. Somit ergiebt sich folgender 

Zweiter Satz. — Ist die Function U = U {x^ y) auf © eindeu- 
(18.) tig und stetig, ferner innerhalb © luirmonisch, und setzt man voraus^ 
dieselbe sei längs des Randes von © constant, so uHrd sie auf © 
allenthalben constant sein. ^ 

Hieraus folgt sofort, dass eine Function, die wuf © eindeutig 
und stetig, und innerhalb © harmonisch sein soll, durch blosse An- 
gabe ihrer Randwerthe vollständig bestimmt ist. Denn existirten 
zwei solche Functionen U und V, beide mit denselben Randwerthen, 
so würde ofi«nbar ihre Differenz U — U' eine Function sein, die 
auf © eindeutig und stetig, innerhalb © harmonisch, und am Rande 
von © überall = ist. Zufolge des Satzes (18.) würde daher diese 
Differenz U — U' auch innerJuHb © überall = sein. — Q. e. d. 

Es ergiebt sich in dieser Weise also folgender 

Dritter Satz. — SoU eine Function U = U(x, y) auf irgend 
(19.) einem Theil © einer Riemann'schen Kugelfläche eindeutig und stetig, 
und innerhalb © harmonisch sein, so wird sie vollkommen bestimmt 
sein durch blosse Angabe ihrer Randwerthe. 
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Au diesen Satz scliliesät sich von selber die Aufgabe au, eine 
mit den genannten Eigenschaften versehene Function wirklich zu 
construiren, falls ihre Randwerthe irgendwie vorgeschrieben sind. 
Diese Aufgabe bildet den eigentlichen Angelpunkt unserer weiteren 
Betrachtungen. Sie mag demgemäss die Fundamentalaufgabe ge- 
nannt, und sorgfältiger formulirt werden. 

Die Fundamentalaufgabe. — Man detike sich längs des Randes 
6 der Fläclie © irycyid welclic reellen Werthe Z in willkürlicher 
(20.) Weise vorgeschrieben, jedoch so, dass dieselben längs a stetig 
sind. Es wird die Constrtwtion einer Function U = U {x, y) ver- 
langt, die folgende Eigenschaften besitzt: 

I. U soll auf © eindeutig und stetig, und innerhalb @ liar- 
mofüsch sein. 

IT. U soll am Bande von © Werthe besitzen, die mit jenen vor- 
geschriebenen l.'s identisch sind. 

Diese der Fläche © zugehörigen Functionen U mögen kurzweg 
(20a.) die Fundamentalfandioncn der Fläche © heissen. Auch mögen die- 
selben als bekannt oder constmirbar bezeichnet werden, sobald irgend 
welche Methode gefunden ist, mittelst deren man dieselben für be- 
liebig vorgeschriebene, jedoch stetige Randwerthe Z wirklich auf- 
zustellen vermag. 

Es handelt sich dabei namentlich um die Frage, ob derartige 
Functionen U wirklich cxistiren, also um die Frage, ob jene Fun- 
damentalaufgabe für eine beliebig gegebene Fläche © und Ijcliebig 
vorgeschriebene stetige Randwerthe Z wirklidi lösbar ist Wir 
werden im Folgenden zeigen, dass diese Frage für solche Flächen 
©, die von lauter Kreislinien begrenzt sind, bejaliend zu beantworten 
ist, nämlich zeigen, dass die fundamentalen Functionen U einer von 
lauter Kreisen begrenzten Fläche © wirklich construirbar sind. 

Der Definition (20 a.) entsprechend werden unter den Funda- 
mentalfunctionen einer geschlossenen Fläche solche zu verstehen sein, 
die auf dieser Fläche allenthalben eindeutig, stetig und luirmonisch 
sind. Hieraus aber ergiebt sich leicht, dass die Fundamental- 
functionen einer ein- oder mehrblättrigen Riemann'schen Kugelfläche 
(20b.)9t ohne Weiteres angebbar, nämlich Constanten sind. Dass jede 
Constante die in Rede stehenden Eigenschaften besitzt, unterliegt 
keinem Zweifel. Leicht aber lässt sich auch zeigen, dass jede Fun- 
damentalfunction der Fläche 91 nothwendiger Weise eine Constante 
sein mtiss. 
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Erlänternng. — Ist nämlich irgend eine Function ü auf 91 eindeutig, 
stetig und harmonisch, so wird dieselbe [nach Satz (10 a.)] der reelle Theil 
einer monogenen Function 

ü+iV 

sein, welche auf 3i, mit Ausnahme der Curven a^, &^, c^, eindeutig und 
stetig , in jeder solchen Curve aber mit einer constanten rein imaginären 
Differenz behaftet ist. Hieraus aber folgt sofort [vgl. die Betrachtungen 
pg. 235, 236, namentlich den dortigen Satz (R.)] , dass ü -{- iV eine Con- 
stante ist. Q. e, d. 

Bemerkimg. — Die Betrachtungen dieses Paragraphs sind, ihrem 
eigentlichen Kern nach,, bereits früher von mir dargelegt worden, im Jahre 
1870, in zwei Aufsätzen über das Logarith mische und Newton'sche Potential 
in den Math. Annalen, Bd. 3, Seite 325-349 uud 424—434. 

§ 3. 

Einige Eigenschaften der Fundameutalfonetionen. 

Es bezeichne © irgend eine siieciell gegebene Flüche. Wir 
nehmen an, dass die Fundamentalfunctionen U dieser speciellen 
Fläche © wirklich construirbar seien, für beliebig vorgescliriebene 
stetige Randwerthe Z, und bezeichnen die diesen Randwerthen X zuge- 
hörige Function U mit 

(1.) U^, oder besser mit f/^» ^, 

wo ö den Rand der Fläche © vorstellen soll. Absichtlich setzen 
wir dabei im Exponenten ö, Z statt des blossen Z, um anzudeuten, 
dass jene Werthe Z längs 6 ausgebreitet zu denken sind. 

Sind die Z's gegeben, so ist dadurch die Function (1.) voll- 
ständig und eindeutig bestimmt] zufolge des Satzes (19.) pg. 395. 
Sind insbesondere die Z's längs ö constunt, etwa = 1, so wird jene 
Function, zufolge des Satzes (18.) pg. 395, auf © allentlialhcn = 1 
sein; was angedeutet werden kann durch die Formel: 

(2.) V'^ ^ = 1. 

Ebenso ergiebt sich allgemein: 

(3.) ?7^» ^ = ^, 

falls nämlich A eine beliebig gegebene Constante vorstellt. 

Die Fundamental function (1.) ist, nach ihrer Definition [(20a.) 
pg. 396], in ganzer Erstreckung der Fläche © eindeutig und stetig. 
Sie wird daher irgendwo auf der Fläche © einen grösstcn Werth 
annehmen. Dieser grösste Werth ist aber, nach Satz (17.) pg. 395, 
unter allen Umständen am Rande von © anzutreffen. Er wird 
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daher, weil die Randwerthe der in Rede stehenden Function (1.) 
durch die Z's selber dargestellt sind, identisch sein mit Max Z, d. i. 
mit dem Maximalwerth der Z's. Und demgemäss entsprechen also 
sämmtUche Werthe, welche die Function (1.) auf © besitzt, der 
Formel: 
(4.) C7^' ^ < Max Z. 

Denkt man sich also z. B. auf @ irgend eine Ctirve i gegeben, 
die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfalls mit ^ benannt, und 
die Werthe der Function (1.) in diesen Punkten J mit 

(5.) uf^ Z 

bezeichnet, so entsprechen alF diese Werthe (5.) der Formel: 

(6.) U^^ ^ £ Max Z. 

Demgemäss ist also z. B. 
(6a.) Max Uf' ^ ebenfalls <: Max Z, 

falls man nämlich unter Max C/;^» den grössten derjenigen Werthe 

versteht, den die Function Uf^ ^ auf der dirve £ besitzt. 

Andererseits wird die Function (1.) oflFenbar irgendwo auf der 
Fläche © einen kleinsten Werth annehmen. Hieraus ergeben sich 
analoge Formeln; so dass man also, Alles zusammengefasst, folgen- 
den Satz erhält: 

Erster Satz. — Es sei ® ein (von beliebig viden Bandcurven 
begrenzter) Theil einer Riemann'sclien Kugelfläche. Am Bande 6 der 
Fläche © seien irgend welche längs 6 stetige WcrtJie Z vorgeschrieben. 
Femer sei gebildet die diesen Vs zugehöi'ige Fundamentalfunction 

DenM man sidi nun in ErstrecJcung der Flädie © irgend eine 

m 

Curve g gegeben, und die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfalls mit 
t, bezeichnet, so wird für alV diese Punkte i die Formel stattfinden: 

(I.) Min Z < ?/v^' ^ <: Max Z. 

Hieraus folgt sofort: 

Max Uf^ ^ < Max Z , 

Min V\''^ ^ > Min Z; 
und hieraus durch Subtraction: 

(la.) Max üc^» ^ — Min f/;*^» ^ _< Max Z - Min Z. 

Man kann, mit Riemann, die linke Seite dieser letzten Forfnel 
als die Schwankung der Function ü^^ ^ auf der Curve f, und ebenso 
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die rechte Seite als die Schwanicnng der Function Z auf 6 bezeich- 
nen. Demgemäss kann man diese Formel, faüs die Schwankung einer 
Function durch die Charakteristik D angedeutet wird, audi so schreiben: 

(Ib) D 17;^' ^ ^ DI. 

Schliesslich kann noch folgende Formel hinzugefügt werden: 

(Ic.) Max abs Vf' ^ < Max abs I, 

die aus (I.) sich leicht ergieht 

Erläntemng zu (Ic). — Liegen^ wie durch (I.) constaiirt ist, sämmt- 
liche Werthe einer Function P> zwischen zwei festen Schranken A und B, 
und bezeichnet man den absolut grössten Betrag dieser beiden Quantitäten 
A und B mit M, so wird ofifenbar abs F'. stets <C 3f , mithin auch 
Max abs F^ ^ M sein. Q. e. d. 

Bemerkung. — In den Formeln des vorstehenden Satzes würde die 
Ersetzung des Zeichens ^ durch <^ selbst dann nicht gestattet sein, wenn 
die Curve i völlig innerhcdb @ liegen sollte. Denn es könnte z. B. Z 
auf a constant sein. Und alsdann würde in jenen Formeln das in Rede 
stehende Zeichen durch = zu ersetzen sein; wie sich solches aus dem 
Satze (18.) pg. 395 sofort ergiebt. 

Wir wollen jetzt annehmen, die RandcurveDanzahl der gege- 
benen Fläche © sei > 1, etwa = 2. Die beiden Randcurven mögen 
(Tj und 62 heissen. Sind nun am Rande 6 der Fläche @; d. i. auf 
<r, und 0^, irgend welche stetige Werthe Z vorgeschrieben^ so wird 
die diesen Z's zugehörige Fundamentalfunction der Fläche @ nach 
wie vor mit 
(1.) f7<^'^ oder cr^i + <^2,Z 

zu bezeichnen sein. Gleichzeitig aber mag unter 

(2.) ?7^i ' ^ 

diejenige Fundamentalfunction verstanden werden, deren Randwerthe 
nur auf ö^ mit jenen Z's identisch^ auf Ö2 hingegen Ntdl sind. Und 
ebenso mag umgekehrt 

(3.) tr^«»^ 

diejenige Fundamentalfunction vorstellen, deren Randwerthe auf 6^ 
mit jenen Üs identisch, auf tf^ aber Null sind. Das Aggregat 

repräsentirt daher eine Fundamentalfunction, deren Randwerthe 
durchweg (auf 6^ wie auf 6^ identisch mit den Z's sind, d. h. eine 
Fundamentalfunction, deren Randwerthe identisch mit denen der 
Function (1.) sind. Besitzen aber zwei Fundamentalfunctionen einerlei 
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Randwerthe, so sind sie, nach Satz (19.) pg. 395, unter einander 
identisch. Somit folgt also: 
(4.) Cr^i»^: + J7<T.,I = f^a,I 

Ist insbesondere Z constant, etwa durdiweg = 1 (auf 6^ wie auf 6^^ 
so nimmt die Formel (4.) die Gestalt an: 

Die rechte Seite dieser Gleichung aber repräsentirt, nach Satz (18.) 
pg. 395, eine Fundamentalfunction, die auf der gegebenen Fläche © 
allentJuilbefi = 1 ist. Somit folgt: 

(5.) D^<^i'i+ 0-^**1= 1. 

Wir wollen jetzt insbesondere die Function (2.), oder vielmehr 
zunächst die etwas specielkre Function 

(6.) r/^i ' 1 

in Betracht ziehen. Diese ist auf <r, überall = 1, auf 6^ überall 
= 0, also auf © inconstant, Ihr grösster Werth auf © wird daher, 
nach Satz (17.) pg. 395, niemals innerlialb ©, sondern immer nur 
am Jlandc von © anzutreflFen sein. Er wird somit, weil die lland- 
werthe der Function theils =1, theils =0 sind, noth wendiger 
Weise durch 1 dargestellt sein. 

Um die Hauptsache zusammenzufassen: Jener grosste Werth 
ist = 1 , und niemals innerhalb ©, sondern nur am Bande von © 
anzutreflFen. Markirt man also irgend einen Punkt j innerhalb ©, 
so wird der daselbst vorhandene Functions werth 

Uj^^ ' ^ noth wendig < 1 (niemals =1) 

sein. Und denkt man sich ferner völlig innerhalb © irgend 
eine Curve 5 gegeben, und die einzelnen Punkte dieser Curve eben- 
falls mit t, bezeichnet, so wird für alF diese Punkte J; die Formel 
stattfinden: 

r7:^|'l< 1 (niemals =1). 

Diese Formel kann schliesslich, durch eine analoge Betrachtung 
über den kleinsten Werth der Function (6.), leicht vervollständigt 
werden-, so dass man erhält: 

(7.) 0<r7;^-i< 1, 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso. 

Nun ist die Function (ß.) auf ©, mithin z. B. auch auf % ein- 
deutig und stetig. Unter den Werthen, die sie auf J besitzt, muss 
also ein bestimmter Meimter^ und ebenso auch ein bestimmter ^ö^fer 
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Werth sich vorfinden. Diese beiden besonderen Werthe — sie 
mögen x und l heissen — müssen der allgemeinen Formel (7.) sich 
ebenfalls subordiniren. Und demgemäss erhält man: 

(8.) 0<x< IY^^^<1<1. 

Die Grössen x und A sind also positive Constanten, beide > 0, und 
beide < 1. Auch werden die Werthe dieser beiden Constanten 
X, A, wie aus ihrer Definition folgt, lediglich abhängen von den 
durch die Fläche ® und die Curve ^ gegebenen geometrischen Ver- 
hältnissen; so dass sie etwa bezeichnet werden können als die 
Situationsconstanten von 5 *w Bezug auf ©. 

Dies vorausgeschickt, gehen wir über zur Betrachtung der all- 
gemeineren Function (2.): 

(9.) C7^i>^. 

Bezeichnet man den absolut grössten Werth von Z auf ö^ mit M^, 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 

00.) Jfi = Maxabs !<,., 

so sind Jfef 1 + -^ ^°^ -äfi — Z auf ö^ überall > 0. Demgemäss be- 
sitzen also die Functionen 

Ijc, , Jlfi + I und u<r, , 3/j - I 

Ttandwerthe, die auf ö^ überall > 0, und auf Ö2 überall = sind*). 
Ihre Bandu^erthe sind mithin durchweg positiv. Und hieraus folgt, 
^mittelst des Satzes (17.) pg. 395, dass ihre Werthe auf der Fläche 
@ allentlialhen positiv sind. Somit ergeben sich für jedweden Punkt 
der Fläche © die Formeln: 

(«.) f7^x» ^1 + ^:^0, 

Formeln, die man auch so schreiben kann**): 
(y) f/^i»^i + 17^1»^ ^0, 

oder auch so: 



*) Vgl. die in (2.) pg. 399 gegebene Definition. 

**) DaBS z. B. in (tt.) nnd (y.) die linken Seiten nnter einander identisch 
sind, crgiebt sich in ähnlicher Weise, wie vorhin die Richtigkeit der Formel 
(4.) dargethan wurde. 

N e u m a n n , Abertche Integrale. 8. Aufl. 26 
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Ist aber ( — Ä) ^C B <i (+ A\ so wird offenbar abs B ^ abs A 

sein. Somit folgt: 
(11.) abs ?7^t , 2: < abg ija, , M, ^ 

oder, weil U^i^-^i = M^U^^>^ ist*), und die Werthe von Jf, und 
?7*^»» ^ stets positiv sind: 

(12.) absr7^i»^^J»fif7^»'^ 

Air diese Formeln gelten für jedweden Punkt der Fläche ©. 
Bringt man nun die letzte auf irgend einen Punkt der vorhin be- 
trachteten Curve t in Anwendung, so erhält man: 

abs [7c*'l'^^3f,^7^i»^ 
also mit Rücksicht auf (8.): 

(13.) abs f/;^i'^<:3fiA, 

mithin z. B. auch: 

(14.) Max abs f/^*'« ' ^ ^ Jf^A. 

Substituirt man schliesslich für M^ seine eigentliche Bedeutung (10.), 
so gelangt mau zu folgendem Satz: 

Zweiter Satz. — Es sei © ein von zwei Randcurven 6^ und 6^ 
hegrenzter Tlieil einer Riemann'sclmi Kugelfläche, Femer bezeichne 

diejenige Fundanientalfunction der Fläche @, welche längs 6^ beliebig 
vorgeschriebene stetige Werthe Z besitzt, andererseits aber längs Ö2 durch- 
weg = ist ^ 

Denkt man sich nun völlig innerhalb © eine Curve 5 gegeben, 
und die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfalls mit i bezeichnet, so 
unrd für diese Funkte g die Formel stattfinden: 

(IL) Max abs üf^ ' ^ < (Max abs I^J A. 

Dabei bezeichnet X eine positive Constante, die < 1 ist, und deren 
Wei'th lediglicfi abhängt von den durch die Fläche @ ufid die Curve 
g gegebenen geometrischen Verhältnissen. Man kann k etwa die 
Situationsconstante der Curve f in Bezug auf © nennen, 

*) Die Richtigkeit dieser Gleichung ergiebt sich io ähnlicher Weise, wie 
vorbin die Kicbtigkeit der Formel (4.) dargethan wurde. 



Siebzehntes Capitel. 
Nähere Untersachang der Fnndamentalfanetioneii der Kreisfläche. 

§ 1. 

Die Fnndamentalfanctionen der Slreisfläche. 

Denkt man sich irgendwo in der j2?-Ebene eine Kreisfläche ge- 
geben, und den Rand derselben mit 6 bezeichnet, so ist unter der 
Fundamentalfunction der Kreisfläche diejenige Function U = ü{x, y) 
zu verstehen, welche auf der Kreisfläche eindeutig und stetig ist, welche 
femer innerhalb der Kreisfläche harmonisch ist, fd. h. den Be- 
dingungen 

entsprechend] , und welche endlich am Bande ö beliebig vorgeschriebene 
Wertlie X besitzt; wobei vorausgesetzt sein soll, dass diese I.*s längs ö 
stetig sind. 

Wir werden im Folgenden, nach mancherlei mühsamen und 
weitläufigen Betrachtungen, schliesslich zu einer Formel gelangen, 
mittelst deren man diese Function U, falls die Z's gegeben sind, 
jederzeit auszudrücken vermag. 

Es sei dö das Element der gegebenen Kreisperipherie*), ferner 
V die auf dö errichtete innere Normale, endlich E die Entfernung 
des Elementes dö von einem beliebig gegebenen Punkte x. Als- 
dann kann das über die ganze Peripherie erstreckte Integral: 

auch so geschrieben werden: 

wo -9" den Winkel vorstellt, unter welchem die Linie E (dö •-> x) 



*) In Dachstehender Figur ist das Element de mit a§ bezeichnet. 

26* 
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(1.) 



(2.) 



COS & w-r 

gegen v geneigt ist. Nun ist aber - „- da gleich dem Winkel axß 

(wo a und ß die beiden Endpunkte des Elementes dö vorstellen), 

also gleich der scheinbaren Grösse des Elementes d6 für einen in x 

befindlichen Beobachter, vorausgesetzt, dass der Punkt x innerhalb 

resp. auf der Peripherie liegt. 

Sollte nämlich x ausserhalb der Peripherie liegen, so könnte cos 9" 
unter umständen negativ werden. Dann aber würde die scheinbare Grösse 
des Elementes da für einen in x befindlichen Beobachter nicht darch 

l-\ =^— da) sondern dnrch ( ^ -da) dargestellt sein. 

Acceptirt man also die genannte Voraussetzung, und bezeichnet 
man zugleich jene scheinbare Grösse mit (dö)^, so wird: 



w. 



fi-Mi)^'-/--^^' 



E 



fm.- 



Wir werden im Folgenden nicht nur dieses Integral, sondern nament- 
lich auch das allgemeinere Integral 

näher zu untersuchen haben, wo Z die längs des Randes 6 vor- 
geschriebenen Werthe repräsentiren soll. 
Eine sehr merkwürdige 



Eigenschaft dieser Functio- 
nen Wx und Wx besteht darin, 
dass jede derselben längs der 
gegebenen Peripherie con- 
stant ist. Lässt man nämlich 
in der beistehenden Figur 
den Punkt x nach der Peri- 
pherie rücken, so wird das 
von den Punkten x, a und c 
(dem Mittelpunkt der Peripherie) gebildete Dreieck ein gl^ncJischenk- 
liges. Und aus diesem Dreieck ergiebt sich alsdann sofort die Rela- 
tion: E = 2R cos d', wo R den Radius der Peripherie vorstellt 
Durch Substitution dieses Werthes von E nehmen aber die Formeln 
(1.), (2.): 




»♦^-=/T 



Zda 
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folgende Gestalt an: 

Jda 
Wx = 7t 2~ü~~ = ^7 [vorausgesetzt, dass 

(3.) ^ X am Rande der 

W-^ J^^'' = ^M Kreisfläche liegt], 

wo M das arithmetische Mittel derjenigen Werthe vorstellt, welche 
die Function Z längs des Randes besitzt. W. z. z. w. 

Der in (1.), (2.) enthaltene log ^ drückt sich durch die Coor- 

dinaten x, y des Punktes x und durch die Coordinaten a, h des 
Elementes dö folgender massen aus: 

log i = \ log [{x - af + (y - h)% 

und genügt also der Differentialgleichung yf + ^— ^ «= 0. Dem- 

gemäss folgt aus (1.), (2.), dass die Functionen w und W eben- 
falls dieser Differentialgleichung Genüge leisten. Ueberhaupt erkennt 
(4.) man aus jenen Formeln (L), (2.) sofort, dass die Functionen w und 
W innerhalb der gegebenen Kreisfläche eindeutig, stetig und har- 
monisch sind. Man könnte vielleicht vermuthen, dass w und W 
nicht nur innerhalb^ sondern in ganzer Erstreckung der Kreisfläche 
eindeutig und stetig seien. Das aber ist nicht der Fall. In der 
That ergiebt sich z. B. aus (1.), dass Wx = 2:t oder = ;r ist, je 
nachdem der Punkt x innerlialb der Kreisfläche oder an ihrem Rande 

liegt. 

Es ist nämlich nach (1.): w^ =z J{dc)^\ und hieraas folgt, mittelst 
der geometrischen Bedeutung von {da)^^^ sofort, dass w^ *=^ 2x ist, sobald 
der Punkt x innerhalb der Kreisfläche liegt. Befindet sich andrerseits der 
Punkt X am Bande dieser Fläche , so wird nach (3.) : «7^ »» «. 

Diese Function Wx hat somit im Innern der Fläche einen con- 
stanten Werth 2it, der jedoch beim Uebergauge zum Rande plötz- 
lich sinkt von 2n auf ä. Wir können diese Verhältnisse, falls wir 
die innem Punkte mit j, und die üatu^punkte mit s bezeichnen, 
durch die Formeln andeuten: 

Construirt man also eine in den Punkten j und s resp. den Formeln 

^^•) U. = tc, + « 

entsprechende Function f^, so wird diese letztere für die ganze ge- 



(8.) 
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gebenc KreisfläcJie, ihren Band mit eingeschlossen^ constant, nämlich 
(6 a.) ^= 2jt sein, D. h. sie wird constant sein in ganzer Er Streckung 
der Kreisfläche, 

Eiuigermassen analoge Verbältnisse sind zu erwarten bei der 
allgemeinern Function (2.): 

(7.) F. ^jTida),. 

In der Tbat wird es, ebenso wie für w das ^ eingeführt wurde, 
ebenso auch hier zweckmässig sein, an Stelle von W eine neue 
Function V einzuführen mittelst der Formeln: 

V,= Ws + nH,. 

alsdann aber wird sich zeigen, dass diese neue Function Vx eindeutig 
und stetig ist in ganzer Erstreckung der gegebenen Kreisfläche. 

Um näher hierauf einzugehen, markiren wir irgendwo am Rande 
der Kreisfläche einen festen Punkt a, bezeichnen den in a vorhan- 
denen Werth Z« der Kürze willen mit A, und subtrahiren von der 
Formel (7.) die mit A multiplicirte Formel (1.): 

(9.) kiv, = kj{d6\, 

wodurch sich ergiebt: 

(10.) W:c ~ A w;. =/(! - A) {da),. 

Sondern wir nun, mittelst eines kleinen um a als Mittelpunkt 
beschriebenen Hülfskreises 91, sämmtliche Elemente dö in solche 
Elemente d6\ die innerhalb 21, und in solche Elemente dö", die 
ausserhalb 31 liegen, so können wir die Formel (10.) so schreiben: 

W, - kW, = /(I - A) (rf(y')x + /(I - A) (d(y")x, 



Ul.) 



das eine Integral über die dfs\ das andere über die dö" hinerstreckt. 
Da wir unter x immer nur solche Punkte verstehen, die innerhalb 
oder am Rande der gegebenen Kreisfläche liegen, so sind die (dö),, 
(d(f')x) {^^")x) ihrer geometrischen Bedeutung zufolge, sämmtlich 
l)ositiv. Auch ist das über den ganzen Rand jener Fläche erstreckte 

Integral J{d6)x stets < 2ä; um so mehr also auch J{d0')x<.27t. 

Denn dieses letztere Integral soll sich selbstverständlich nur über 
die Elemente dö', also nur Ober diejenigen der Elemente dö er- 
strecken, welche innerhalb des kleinen Hülfskreises $1 liegen. Be- 
achtet man diese Bemerkungen, und bezeichnet man ausserdem den 
absolut grössten Werth der Function (X — A) innerhalb des Krei- 
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ses S mit M, so ergiebt sich aus (11.)- 

(12.) abs f7^ </[ab8 (I — A)] {d6% ^ Mj{d6'):, < Jf • 2;r, 

welche Lage der Punkt x innerhalb oder am Rande der gegebenen 
Kreisfläche auch besitzen mag. 

Nach unserer Voraussetzimg ist nun Z längs des Kreisrandes 
6 stetig. Gleiches gilt daher auch von der Function: 

(13.) I - A = I, — A = I, - Z«. 

Auch wird diese letztere Function = werden, sobald man den 
variablen Randpunkt s nach a rücken lässt. Folglich wird man 
das in (12.) enthaltene M, d. i. den absolut grossten Werth der 
Function (Z — A) innerhalb des Hülfskreises Sl, durch Verkleinerung 
dieses Hülfskreises beliebig klein machen können. Und dies über- 
trägt sich, vermöge jener Formel (12.), auf das abs Ux* Bezeich- 
net also 6 einen (id libitum gegebenen Kleinheitsgrad, so kann man 
das abs TJx durch gehörige Verkleinerung des um den festen Punkt 
a beschriebenen Hülfskreises % z. B. kleiner als \e machen; wobei 
die augenblickliche Lage des Punktes x (innerhalb oder am Rande 
der gegebenen Kreisfläche) völlig gleichgültig bleibt. 

Solches ausgeführt gedacht, beschreiben wir um a einen zwei- 
ten noch kleinem Hülfskreis a, und lassen denselben so klein wer- 
den, dass für alle von ihm umschlossenen Punkte x die Schwankung 

der Function Vx ebenfalls <\s ist. 

Dass solches ausführbar ist, unterliegt keinem Zweifel. Denn das in 
(11.) mit V bezeichnete Integral erstreckt sich nur über die Elemente 
da'\ d. i. nur über dei^jenigen Theil der gegebenen Peripherie, welcher 
ausserhalb des Hülfskreises 31 liegt. Folglich ist dieses V^ für die inner- 
halb 91 liegenden Punkte x durchweg stetig. 

Solches ausgeführt, sind alsdann offenbar die Schwankungen 
der Function (l/x+F^) für alle innerhalb a befindlichen Punkte x 
kleiner als s. Gleiches gilt daher auch von der mit (C/* + Vx) 
identischen Function {Wx — Am;^); vgl. (11.). 

Wir wollen sofort noch einen Schritt weiter gehen, nämlich 
um den festen Punkt a einen neuen noch kleineren Hülfskreis a® 
beschreiben, und denselben so klein uns denken, dass die (stetige 
und in a verschwindende) Function ä(Z ~ A) ihrem absoluten Be- 
trage nach innerhalb a® überall kleiner als jenes e ist. 

Alsdann werden also, um die Hauptsache zusammenzufassen, 

innerhalb des um a bescl^riebenen Hülfskreises a® einerseits die Schwan- 

Jcungen der Function 
(14.) Fx=Wx — Am;., 
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und andererseits die absoluten Werthc der Function 

(15.) f. = ä(I, - A) 

durchweg kleiner als e sein, wo e den zu Anfang ad libitum getväMten 
Kleinheitsgrad vorstellt. Dabei ist, was die Formel (14.) betrifft, wohl 
im Auge zu behalten, dass x als Colleetivbezeichnung dient für alle 
Punkte der gegebenen Kreisfläche, ihren Rand mit eingeschlossen, also 
als Colleetivbezeichnung für sämmtliche Punkte j, s. 

Dies constatirt, wollen wir nun statt der Functionen W, w die 
ihnen adjungirten Functionen V, ^ in den Vordergrund treten lassen. 
Nach (6.) und (8.) ist: 



>; = t^V 

.^»* = w?* + ?r, 



[ 



1 



(16.) 



p^ = 2«, 
Iv. = 2«, 



w. = w 
und folglich: 

¥y - Avv => ( w:; - A«v), 

% — kt, = {W.- Aw.) + «(Z. - A), ^ 
also mit Rücksicht auf die in (14.), (15.) eingefQhrten Bezeichnungen: 

M'.-AV. = F. + /'., 

oder, weil Vx [vergl. (6a.)] auf der ganzen Kreisfläche, ihren Rand 
mit eingeschlossen, constant, nämlich =2« ist: 

A + Fj, 

A + F, + f. 

Aus diesen Formeln (16.) aber folgt mit Rücksicht auf die Ergeb- 
nisse (14.), (15.), dass die Schwankungen der Function ^^ innerhalb 

des um a beschriebenen Hülfskreises a^ überall kleiner als 3£ sind. 
Auf die Gefahr hin, zu weitläufig zn werden, will ich das eben Ge- 
sagte noch ein wenig weiter erläntern. Sind j, j\ irgend zwei Punkte 
innerhalb der gegebenen Kreisfläche, und 8, 8^ irgend zwei Punkte an 
ihrem Bande, so sind die Schwankungen der Function y (16.) theils yon 
der Form: 

(«.) '»'> - \ = Pj - *;. ' 

theils von der Form: 

theils endlich von der Form: 

So lange aber ^', j^ und 8, 8^ innerhalb des Kreises a^ bleiben, ist jeder 
dieser Ausdrücke (cr.)^ (ß.)» (vOf zufolge der Sätze (14.), (15.), seinem ab- 
soluten Betrage nach kleiner als 3e, nämlich der absolute Werth von (er.) 
kleiner als e, der yon {§,) kleiner als 2e, und der von (y.) kleiner als 3e. 



(18.) 
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Innerhalb des um den Raudpankt a beschriebenen Hülfskreises 
a^ sind also die Schwankungen der Function V kleiner als 3«, wo 
das 6 einen zu Anfang ad libitum gewählten Eleinheitsgrad vor- 
stellt. Mit andern Worten: Die Function V ist in jenem Punkte a 
stetig. Und solches gilt offenbar für jeden beliebigen Randpunkt; 
denn a war ja zu Anfang auf dem Rande der gegebenen Kreisfläche 
ganz beliebig gewählt. Dass andererseits die Function ¥ auch ste- 
tig ist für jeden inneni Punkt J, bedarf keiner Erläuterung, folgt 
nämlich unmittelbar aus der für ¥ gegebenen Definition (8.). Wir 
gelangen somit zu folgendem Resultat: 

Es seien am Bande 6 der gegebenen Kreisfläche irgend weldie 
längs stetige Werthe Z vorgeschrieben. Setzt man alsdann: 

(17.) F. =/A (log 1) Z d0 =/^°^* I d6 =ß (d0%, 

und construirt man femer die den Formeln: 

(% = Wj, 

entsprechende Function ¥, so wird diese letztere au f der ganzen Kreis- 
fläctie, ihren Band mit eingeschlossen^ eindeutig und stetig sein. 
Oder kürzer ausgedrückt: Sie imrd eindeutig und stetig sein in ganzer 
Frstrechung der Kreisfläclie. [Vgl. die Bemerkung pg. 393.] 

InnerJialb der Kreisfläche ist diese Function ¥, nach (18.), iden- 
tisch mit TF, mithin, ebenso wie W selber [vergl. (4.)], JmrmonisdL 
Beachtet man ausserdem, dass das in (18.) enthaltene Ws constant, 
nämlich = ntA ist [vgl. (3.)], so kann man den soeben ausgespro- 
chenen Satz folgendermassen vervollständigen: 

Die in (17.) genannte Fundion W besitzt am Bande der Kreis- 
fläche einen constanten Werth tcIA. Setzt man nun 

so wird die durch diese beiden Formeln definirte Function V in ganzer 
Erstrechung der Kreisfläche eindeutig und stetig, überdies aber inner- 
halb der Kreisfläche harmonisch sein. 

Genau dieselben Eigenschaften besitzt offenbar, falls man unter 
H, K beliebige Constanten versteht, auch die Function if V + K, 
also z. B. die Function: 

(20.) ü'=Ay-M. 



(19.) 
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Die analytischen Ausdrücke dieser letztem Function sind für alle 
Punkte jy s sofort angebbar. Es ist nämlich nach (20.): 



also nach (19.): 



(21.) 



£^,= -W.-M, 



l u, = z.. 



Diese Function ü ist also nicht nur in Erstreckung der Kreisfläche 
eindeutig und stetig, und innerhalb derselben harmonisch^ sondern 
überdies auch am Bande derselben [wie aus (21.) folgt] identisdh 
mit den vorgeschriebenen Z's. Es wird mithin diese Function U die 
den vorgeschriebenen Z's entsprechende Fundamentalfunction der 
Kreisfläche sein [vgl. die Definition (20a.) pg. 396]. Demgemäss 
gelangt man auf Grund der Formeln (21.)^ indem man daselbst für 
Wj und M ihre aus (17.) und (3.) ersichtlichen Werthe substituirt, 
zu folgendem Satz: 

Das Kreistheorem. — Sind am Bande ö einer gegebenen Kreis- 
fläche irgend loelehe längs ö stetige Werthe Z vorgeschrieben^ so ist die 
diesen Wertlien Z zugehörige Fundamentalfunction U sofort an- 
getlbar, Einerseits nämlich tvird dieselbe in den BandpunJcten mit 
jenen T's identisch sein; und andererseits wird dieselbe in allen inner n 
Punkten j darstellbar sein durch die Formel: 

(22.) Uj = ^f{l(\ogi)-^j;]^äa. 

Diese Formel kann man aucJi so sdireiben: 

oder auch so: 

(22b.) Uj^lfi:id<,)j--^fz,i<s, 

oder otdlich auch so: 
(22c.) Uj = l f^id0)j - 2^/l(rf«)c. 

Dabei bezeichnet 6 den Band, c das Centrum und B den Badius 
der Kreisfläche, Ferner bezeicJmcn (da)j und {d0)c die scheinbaren 
Grössen irgend eines Bandelementes dö für einen in j respective in c 
befindlichen Beobachter. Ausserdem bezeidmd v die innere Nortnale 
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des Elcmmtcs da, E die Entfernung des Punktes j vom Element dö, 

und d" den von v und E gebildeten Winkel [vgl. die Figur pg. 404]. 

Bemerknng. — Setzt man Z = Const., z. B. =» i, so muss [nach 
Satz (18.) pg. 396] das zagehörige U ebenfalls =» 1 sein, fär sämmtliche 
Punkte der betrachteten Fläche. Hiermit aber sind die vorstehenden For- 
meln in Einklang. So z. B. geht die rechte Seite der Formel (22 b.) für 
Z = 1 über in: 

d. i. in 

- . 2« — - — ^ 2nR = 1. Q. e. d. 

Der gegenwärtige Paragraph repräsentirt, seinem ganzen Inhalt 
nach, nur einen speciellen Fall meiner Methode des anthmetisdien 
Mittels. Diese Methode ist von mir theils in den Berichten der Kgl. 
Sachs. Ges. d. Wiss. vom April und October 1870, theils auch in 
den Math. Annalen (Bd. 11 pg. 558) exponirt worden. In mehr 
ausführlicher Gestalt findet man dieselbe dargestellt in meinem Werke 
über das Logarithmisdie und Neivton'sdw Potential (Leipzig, bei Teub- 
ner, 1877), über welches referirt ist in den Math. Annalen (Bd. 13, 
pg. 255). 

Uebrigens ist der in diesem Paragraph behandelte Gegenstand 
derselbe, mit dem auch Schwarz (XV. Jahrgang der Vierteljahrs- 
schrift der Naturforsch. Gesellschaft in Zürich, 1870 und Crelle's 
Journal Bd. 74, pg. 218) und Prym (Crelle's Journal Bd. 73, pg. 340) 
sich beschäftigt haben; wobei bemerkt sein mag, dass der Schwarz- 
sehe Aufsatz einige Bemerkungen über meine Schriften enthält, die 
entweder irrthümlich sind, oder wenigstens leicht zu irrthümlichen 

Auffassungen Veranlassung geben können. 

Man findet solche Bemerkungen in dem genannten Aufsatz (Crelle's 
Journal Bd. 74) z. B. auf Seite 220 und 240. Wollte irgend ein Autor 
den Satz drucken lassen: Wenn in einem rechtwinkligen Paralldepipedum 
alle Kanten von gleicher Länge sind^ so ist das Parallelepipedum ein Wür- 
fel; so würde es für den Recensenten doch wohl wenig angemessen sein 
zu bemerken, jener Autor ,/ordere^* die Gleichheit aller Kanten, und habe 
also die für den Satz nothwendigen Bedingungen nicht anf das geringste 
Maass reducirt. — Gewiss habe ich in meinen Schriften sehr häufig Sätze 
ausgesprochen, ohne in ihnen die Bedingungen auf das geringste Maass zu 
reduciren. Aber ich habe in solchen Fällen eine derartige Bcdnction auch 
niemals beabsichtigt gehabt, — geschweige denn behauptet, dass in den 
betrefi'enden Sätzen eine derartige Rednction von mir bewerkstelligt sei. 
Wenn Schwarz odor irgend ein anderer Mathematiker eine solche (in vie- 
len Fällen recht schwierige) Reduction der Bedingungen auf ihr geringstes 
Maass ausführt, oder auch nur Schritte thut, um einer solchen sich zo 
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nähern, so halte ich das sicherlich für sehr verdienstlich. Aber man darf 
mir doch keinen Vorwarf daraus machen, dass bei meinen Untersuchungen 
noch Fragen offen bleiben, mit denen Andere sich beschäftigen können. 

Die genannten beiden Autoren, Sdiwarz und Prytn, haben in 
ihren Aufsätzen auf mehrere meiner Schriften Bezug genommen; 
aber merkwürdiger Weise haben sie dabei meinen Aufsatz über die 
Methode des arithmetischen Mittels j der hier vorzugsweise in Betracht 
zu ziehen gewesen wäre, völlig unbeachtet gelassen. Doch würde 
es Unrecht sein, denselben hieraus einen Vorwurf zu machen. Denn 
meine Methode des arithmetischen Mittels war zu jener Zeit, als 
Prjm und Schwarz ihre Aufsätze im Borchardt'schen Journal drucken 
Hessen, allerdings schon publicirt, aber nur in ihren Hauptumrissen, 
fast mit blosser Angabe der sich ergebenden Resultate, und mit 
üebergehung vieler zur festen Begründung erforderlicher Betrach- 
tungen. Erst viel später habe ich Zeit gefunden, jene Untersuchungen 
in ausführlicher Weise darzulegen, in dem schon citirten Werk über 
das Logarithmische und Newton'sche Potential (Teubner 1877). 

Jedenfalls dürfte meine Methode des arithmetisdien Mittels gegen- 
über den Methoden der Herren Schtoars und Prym den Vorzug ver- 
dienen, nicht nur wegen ihrer grössern Einfachheit y sondern nament- 
lich auch wegen ihrer grössern Allgemeinheit, indem sie nicht nur 
auf den Kreis, sondern auf eine sehr grosse Anzahl von Curven in 
der Ebene und von Flächen im Baume, und nicht nur auf die inner- 
halb dieser Curven oder Flächen, sondern ebenso auch auf die ausser- 
luüb derselben liegenden Gebiete anwendbar ist. 

§ 2. 

Sich anschliessende Betrachtungen über die Kreisfläche. 

Wir construiren innerhalb 6 eine concentrische Peripherie r, 
und stellen uns die Aufgabe, den grössten Werth näher zu unter- 
suchen, den die Differenz 
(1.) Uj - Uj, 

anzunehmen vermag, falls j und jj zwei Punkte vorstellen, die längs 
jener Peripherie r in beliebiger Bewegung begrififen sind. 
Nach (22 b.) pg. 410 ist: 

(2.) Uj^:i^fiide),-^j^fidö, 

woraus z. B. [vgl. die Bemerkung pg. 411] für Z = 1 die For- 
mel folgt: 
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l = |/(cf.),--^3jd.. 
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Multiplicirt man aber diese letzte Formel mit einer willkürliclien 
Constanten A, und subtrahirt man sie sodttnn von (2.), so folgt: 

(3.) U, - ^ = i-/(5: - A) id6\ - ^/(Z - A) d6. 

Vertauscht man hier j' mit^\^ und bringt man die so entstehende 
neue Formel von (3.) in Abzug, so erhält man: 

(4.) Uj - Uj, = |/(Z - A) [{d6)j - idc)j,], 

oder, falls man die willkürlich zu wählende Constante Ä = — ^^^— 
setzt: 



(5.) 



^> - ^^- = i /(^ - ^) K'^'^)^ - (''<»)^-.l- 



Dabei mag unter K und G das Minimum und Maximum der am 
Rande 6 vorgeschriebenen Werthe Z verstanden werden: 

(6.) J5:=MinI, G = MaxI. 

Construirt man nun [vgl. die Figur] zwei vom Anfangspunkt 
des Elementes d6 nach j und j^ laufende Linien JE und Iß^^ und 
bezeichnet man die Neigungswinkel dieser beiden Linien gegen die 

P 




Gerade j^jA; mit o und o,, andererseits aber den Neigungswinkel 
von E und JE^ gegen einander mit k\j so ist offenbar: 

(«.) ij = 



CD — (9i . 
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Ferner ergiebt sich aus der Figur sofort: 

{d<f)i = da, 

falls man nämlich unter do und d(o^ die dem Element d6 corre- 
spondirenden Zuwüchse der Winkel o und o,, d. i. diejenigen Zu- 
wüchse versteht, welche o und o^ annehmen, sobald die Spitze des 
Winkels ri das Element dö von rechts nach links duri^hwandert. 
Aus den Formeln («.), (ß.) folgt sofort: 

(y.) (d6)j — (d6)j^ = d(a) - fi>0 = rfi2; 

so dass also die Gleichung (5.) die Gestalt erhält: 

(7.) UJ-U, = ^f(z-^-^)d^l. 

Der Rand 6 der gegebenen Kreisfläche zerfallt durch die ver- 
längerte Linie jj\ und durch ein in der Mitte von jj^ auf jjj er- 
richtetes Perpendikel in vier Theile: 

OP, PQ, QR, RO. 

Bezeichnet man die entsprechenden Theile des Integrals (7.) re- 

spective mit 

[OP], [PQ], [QR], [liO], 
SO wird 

(8.) Uf - Uj, = l (\0P] + [PQ] + [QR] + [JJO]) , 

mithin: 
(9.) abs {Uj — Uj,) < l (abs [OP] + abs [PQ] -f abs [QR] + abs [R0]\ 

Dabei ist also z. B. 

und folglich: p 

abs [OP] .</abs (z — ^4^) • abs (rfi^). 



Nun liegen aber [vgl. (6.)] sämmtliche Werthe Z, ihrer Grösse nach, 
zwischen K und G, mithin sämmtliche Werthe des Ausdruckes 

(Z — -^ ) zwischen — -— und - • Es ist also durchweg: 



abs (Z — "-^) < ^^^- Somit folgt: 



p 



abs [OP]^^ ^ /a*>s (dfi). 
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Beachtet man nun, dass i^ zwischen und P bestandig im Wachsen 
begriflFen, mithin drj beständig positiy, folglich abs (drf) bestandig 
= df^ ist, so ergiebt sich für das in der letzten Formel vorhandene 
Integral der Werth (ly^ — iy^), d. i. der Werth (a — 0). Denn i^ 
hat in P den Werth a, und in den Werth [vgl. die Figur], 
Man erhält also die erste Formel des folgenden Systems: 

abs [OP] < (^'>^ , abs [P Q] < ^^ "^-^'^ " , 

abs [QR] < ^^--p-^, abs [RO] £ ^^---^-^ , 

dessen drei übrige Formeln sich in analoger Weise ergeben. Dabei 
bezeichnen a und ß die in der Figur bei P und ü markirten Win- 
kel. — Somit folgt aus (9.): 

(10.) abs ( ü, - Uj,) < ^^--?J^^±B . 

Nun ist [was die in der Figur mit a, ß, y, d, A bezeichneten Win- 
kel betrifft] offenbar: «4-/5 = 2^, ferner y < ^ , und d = A, mithin: 

a + ß=2y<2S = 2A, 
und folglich: 
(11.) abs(r7,-fr,)<(^--f):l^. 

Dabei bezeichnet A [vgl. die Figur] die scheinbare Grösse des (mit 
jj^ parallelen) Durchmessers yy^ für einen in R befindlichen Be- 
obachter, oder, besser ausgedrückt, denjenigen Maximal werth , den 
die scheinbare Grosse des Durchmessers yy^ für einen längs des 

Kreisrandes 6 fortschreitenden Beobachter anzunehmen im Stande 

2A 
ist. Setzt man - = x, so gelangt man zu folgendem Resultat: 

Erster Zusatz zum Kreistheorem. — Es sei 6 der Band einer 
gegebenen Kreisfläche^ femer r eine kleinere und eti 6 coneentrische 
Kreisperipherie. Die Radien von 6 und x mögen respedive R und r 
heissen; mithin R> r. 

Versteht man nun unter U irgend eine Fundamentalfunction 
der gegebenen Kreisfläche [d. i. eine Function, die auf dieser Fläche 
eindeutig und stetig, und innerhalb derselben harmonisch ist], und 
versteht man femer unter K und G das Minimum und Maximum der 
Randwerthe von U, so wird für zwei längs % in beliebiger Beu^egung 
begriffene Punkte j und jj fortdauernd die Formel gelten: 

(12.) . abs {Uj - Uj,) <:(G-K)x. 



(15.) 
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Dabei bezeichnet x eine positive Constante, die <1 ist, und deren 
Werth lediglich abhängt von den beiden Badien R, r. 

Construirt man nämlich irgend einen Durchmesser der Peripherie 
r, und verstellt man unter A den Maximalwerth der scheinbaren Grösse 
dieses Durchmessers für einen längs 6 fortschreitenden Beobachter [vgl. 
die Figur pg. 413J, so ist: 

/j3 "\ X = — , also stets < 1. 

Hieraus folgt übrigens sofort, dass x auch so darstellbar ist: 

(14. X = ^ Arctg -^ , 

wo Arctg X den kleinsten Winkel vorstellt, dessen Tangente = x ist. 
Es sei jetzt innerhalb 6 irgend eine Curve f gegeben, und die 
einzelnen Punkte dieser Curve seien ebenfalls mit g bezeichnet. Als- 
dann finden für diese Punkte i, zufolge des Satzes (I.), (Ib.) pg. 398, 
die Formeln statt: 

DU,<G — K, 

wo K und G die schon genannten Bedeutungen haben. 

Die Function U wird aber, weil sie eine Fundamentalfunction 
der von 6 begrenzten Kreisfläche ist, eo ipso auch eine Fundamen- 
talfunction der kleineren von r begrenzten Kreisfläche sein. Liegt 
daher die Curve g, wie wir annehmen wollen, nicht nur innerhalb 
6, sondern auch innerhalb t, so ergeben sich, zufolge des citirten 
Satzes, für diese kleinere Kreisfläche die mit (15.) analogen Formeln: 

DUi:<g-k', 

dabei bezeichnen k und g das Minimum und Maximum derjenigen 
Werthe, welche U längs r besitzt-. Nach (12.) ist aber 

g — k<{G-' K)x, 

wodurch die letzte der Formeln (16.) übergeht in: 

(17.) DUi<{G-K)x. 

Bezeichnet man schliesslich die Werthe von U am Rande 6 
der ursprünglich gegebenen Kreisfläche, ebenso wie früher, mit Z, 
so ist offenbar K = Min Z, ferner G = Max Z, endlich G — Ä"=DZ; 
so dass also die Formeln (15.), (17.) auch so darstellbar sind: . 



(16.) 
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(18.) dl\<:dz, 

Demgemäss gelangt man zu folgendem Resultat: 

Der erste Znsatz zum Kreistbeoreni; in etwas anderer Gestalt. 
Am Bande 6 einer gegebenen Kreisfläche seien irgend welclie längs 
6 stetige Werthe Z vorgeschrieben. Ferner sei gebildet die diesen Ts 
entsprechende Fundamental function: 

Denkt man sich nun innerlialb der Kreisfläche eine mit 6 concen- 
trische Peripherie t, und innerhalb r irgend eine Curve g gegeben, und 
die einzelnen Funkte dieser Curve d>enfalls mit g bezeichnet, so gelten 
folgende Formeln: 

Min Z < t7/' ^ < Max Z, 

(KI.) " 

DU^^'^ <{DT)7c. 

Dabei bezeichnet x eine positive Constante, die <il ist, und deren 
Werth lediglich abJiängt von den Badien R und r der beiden Kreise 
6 ufid r. -Es besitzt nämlich diese Constante x den in (13.), (14.) ge- 
nannten Werth. 

§3. 

Weitere Betrachtungen über die Kreisfläche. 

Sind am Bande 6 der gegebenen Kreisfläche irgend welche 
längs 6 stetige Werthe Z in beliebiger Weise vorgeschrieben, so 
liefert die Formel (22 c.) pg. 410 

(1.) Uj = lfz[{dtf)j--^(d6%] 

eine Function U, welche auf der Kreisfläche eindeutig und stetig, 
innerhalb derselben harmonisch, und am Bande derselben identisch 
mit jenen Z's ist. Doch" liefert die Formel [wie an der citirten 
Stelle ausdrücklich hervorgehoben wurde] nur diejenigen Werthe, 
welche U innerhalb der Kreisfläche besitzt. Demgemäss wird bei 
den jetzt folgenden, auf der Formel (1.) basirenden Betrachtungen, 
(2.) beständig im Auge zu behalten sein, dass daselbst unter j nur in- 
nere Punkte zu verstellen sind. [Eine besondere Formel für die Band- 
wMJie von TJ ist nicht weiter nothig, weil diese identisch mit den 

N eum an n, Abericbe Integrale. S. Aufl. 27 
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gegebenen Z's sind.] Der in (1.) in der eckigen Klammer enthal- 
tene Ausdruck: 

(3.) (dtf),-i(d(T)e 

ist, wi6 man leicht erkennt [vgl. die Erläuterung auf pg. 419], 
stets positiv. Demgemäss folgt aus (1.) sofort: 

(4.) abs Uj < ^ ßahs I) \(d6)j — ^ {d 6)c\ . 

Wir wollen jetzt die Randfunction Z uns der Art gegeben den- 
ken, dass sie auf 6 längs einzelner Strecken d', d", d'" ... ver- 
sditm^idet, dagegen längs der nach Absonderung von d\ 8'\ d'" . . . 
noch übrig bleibenden Strecken ß\ /3", /3'" . . . irgend welche Wefthe 
besitzt. Dabei soll Z, nach wie vor, längs des ganzen Randes 6 ste- 
tig sein. Es soll also angenommen werden, dass Z in den End- 
puriktcn der Segmente ß\ ß'\ /3"' . . . verschwindet, zugleich aber 
längs jedes einzelnen solchen Segmentes stetig ist. 

Solches festgesetzt, reducirt sich das Integral (4.) auf die ein- 
zelnen Strecken ß\ ß'\ ß"\ . . . Man erhält daher: 

ab8 U^ < l- [/ (abs I) [{dc)j - i W«)J + 

+ S^„ (abs I) [lida)j - i (dtf>] +...], 

(5.) oder, falls man den absolut grössten Werth von Z für sämmtliche 
Segmente ß\ /3", ß"\ . . . mit M bezeichnet: 

abs Uj < -f [/^, [((?4 - W^f^] +f^.. [id<s)j- W<f)c] + •••], 

oder, einfacher geschrieben: 

(6.) abs Uj < f [[(^')y - Kß')"] + [(ß")j - W)c] + ■••], 

WO unter den {ß)j und (ß)c die scheinbaren Grössen der Segmente ß 
zu verstehen sind für einen in j respective im Centrum c befind- 
lichen Beobachter. Aus dieser Bedeutung der (ß)j und {ß)e ergiebt 
sich leicht, dass für jedwedes Segment ß die Formel stattfindet: 

(7.) (ß)j - Uß)c = «-h, 

WO bj denjenigen Winkel repräsentirt, unter welchem der Bogen ß 
gegen einen confinen und durch j gehenden Kreisbogen geneigt ist. 
Dabei sind unter zwei confinen Kreisbogen solche zu verstehen, 
deren Endpunkte coincidiren. 
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(f) 



(g) 




(8.) 



Erläntenmg. — In beistehender Figur ist die gegebene, um das Gen- 
trum c beschriebene Peripherie a durch irgend zwei Punkte g, h in einen 
untern Theil ß^ und einen obern 
Theil ß^ zerlegt. Markirt man nun 
irgendwo innerhalb c einen Punkt j, 
und bezeichnet man mit C das Cen- 
trum des zu ß confinen und durch 
j gehenden Kreisbogens JB, so ist 
offenbar: 

{ß)j ^ Winke] (gjh), 
(P), = Winkel (9 CÄ), 

oder, was dasselbe ist: 

(ß). = Winkel ((/ Cm), 

i((5),= Winkel (5f c m). 

Hieraus aber folgt, durch Subtrac- 

tion und mit Hinblick auf das in der Figur gezeichnete Dreieck gcC: 

{ß)j'-'Uß)c=^mnke\{cgC). 

Dieser Winkel {cgCT) ist aber offenbar identisch mit demjenigen Winkel 
2»^, unter welchem der Kreisbogen B gegen ß^ geneigt ist. Man erhält also: 

wo h^ die schon genannte Bedeutung besitzt, wührend h den supplemen- 
tären Winkel, d. i. denjenigen vorstellt, unter welchem der Bogen B gegen 
ß geneigt ist. 

Diese Gleichung (f.), welche in analoger Weise für jedwede andere 
Lage des innern Punktes j ableitbar ist, repräsentirt aber die zu beweisende 
Formel (7.). Nur ist dort statt h die genauere Bezeichnungsweise h. an- 
gewendet. 

Die mit h und h^ bezeichneten Neigungswinkel {Bß^ und {Bß) wer- 
den, falls man dem innem Punkte j andere und andere Lagen zuertheilt, 
offenbar stets zwischen und n bleiben. Somit folgt aus (f.), dass der 
Werth des Ausdrucks 

ebenfalls stets zwischen und n bleibt, also stets positiv ist. Und dies 
wird offenbar auch dann z. B. stattfinden, wenn man den Bogen ß durch 
ein unendlich kleines Bogenelement da ersetzt; womit die oben über den 
Ausdruck (3.) gemachte Behauptung bewiesen ist. 

Die Formel (6.) nimmt nun mit Rücksicht auf (7.) die ein- 
fachere Gestalt an: 

abs Uj ^ J[(» - hj') + {n- h^ + ...], 
WO allgemein 6/*^ den Winkel vorstellt, unter welchem ein zu /^"^ 

27* 
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confiner und durch j gehender Kreisbogen gegen /J^*^ geneigt ist. 
Der hier auftretende Ausdruck 

(9.) W, = [(« - 6/) + (« - V) + • • •] 

ist stets positiv und stets ^ %, wie sogleich erläutert werden soll. 
Alle Bogen /J', /3", ... und d' d", . . . zusammengenommen re- 
präsentiren die game Peripherie 0. Folglich ist für jedwede Lage 
des innem Punktes j 

[(/s')^ + {Hl +•••] + [(n- + (.ni +•••]= 2«, 

mithin z. B. auch: 

\.(ß)c + (r). + •••] + [(«')c + (*")e + •••] = 2«. 

Multiplicirt man aber diese beiden Gleichungen respective mit 1 
und — Y, und addirt^ so ergiebt sich mit Rücksicht auf (7.): 

(10.) [(« - hl) + (« - 5/') + ...] + [(«_ d/) + (« - d/') + ...] = «, 

falls man nämlich den t2^(") hinsichtlich der Bogen S^"^^ dieselbe Be- 
deutung zuertheilt, welche die 6/*^ hinsichtlich der ß^^^ besitzen. 

Die Winkel h/^^ und dj^"^^ liegen ihrer Natur nach stets zwischen 
und 7C, Folglich sind die Differenzen % — 6,(*) und tc — d/^^ stets 
positiv. Die linke Seite der Formel (10.) wird daher verkleinert 
werden^ falls man einen Theil dieser positiven Differenzen daselbst 
unterdrückt. Man erhält also z. B.: 

[(« - 6/) + (« - V) + •••] + («- dl) < %, 
oder, was dasselbe ist: 

[(„ _ 6.') + („ _ 5/-) + . . .] ^ d.', 

oder mit Rücksicht auf (9.): 

Wi < d/. 

In analoger Weise ergiebt sich offenbar auch WjKd/', u. s. w.; so 
dass man folgendes Formelsjstem erhält: 

(11.) Wj < dj, Wj < d;\ Wj < d/", etc. etc. 

Da nun die Winkel h/**^ und d/">, wie bereits mehrfach bemerkt ist, 
ihrer Natur nach stets zwischen und 7t bleiben, so ergiebt sich 
aus (9.), dass Wj stets positiv ist,' andererseits aus (11.), dass Wj 
stets < % ist. Q. e. d. 

Dies vorangeschickt, stellen wir uns jetzt folgende Aufgabe: 

Auf der Kreisfläclie sind irgend weldte Ourven ^, f", g"', . . . gegd^en, 

/ION ^ -4rf, dass f'*> die beiden Endpunkte des Bogens /S^"^ mit einander 

verbindet, in diesen beiden Punkten aber die Peripherie 6 nicht tangirt, 

und überhaupt y ausser diesen beiden Punkten^ keinen weiteren Punkt 
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mit ö gemein hai. Es soll das Maximum derjenigen WertJie unter- 
sucht werden, welclie W} annimmt, falls der Punkt j sämmtliclie Curven 
^9 t\ S"'; • • • durchläuft. 

Zu diesem Zweck zerlegen wir jedwede Curve J^"^ in zwei Theile, 
etwa (um die Vorstellung zu fixiren) in zwei gleidie Theile, und 
nennen diese Theile die Halbcurven. Sodann construiren wir einen 
zu d' confinen Kreisbogen A' von 
solcher Lage, dass die beiden in den 
Endpunkten von d' anstossenden 
Halbcurven*) in Erstreckung des 
von d' und A' umschlossenen Ge- 
bietes (Jf A') liegen, indem wir 
gleichzeitig dafür sorgen, dass der f^ 
Flächeninhalt dieses Gebietes mög- 
liehst klein wird. Alsdann ist offen- 
bar der gegenseitige Neigungswinkel ^ 
k' der beiden Bogen d', A' stets 
< jc (niemals = Tt)] denn man hat 
zu beachten, dass jene beiden Halbcurven, ausser den beiden End- 
punkten des Bogens d', keine weiteren Punkte mit ö gemein haben. 
Für sämmtliche Punkte j des Gebietes (d'A') ist aber d/ <k\ also: 

d/ "^Tc <n, 
folglich auch nach (IL): 
(I3a.) Wj^V <7t. 

Und diese Formel wird also z. B. auch stattfinden für alle Punkte j 
der in Rede stehenden beiden Halbcurven. 

Analoges gilt für d". Construirt man nämlich einen zu d'' 
confinen Kreisbogen A'' von solcher Lage, dass die beiden in den 
Endpunkten von ö" anstossenden Halbcurven in Erstreckung des 
Gebietes {8" A") liegen, und dass überdies der Flächeninhalt dieses 
Gebietes ein möglichst kleiner ist, so wird der gegenseitige Neigungs- 
winkel k" der beiden Bogen d", A" stets < % (niemals = %) sein. 
Und gleichzeitig wird für alle Punkte j jener beiden Halbcurven 
die Formel stattfinden: 

(13 b.) w^^r <%. 

U. s. w. U. s. w. 

Operirt man in analoger Weise bei sämmtlichen Bogen d', d", 



iC 



ff 



und bezeichnet man den grössten der dabei zu construiren- 



den Winkel k'j k'\ k"\ 



mit K, so gelangt man also zu dem 



*) Nur diese« IfaZ&curven sind in der Figur angegeben. 
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Resultat, dass für sämmtliche Punkte^* aller Hatbctirvcn msammen- 
genotnmm die Formel stattfindet: 

(14.) Wj<K<«, [j auf r, r, r, . • o, 

oder, etwas anders geschrieben: 

(15.) ^^^<h [j auf r, r, r, . . .]. 

In dieser Formel (15.), die also gültig ist für sämmtliche Punkte j 

der gegebenen Ctirven g', g", ^", . . . , repräsentirt der Bruch — eine 

ClSa^ . . ^ 

^ '^von den geofnetrischen Verhältnissen abhängende positive Constante, 

deren Werth stets < 1 (niemals = 1) ist. Zugleich repräsentiren 

die Formeln (14.), (15.) die Lösung der in (12.) proponirten Aufgabe. 

Wir kehren jetzt zurück zur Function U. Die nach (8.) und 

(9.) für jedweden Punkt j innerhalb geltende Formel 

(16.) abs Uj£M-^ 

wird z. B. auch gültig sein für diejenigen Punkte J, welcJie auf den 
Curven ^, 5'? S"'? • • • gelegen sind. Alsdann aber subordinirt sich 
die rechte Seite der Formel der in (15.) angegebenen Relation; so 
dass man erhält: 

(17.) abs Uj<M^, [j auf r, T, T, • • •]• 

Wie zu Anfang dieses Paragraphs [in (2.)] betont ist, sind 
unter den Punkten j durchweg solche zu verstehen, die imierhalb 
der gegebenen Kreisfläche liegen. Demgemäss wird also z. B. die 
Formel (17.) gültig sein für solche Punkte j, die auf den Curven ^, 
J", 5'", . . . , und zugleich* innerJiaJb der gegebenen Kreisfläche liegen. 

Hieraus aber folgt, weil U in ganzer Erstreckung der Kreis- 
fläche eindeutig und stetig ist, nach bekannter Schlussweise sofort, 
dass die Formel (17.) auch noch gültig ist für die am Bande der 
Kreisfläche befindlichen Endpunkte jeuer Curven. 

Wollte man nämlich das Gegentheil annehmen, also behaupten, das 
abs U sei in irgend einem dieser Endpunkte g um eine angebbare Quan- 

tität s grösser als M — , so müsste [weil U in ganzer Erstreckung der 

Kreisfläche eindeutig und stetig is»t] auf der bei g milndenden Cur?e i in 

unmittelbarer Nähe von g ein Punkt j vorhanden sein, in welchem ü um 

s K 

-^ grösser als M — ist; — was der schon constatirten Formel (17.) 

widerspricht. 
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Bezeichnet man also sämmtliche Punkte der Curven g', g", g"', . . . 
(inclusive ihrer Endpunkte) kurzweg mit t, so ist ausnahmslos: 

(18.) abs C^^^Jlf^, 

mithin z. B. auch: 
(19.) Max abs U^^M^, 

oder, was dasselbe ist [vgl. (5.)]: 
(20.) * Max abs üc < (Max abs Z^) ^ • 

Bezeichnet man also die Gonstante — mit A, und beachtet man die 

in (15a.) über diese Gonstante gemachten Bemerkungen, so gelangt 
man zu folgendem Satz: 

Zweiter Zusatz zum Kreistlieorem. — Am Bande der gegebenen 
Kreisfläche seien längs dieses Randes stetige WertJw Z vorgeschrieben, 
die nur in einzelnen Randsegmenten ß, /3", /?"', . . . von Null ver- 
schieden sind, in den damviscJicn liegenden Randsegmenten S", 8", d"', . . . 
aber verschwinden. Femer sei gebildet die diesen Z's entsprechende fun- 
damentale Function: 

Sind nun auf der Kreisfläclie irgend welche Curven ^, g", g"', ... ge- 
geben, und zwar der Art, dass g^"^ die beiden EndpunJcte des Segmentes 
ß^"*^ verbindet, in jenen Endpunkten aber den Rand ö nicht tangirt, 
nmi iibcrlmupt, ausser diesen beiden Punkten, keine tveiteren Funkte 
mit 6 gemein hat, so wird, falls man sämmtliche Punkte des Curven- 
sj/stems g', g", g"', . . . kurztveg mit g bezeichnet, die Formel gelten: 

(KU.) Max abs Ct/' ^ ^ (Max abs Z^) L 

Dabei bezeichnet X eine positive Constante; die <il ist, und deren 
Werth lediglich abliängt von den gegebenen geometrischen Verhält- 
nissen, d. i. von der Lage des Curvensystems J', g", g"', . . . in Bezug 
auf die Kreisfläclie. 

§4. 

Betrachtungen über einen Ereisring. 

Die vorhergehenden Paragraphen enthalten gewisse für unsere 
eigentlichen Zwecke erforderlichen Hülfsätze. Ein weiterer solcher 
Satz betrifft den Kreisring, und lautet folgendermassen: 

Satz über den Ereisring. — Es sei gegeben eine von zwei concen- 
trischen Kreislinien a und ß l^egrenzte ringförmige Fläche ©«/?, und 
zwar sei, was die Radien betrifft: 
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(1.) Ba>Rß, 

Ausserdem sei eine Function U= U(x,y) gegeben ^ weldw auf ®ap 
eindeutig und stetig, und innerhalb ^„(i hwmotiisch ist. Denkt man 
sich alsdann eine mit a, ß concentrische Peripherie 6 construirt, deren 
Radius Ba der Formel entspricht: 

Ra> Ra > Rfi , 

so ivird das über 6 ci'streckte Integral 



(2-) 



(3.) 



. /^(I^dy - l^dx) = Const. 



sein, nämlich ein und denselben Werth bdialten, uwlche Grösse man 
dem Radius Ra innerhalb des soeben festgesetzte^i Spielraumes (2.) 
auch zuertJmlen mag. 

Setzt man nun insbesondere voraus, der constante Werth des In- 
tegrales (3.) sei =0, es gelte also die Formel: 

(4.) fSj^^y - Ij'^^) = 0, 

so wird stets auch folgende Formel gelten: 

(5.) ^Ku.) = mu,,)- 

D. h,: Das arithmetische Mittel der längs a vorhandenen Werthe U 
wird alsdann ebensogross sein wie das arithinetische Mittel derjenigen 
Wertlie V, die längs ß sidi vorfinden. 

Beweis. — Constniirt man zwischen a und ß irgend zwei inter- 
mediäre concentrische Peripherien a nnd t, entsprechend der Formel: 

SO ist ü [zufolge der gemachten Voranssetzungen] in ganzer Erstreckang 
der ringförmigen Fläche S^^ eindeutig, stetig und harmonisch. Demgemäss 

ist [zufolge des Satzes (8.) pg. 391]: 

r (du . dU . \ ^ 

oder, etwas anders geschrieben: 

r(du , du.\ /'/at/' <>u,\ 

die Integrationen über a und t in gleichem Sinne, d. i. in paralleler Rich- 
tung hinerstreckt gedacht. Hiemit ist die Behauptung (3.) bewiesen. 

Was nun ferner den Beweis der Formel (5.) betrifft, so denke man 
sich die Fläche &^^ durch irgend einen von a nach ß gehenden Quer- 
schnitt q in eine einfach zusammenhängende Fläche 6^o verwandelt Als- 
dann wird [zufolge des Satzes (9.) pg. 392] durch die Formel 
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eine Function F= V{Xy y) definirt werden, die innerhalb ©^^ eindentig 

und stetig, und längs q mit einer constanten Differenz behaftet ist. Diese 

Differenz aber ist =»0, zufolge unserer in (4.) gemachten Voraussetzung. 

Die Function V ist daher nicht nur innerhalb 6^^^, sondern auch 

innerhalb @^^ eindeutig und stetig. Und dem gemäss wird [vgl. (10 a.) pg. 
392] das Binom 

eine monogene Function von g =s x -\- iy sein, die innerhalb ©^^ eindeutig 

und stetig ist. Genau dasselbe gilt auch von , folglich auch von der 

Function 

f(z) ^U+iV 

z — c z — c ' 

falls man nämlich unter c =^ a -{• ih irgend einen festen und zwar ausser- 
lialb @^^ gelegenen Punkt versteht. 

Da nun f{z) die Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit inntr- 
halb ^aß^ mithin in ganzer Erstreckung von @^^ besitzt, so folgt [mittelst 
des Cauchj'schen S&tzes (9.) pg. 19]: 



r m dl ^ rf(z)dz 

•J a Z — c nJ t Z — c' 



die Integrationen über a und z in parallelen Richtungen erstreckt. Nimmt 
man jetzt für c das gemeinschaftliche Gentrum der Peripherien cc, <r, t, |3, 
so ergiebt sich [vgl. pg. 393, 394]: 

Sm da Sm dx 



2nR^ 2nE^ 



die Integrationen hinerstreckt fiber alle Elemente da und dt der Kreislinien 
a und r. Setzt man hier aber für f(z) seinen Werth U •}- iV^ so ergeben 
sich zwei Relationen, von denen die eine lautet: 

fU„da fü.dt 



2nR^ 2nB^ 

Diese Formel ist, wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, gültig für irgend 
zwei der Formel 

^a^ -^a^ ^t^ ^ß 

entsprechende Kreislinien 0, x. Folglich wird sie, weil [nach unserer 
Voraussetzung] U in ganzer Erstreckung von @^^ eindeutig und stetig ist, 
auch dann noch gültig bleiben, wenn man a mit a, und x mit ß zusammen- 
fallen lässt; so dass man also erhält: 

2nB^ ^ 2nR^ ' 
oder einfacher geschrieben: 

mu„) - aB(cr^). Q. e. d. 
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§5. 

Die Fandamentalfnnctionen der Normalcalotte. 

Definition. — Eine sphärisch gekrümmte m -blättrige Windutigs- 
fläche, deren Rand durch eine nach m Umläufen in sicti mrüekkeh- 

(A.) rende Kreislinie dargestellt ist, soll in Zukunft, einerlei ob das 
spMrische Centrum dieser Linie im Windungspunkte der Fläche liegt 
oder nicht, eine Normalcalotte Jieissen. Für den Fall m = 1 ver- 
wandelt sich also die Normalcalotte in diejenige Fläche, welche 
schlechtweg als Calotte bezeichnet wird. 

Definition. — DenJct man sich eine m-blättrige Normalcalotte 
mittelst eines den Windungspunkt umlaufenden und nach m Umgängen 

(B.) in sich zurückkehrenden kreisförmigen Schnittes in zwei Tlmle zer- 
legt, so wird der eine Theil wiederum eine Norfnalcalotte sein. Der 
andere mag eine Normalzone genannt werden. Eine solche Normal- 
zone ist also stets von zwei Kreislinien begrenzt. Ob die sphärischen 
Centra dieser beiden Kreislinien mit einander coincidiren oder nicht, 
bleibt dabei völlig dahingestellt. 

. Dies vorangeschickt, beginnen wir zunächst mit einigen ein- 
fachen Betrachtungen über die gewöhnliche einblättrige Kugelfläche. 
Auf dieser Kugelfläche seien irgend zwei Punkte c, c' markirt, 
gleichzeitig mag die Sehne cc oder vielmehr die durch Verlängerung 
dieser Sehne entstehende Secante mit L bezeichnet sein. Denkt 
man sich durch L*) irgend eine Ebene gelegt, und den Kreis, in 
welchem die Kugelfläche von dieser Ebene geschnitten wird, mit 
s bezeichnet-, so entstehen, falls man jene Ebene um L in Rotation 
versetzt, unendlich viele solche Kreise 5, die sämmtlicli in c ein- 
ander schneiden, ebenso in c\ Markirt man nun auf L, und zwar 
ausserhalb der Kugelfläche, irgend einen Punkt k, und legt man 
von A aus Tangenten t an sämmtliche Kreise s, so werden all' diese 
^s zusammen genommen nichts Anderes sein, als der von X an die 
Kugelfläche gelegte Tangentialkegel. Demgemäss wird die Gesammtheit 
der Punkte (s, t), in denen die einzelnen s von den zugehörigen ^'s 
berührt werden, die Contactcurve jenes Tangentialkegels repräsentiren. 
Die Punkte (s, t) sind daher als solche zu bezeichnen, die vom 
gemeinschaftlichen Ausgangspunkte der ^s, d. i. von X gleich weit 
entfa-nt sind. Hieraus folgt, dass jedwede Tangente t, mithin auch 
jedweder Kreis s senkrecht geschnitten wird von der durch die Ge- 
sammtheit der Punkte (s, t) gebildeten Contactcurve. 



*) d. i. durch die Punkto c und c . 
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Sind also auf der Kxigelfläche zwei feste Punkte c und e gegeben, 
und denkt man sich alle auf der Kugelflädie liegenden und durch c 
(l.) und c gellenden Kreise mit s bezeichnet, so werden die zu diesen Kreisen 
s orthogonalen Kreise ö nidits Anderes sein als die Contactcurven 
derjenigen TangentiaUcegd, deren Spitzen in der durch c, c' gellenden 
geraden Linie liegen. 

Denkt man sich nun einen der Kreise 6 gegeben, und überdies 
den Punkt c gegeben, so kann man die übrigen Kreise ö, ferner 
die Kreise s, und namentlich auch den Punkt c leicht construiren, 
in folgender Weise: 

Man construire zuvörderst denjenigen Tangentialkegel, der den 
gegebenen Kreis 6 zur Contactcurve hat. Der Punkt, in welchem 
eine durch die Spitze k dieses Kegels und den gegebenen Punkt c 
gehende. gerade Linie L die Kugelfläche zum zweiten Male schneidet, 
ist alsdann der gesuchte Punkt c\ Nachdem in solcher Weise c 
gefunden ist, ergeben sich sofort sämmtliche Kreise s. Und gleich- 
zeitig ergeben sich die übrigen Kreise a dadurch, dass man die 
Spitze jenes Tangentialkegels längs L fortschreiten lässt, und dabei 
von Augenblick zu Augenblick die Contactcurve des Kegels con- 
struirt. Man gelangt so z. B. zu folgendem Satz: 

Sind auf der Kugelfläc/ie irgend ein Kreis 6 und irgend ein Punkt 
c gegeben, so lassen sich auf der Kugel fläche unendlich viele Kreise 
construiren, di^ zu ö orthogonal sind, und sämmtlidi durdi c gelten, 
(2.) AW diese unendlich vielen Kreise sdineiden sich, ausser in c, nocfi in 
einem zweiten Punkte c , der hinfort der zu c in Bezug auf ö con- 
jugirte Punkt lieissen mag. 

Dieser conjugirte Punkt c kann, falls c und ö gegeben sind, mit 
/gx Leichtigkeit gefunden werden. Denn die gerade Linie cc' muss stets 
durdi die Spitze desjenigen Tangentialkegels gehen, der den Kreis 6 
zur Contactcurve hat. 

Sind auf der Kugelfläche irgend welche Kreise gegeben, so 
werden dieselben, bei Ausführung einer stereographischen Prcjection, 
bekanntlich Kreise bleiben. Und sind zwei der ursprünglich ge- 
gebenen Kreise zu einander orthogonal, so werden sie, bei Aus- 
führung dieser Projection, ortliogonal bleiben. Demgemäss ergiebt 
sich aus der in (2.) gegebenen Definition sofort folgender Satz: 

Sind auf der Kugelfläche irgend ein Kreis ö und zwei in Bezug 

auf ö zu einander conjugirte Punkte c und c gegd>en, so wird diese 

^ ^^ gegenseitige Beziehung zwisclwn ö, c, c audi dann nodi fortbestehen, 

wenn man 0, c, c' irgend welcher stereographisdien Projection unter- 
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tvirft; also z. B. forthestelien, wenn man 6, c, c [vgl. die Figur pg. 53] 
von 0' aus auf die Horisonialebene MN, oder von aus auf die 
Antipodenebene HfN' projicirt. 

Denkt man sich also in solcher Weise ö, c^ c' in eine Ebene 
versetzt, so wird c' nach wie vor der zweite Durchschnittspunkt 
derjenigen unendlich vielen Kreise sein, welche durch c gehen und 
zu ö orthogonal sind. Bezeichnet man daher, hier in der Ebetie, die 
Abstände irgend eines auf ö liegenden Punktes von c und c' re- 

(5.) spective mit r, r', so wird der Quotient -r, nach bekannten Sätzen, 

constant bleiben, falls man jenen Punkt längs a fortschreiten lässt. 
Denkt man sich also z. B., um die Vorstellung zu fixiren, jene 
Projection auf die Horizontalebene ausgeführt, und die den Punkten 
c, c'.j z mit Bezug auf das Coordinatensystem dieser Ebene zukom- 
menden Symbole a + ib, a + «&'; ^ + iy gleichfalls mit c, c\ z 
bezeichnet, und überdies 

gesetzt, wo g ein Punkt in einer ne^en Ebene, in der g-Ebene 
sein soll, so wird, falls man z längs 6 fortschreiten lässt, gleich- 
zeitig dieser neue Punkt g in der g- Ebene eine KreisperipJierie 
durchwandern, deren Centrum im Anfangspunkte der g- Ebene liegt. 
Setzt man nämlich, was jene Horizontalebene, d. i. die jer-Ebene 
betriflft: 

z — c '= re , 



' c=r ( 
und was die ^- Ebene betrifft: 



z — c =r e , 



so geht die Formel (6.) über in: 

(7.) fe'^*-*'>=C.e"; 

woraus folgt: 

(8.) f = p. 

Lässt man nun aber den Punkt z längs ö fortschreiten, so bleibt 
- [nach (5.)] constant, also [nach (8.)] auch q constant Q. e. d. 

Aus diesen einfachen Betrachtungen ergiebt sich nun, wie leicht 
zu übersehen ist, folgender 

Satz. — Auf der gewöhnlicJien einblättrigen KugelfläcJie sei irgend 
eine Calotte abgegrenzt, und ihr kreisförmiger Band mit c bezeichnet. 



Die Fandamentalfanctionen der Ereisfläcbe. 429 

(9.) Ferner sei innerhalb der Calotte irgend ein Punkt c gegeben y und der 
in Bezug auf 6 zu c conjugirte [also ausserhalb der Calotte liegende] 
Funkt mit c bezeichnet. Alsdann werden sich durch die Substitution 

g-c ^ 

sämmtliche Funkte z der Calotte in eine auf der i- Ebene liegende 
Kreisfläche verwandeln, deren Centrum im Aiifangspunlcte der t,- Ebene 
d. i. in 1 = liegt 

Selbstverständlich ist dieser Satz auch dann noch anwendbar^ 
wenn die Calotte auf einer mehrblättrigen Riemann'schen Kugel- 
fläche SR abgegrenzt ist; vorausgesetzt, dass diese Calotte durchweg 
aus einem Blatt besteht^ also z. B. frei von Windungspunkten ist. 
Aber auch für mehrblätterige Calotten existirt unter Umständen ein 
analoger Satz, der aus den bereits angestellten Betrachtungen mit 
Leichtigkeit sich ergiebt. Derselbe lautet: 

Satz. — Es sei SR eine n -blättrige Rietyuznn'sche Kugel fläche, und 
(10.) auf SR sei irgend eine m-blättrige Normalcalotte abgegrenzt*), deren 
Windungspunkt c, und deren Rand ö lieissen mag [vgl. die Definition 
(A.) pg. 426]. 

Femer sei c der in Bezug auf ö zu c conjugirte [also ausser- 
halb der Calotte liegende] Funkt. Alsdann werden sich mittelst der 
Substitution 

sämmtlidie Funkte z der m-blättrigen Calotte in eine auf der ^-Ebene 
liegende einblättrige Kreisfläche verwandeln, deren Centrum im Anfangs- 
punkte der ^- Ebene liegt. 

Bemerknng. — Bei Ableitung der Sätze (9.), (10.) ist die Projection 
auf die Horizonialehene benutzt worden. Bedient man sich, statt dieser, 
der Projection auf die Antipodenebene, so gelangt man zu analogen Sätzen, 
die 7on jenen nur dadurch abweichen, dass in den betrcifenden Sub- 
stitutionsformeln : 

11 

an Stelle von , 

11 z — c 

z c 

auftritt. Diese beiden Ausdrücke unterscheiden eich aber von einander 
nur durch einen constanten Factor. Demgemäss sind also die in Rede 
stehenden neuen Sätze mit den schon ausgesprochenen Sätzen (9.), (10.) 
nicht nur analog, sondern geradezu identisch. 

*) Es ist mithin tn ''^ n. 
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Bezeichnet man eine der in (9.), (10.) genannten Caloiten mit 
@, und denkt man sich ferner am Rande 6 der Fläche @ irgend 
welche (jedoch stetige) Werthe Z in beliebiger Weise vorgeschrieben, 
so wird die diesen Werthen Z entsprechende Fundamentalfunction 
U der Fläche ©, wie leicht zu übersehen ist, ein und dieselbe 
bleiben, einerlei ob man die Fläche © in ihrem ursprünglichen Zu- 
stande verharren, oder ob man sie, mittelst der angegebenen Sub- 
stitutionen, in die Gestalt einer Kreis flädie übergehen lässt. Für 
diesen letzteren Zustand ist aber jene Function U sofort angebbar, 
nach dem Theorem pg. 410. Folglich ist sie es auch für den erstem. 

In ähnlicher Weise lässt sich der erste die Kreisfläche betreffende 
Zusatz [pg. 417] auf die Calotte @ übertragen, und ebenso auch 
der zweite [pg. 423], so dass man also zu folgenden Resultaten 
gelangt: 

Satz über die Normalcalotte. — Sind am Bande ö einer Nor- 
malcalotte [vgl. die Definition pg. 426] irgend welche längs dieses 
Bandes stetige Werthe Z vorgeschrieben, so wird die diesen T's zu- 
geiwrige Fundamentalfunction der Calotte stets construirbar sein. 
D. h. es wird stets eine Function construirbar sein, weUJie auf der 
Calotte eindeutig und stetig; innerhalb derselben liarmonisch, und am 
Bande derselben identisch mit jenem T's ist. 

Erster Zusatz. — Bezeidmet man diese Fundion mit 

und denkt man sich völlig innerhalb der Calotte eine Curve g ge- 
geben, so gelten für sämmtliche WertJie, welche U * auf g besitzt, die 
Formeln: 

Min Z < t/c""' ^ < Max Z, 

2)Cr;'''^<(DZ)x. 

Dabei bezeichnet x eine positive Constante, die stets < 1 ist, und deren 
Werth lediglich von den gegebenen geometrischen VerMltnissen ab- 
luingt. Man kann x etuxi bezeichnen als die Situationsconstante 
der Curve S in Bezug auf die gegebene Calotte, 

Zweiter Zusatz. — Sind die vorgeschriebenen Z's nur längs ein- 
zelner Bandsegmente ß, /S", /S"', ... von Null verschieden, längs 
der dazwischen befindlicheti Segmente aber versdiwindend, und siful 
überdies auf der Calotte irgend weldie Curven ^, £", g"', . . . gegeben, 
wnd zwar der Art gegd)en, dass 5<*^ die beiden Endpunkte von /3<") ver- 
bindet, in diesen beiden Punkten aber den Calottenrand 6 nicht tangirt, 
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und üherliaupt atisser diesen beiden Punkten Iceinen weiteren Punit mit 
6 geniein hat, so wird die jenen l.'s zugehörige Fundamentalfunction 

der Formel entspredien: 

(NIL) Max abs C/;^' ^ < (Max abs I^) A, 

wo der Ausdruch linker Hand den ahsolut grössten Werth vorstellt, 

den die Function U^' in sämmtlichen Punkten ^ des Curvensystems 

£'> S", 5"'? • • • hesitet. 

Dabei bezeichnet k eine positive Constante, die < \ist, und deren 
Werth lediglich abh'ingt von den gegebenen geometrischen VerMlt- 
nissen. Man kann X etwa bezeichnen als die Situationsconstante 
des Curvensystems £', S", t'", ... in Bezug auf die gegebene Calotte. 



Achtzehntes Oapitel. 
Beweis der Riemann'scheii Existenztbeoreme. 

§ 1. 

AufstellTing eines gewissen Convergenstheorems. 

Es sei @ ein beliebiger Theil einer Riemann'scben Eugelfläche. 
Und es mögen unendlich viele Fundamentalfunctionen dieser Fläche©: 

(1.) I7<»>=£7(«)(a;,y), n= 1, 2, 3, . . . oo, 

gegeben sein, also FunctioDcn, die auf @ eindeutig und stetig, und 
innerhalb © harmonisch sind. Wir wollen nun den Rand von @ 
[welcher im Allgemeinen aus mehreren Gurven bestehen wird] mit 
6, die Randwerthe der Functionen U^^^ mit üa^^^ bezeichnen, und 
voraussetzen, dass diese Randwerthe der Formel entsprechen: 

(2.) abs W><r^% 

wo r, fi zwei gegebene positive Constanten sind, und ^ < 1 isi 

Aus der Voraussetzung (2.) folgt mit Rücksicht auf den Satz 
(17.) pg. 395, dass für alle innerhalb @ befindlichen Punkte j die 
analoge Formel gilt: 

(3.) abs Z7/-) ^ T/i". 

Aus (2.), (3.) folgt nun aber weiter, dass die Reihe 

(4.) V = m^ + m^^ + f7(») + ... in inf. 

für jedweden Punkt der Fläche @ convergirt, einerlei ob derselbe 
innerhalb @ oder am Rande von @ liegt; so dass also dieses durch 
(4.) definirte V für jedweden Punkt der Fläche @ einen be- 
stimmten endlichen Werth besitzt. 

Für die zwischen V und dem endlidien Polynom: 

(5.) F(«) = t/(i> + f/(^> . . . + f/<») 

vorhandene Diflterenz V — F^"^ gilt, nach (2.), (3.), die Formel: 

abs (F - F(»)) ^ r.(ft»+i + /i«+2 + ^»+3 + ... in inf.), 

d. i. die Formel: 
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(6.) ab8(F-r(-0 <[^5 

und zwar gilt diese Formel simultan für sämmtliche Punkte der 
ganzen Fläche @. 

Nach unserer Voraussetzung sind aber U^^\ U^^\ U^^\ . . . 
auf © eindeutig und stetig. Gleiches gilt daher von dem Polynom 
V^^\ (5.), und folglich auch von V selber, wie solches mittelst der 
Formel (6.) leicht zu beweisen ist. 

Erlänternng. — Zufolge (6.) kann man, falls irgend ein Eleinheits- 
grad s gegeben ist, die Zahl n so gross machen, dass simultan für sämmt- 
liche Punkte der Flache © die Formel stattfindet: 

(«0 abs (.F — F^«^) < «. 

Solches ausgeführt gedacht markire man jetzt auf S einen beliebigen 
Punkt X (einerlei ob innerhalb (3 oder am Bande von (3), und beschreibe 
am X, als Centrum, eine kleine Kreislinie. Diese letztere wird, je nach- 
dem X ein gewöhnlicher Punkt oder ein Windungspunkt ist, entweder 
eine gewöhnliche Kreislinie oder aber eine solche sein, die erst nach 
mehreren Umläufen in sich zurückkehrt. 

Da nun das Polynom F^"^ auf <S überall eindeutig und stetig ist, 
so kann man sämmtliche Differenzen, welche F^^^ auf <S innerhalb dieser 
Kreislinie besitzt, durch Verkleinerung des Kreisradius unter e hinab- 
drücken. Mit andern Worten: Man kann den Radius so klein machen, 
dass für zwei auf @ innerhalb des Kreises in beliebiger Bewegung be- 
griffene Punkt« x^ und x^ fortdauernd die Formel stattfindet 

Hier aber kann man, zufolge {a.\ F^"^ mit F vertauschen, ohne dabei einen 
Fehler von mehr als 2£ hineinzubringen, und erhält also: 

(y.) al»« (^.. - ^x.) < 3*- 

Demgemäss ist F im Punkte x stetig zu nennen, also, weil x auf (2 be- 
liebig gewählt war, stetig zu nennen in jedwedem Punkte der Fläche @. 
Q. e. d. 

Die durch (4.) definirte Function V ist also auf © eindeutig 
(7.) und stetig, mithin z. B. auch integrirbar*^ wovon weiterhin Gebrauch 
zu machen ist. Wir werden jetzt schliesslich noch nachweisen, dass 
V innerhalb @ harmonisch ist. 

Zu diesem Zweck markiren wir innerhalb @ einen beliebigen 
Punkt c, bezeichnen das Bereich des Punktes c in seinem ursprüng- 
lichen und natürlichen Zustande respective mit U (c, z) und Sl (y, 5); 
und denken uns diese Bereiche in solcher Weise umgrenzt, dass 9 
eine Kreisfläche vorstellt, deren Centrum in y liegt. Nach unserer 
Voraussetzung sind die Functionen U^^\ U^^\ U^^\ . . . auf © ein- 

Nenmann, Abel'scbe Integrale. 2. Aufl. 28 
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deutig und stetig, und innerhalb @ harmonisch. Folglich sind die- 
selben auf der innerhalb @ liegenden Fläche U, mithin auch auf 91 
ebenfalls mit diesen drei Eigenschaften behaftet. Gleiches gilt 
daher z. B. auch von F^"^, (5.). Demgemäss wird der Werth von 
F^*> in jedwedem innerhalb 31 liegendem Punkte j darstellbar sein 
durch die Formel (22 a.) pg. 410: 

die Integration hinerstreckt gedacht über alle Randelemente da der 
Kreisfläche Ä. Dabei bezeichnet Va^^^ den Werth von F^"^ im Ele- 
mente da, ferner E den Abstand des Punktes j vom Element da, 
femer d" den Winkel, unter welchem E gegen die auf da errichtete 
innere Normale geneigt ist, endlich 12 den Radius von Sl. Die 
Formel (8.) gilt, wie schon glBsagt, für alle Punkte j innerhalb Ä. 
Sie gilt also für alle Punkte j in ganzer Erstreckung von %^, falls 
man unter %^ eine mit Sl concentrische Kreisflache versteht, deren 
Radius Ro<R ist. 

Fraglich aber ist, ob die Formel auf H^ noch gültig bleibt, 
wenn man in ihr F^") durch F ersetzt Bezeichnet man vorläufig 
den durch diese Substitution entstehenden Fehler mit A, schreibt 
man also: 

(9.) A+T^. = A/J-l,-*-,-^]F„rf«, 

SO ergiebt sich aus (8.) und (9.) durch Subtraction: 
(10.) A + (F, - F/-)) = i /^ p];- - ^y (F„ - F<.(-)) da. 

Denkt man sich diese Formel (10.) der Reihe nach für irgend welche 
Zahlen n <n <,n' <C . . . hingeschrieben, so wird dabei das A stets 
denselben Werth behalten. Denn A repräsentirt die durch (9.) de- 
finirte feste ^ von n unabhängige Grösse. Und dieses feste A muss 
also, zufolge (10.), weil F^ — F/"^ und F« — F«^*) bei wachsendem 
n gegen convergiren, nothwendig = sein. 

GenanereB. — In den Formeln (8.), (9.), (10.) repräsentirt j irgend 
einen auf 91^ (Badins B^ gelegenen Ponkt; während die dortigen Inte- 
grationen über den Rand von % selber (Radius E) fortlaufen. Demgemäss 
ist also das dortige E'> R — R^^ mithin 

and folglich: 



(*•) 
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Mit Rücksicht hierauf, sowie mit Rücksicht aof die in (6.) gefundene 
Formel: 

(y.) abs (F - F(«)) < ^ 

folgt nun aus (10.) spfort: 

Da nun fi ein positiver ächter Bruch, mithin die rechte Seite dieser Formel 
durch Vergrösserung von n unter jeden beliebigen Eleinheitsgrad s hinab* 
drückbar ist, so mnss die feste (von n unabhängigo} Grösse abs A kleiner 
sein als jedwedes noch so kleine «. Folglich ist sie => 0. Q. e. d. 

Da nun A = ist, so geht die Formel (9.) über in: 

C"-) n-|/J^-Ä]F.... 

Hieraus aber folgt, falls man die Ooordinaien des auf %q liegenden 
Punktes j mit |, iy bezeichnet, sofort, dass F} auf %q den Formeln 
entspricht: 

(12.) ^^ ä?«^«g' ^^+ä^=o, 

dass also Vf auf ?lo, mithin auch auf Uq harmonisch zu nennen ist. 
Dabei bezeichnet U^ den mit %q correspondirenden Theil von U, 
also ein kleines den Punkt c umgebendes Flächenstück, oder (kürzer 
ausgedrückt) das Bereich von c. 

Die Function V ist also harmonisch im Bereich eines jedweden 
innerhalb © gelegenen Punktes c. Mit andern Worten: Sie ist 
innerhalb @ überall harmonisch. Alles zusammengefasst, gelangt man 
daher zu folgendem Resultat: 

Convergenztheorem. — Es sei © ein beliebiger Theü einer 
Riemann'schen Kugelfiäche Und es mögen unendlich viele Functionen 

(13.) [r(») = f/C) {x, y), w = 1, 2, 3, . . . oo, 

gegeben sein, die auf © eindeutig und stetig, und innerhalb © har- 
monisch sind, Ueberdies sei bekannt^ dass die Randwerthe Ua^"^^ dieser 
Functionen £/'('•> der Formel entsprechen: 

(14.) abs W«) ^ T/i«, 

wo Vj II jstvei gegd>ene positive Constanten vorstellen j von denen die 
letztere <Cl ist. 

Setzt man alsdann 

(15.) F= £r(i) + f7W + £7(«) + ... in inf., 

28* 
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SO tvird dieses V nicht nur für jedweden Punkt der Fläche ® con- 
vergent, d. i. von bestimmtem endlichen Werthe sein, sondern eu- 
gleich eine Function vor steilen, die auf @ eindeutig und stetig^ und 
innerhalb @ harmonisch ist. 
Setzt man femer 
(16.) Tr=lim»^oo ü'^"), 

so unrd dieses W für jedweden Funkt der Fläche © verschwinden; 
[wie solches aus den Formeln (2.), (3.) unmittelbar folgt]. 

§2. 

Darlegung einer disjnnotiven Methode Etir Bildung der 

Fnndamentalfonotionen. 

Wird irgendwo aus dem Innern einer gegebenen Fläche ein 
kreisförmiges Stück herausgenommen , so entsteht eine neue Fläche, 
deren Randcurvenanzahl um 1 grosser ist, als die der ursprüng- 
lichen Fläche. Ich werde nun zeigen, dass man in vielen (noch 
näher anzugebenden) Fällen die Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 
fUr diese neue Fläche zu lösen vermag^ falls man nur im Besitz 
irgend einer Methode ist zur Lösung derselben für die ursprünglidie 
Fläche. 

Es sei gegeben ein von beliebig vielen Randcurven a^, a^, 
a^y . . .an begrenzter Theil der einblättrigen Eugelfläche, derselbe sei 
dementsprechend bezeichnet mit 

(1.) ®a,a^a,...aj, odcr kürzcr mit ©„. 

Aus dem Innern dieser Fläche (1.) sei ein kreisförmiges Stück, d. i. 
eine Calotte herausgenommen, und das alsdann noch übrig bleibende 
Flächenstück mit 

(2.) ©a,a,a,...a;i/? odcr kürzcr mit ©«/* 

bezeichnet. Dabei soll ß den Rand jener herausgenommenen (dis- 
jungirten) Calotte vorstellen; so dass also die Fläche (2.) im Ganzen 
(A + 1) Randcurven: «i, a,, «3, • • • «a, ß besitzt, von denen die letzte 
(3.) ein Kreis ist. Es sei nun, wie tvir express voraussetzen, irgend 
eine Metlwde bekannt mr Lösung der Fundamentalaufgabe (20.) 
pg. 396 für die ursprünglich gegebene Fläche ©« (!.)• ^ ^^Z/ 
untersucht werden, ob man alsdann diese Aufgäbe vielleicht auch für 
die neue Fläche ©«^ (2.) zu lösen vermag. Es soll also eine Fun- 
damentcdfunction der neuen Fläche ®afi zu construiren versucht u^erden, 
welche am Rande derselben d. i, in den Gurven a^, a,, . . . «a, /5 belie- 
big vorgesclirid)ene stetige Wertf^ Z besitzt. 
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Bemerknng. — AU Hiilfgmittel bei dieser Dotersuchung werden odb 
diejenigen beiden Calotten 
(4.) S^" und ©^ 

dienen, in welcbe die gante unTerBehrte EngelfiKcIie darch den EreiB ß 
lermit Die [in beistehender Figar*} Bchiaffirtejüalotte 6^° soll jene ab- 



getrennU (d^jungirte) Calotte TOi»tellen; während andererseits ®^die sup- 
plementäre Calotte, d. h. die ganze volle Kagelfl&che, mit alleiniger Ans- 
niihme von @.°, reprUsentirt. 

DengemUsB steht Q^g in gleichartiger Besiebung in ©^ wie eu S^. 
Denn €„4 ist offenbar ein Theil von S^, ebenso aber andererseits aach 
ein Theil von S^. 

Die Fundamentalfunctionen der Flächen ©„ und @^, welche 
respective U und V heiBaen mögen, sind ohne Weiteres conslruirbar, 
die ersteren zufolge unserer Voraussetzung (3.), die letztern zufolge 
des Satzes pg. 430. Von den voi^escbriebenen I's ausgehend, kann 
man daher der Reihe nach folgende Functionen ip, q>', <p", if>"', , . 
construiren: 



-v-^. 


v' 


•= 7^' f 


— V' "', 


v" 


' = yP< f 


- tf"> f'", 


t^ 


_ fA »■ 


etc. 




etc. 



(6.) 



gleichzeitig werde gesetzt: 
(6.) Z = (9 - 9»') + W — 9") ■ ■ ■ + (9'*" — 9^"+'*) + . . . in inf. 
Es bezeichnet hier z. B. qp diejenige Fundamentalfunction U der 
Fläche @„, welche am Rande von @„ d. i. in den Curven a die 
Toi^eschriebenen Werthe Z besitz! Sodann bezeichnet ip diejenige 
Fundamentalfunction V der Fläche @^, welcbe am Rande Ton @f« 
d. i. auf der Kreislinie ß identisch mit dem (schon construirt«u) tp 



*) Die Zahl h ist in dieser Fignr =• 1 geDommen. 



438 Achtzehntes Capitel. 

ist. Sodann bezeichnet femer (p" diejenige Fundamentalfunction TJ 
der Fläche ©«, welche in den Curven a identisch mit dem (schon 
construirten) ^' isi U. s. w. U. s. w. Die geraden q>'B sind also 
Fundamentalfunctionen Yon@a, andererseits die ungeraden 9>'s Fun- 
damentalfunctionen von @^. Hieraus aber folgt y dass sämmtliche 
(7.) 9> s, die geraden me die ungeraderiy Fundamentalfunctmven der Fläche 
®afi vorstellen; denn ©«^ ist [vgl. die vorhergehende Bemerkung] 
ein Theil von ©„, und ebenso auch ein Theil von ®^i. 

Das in (6.) eingeführte % ist vorläufig noch bedeutungslos] denn 
es ist vorläufig noch unbekannt, ob die daselbst für x gegebene 
Reihe convergirt oder divergiri Um näher hierauf einzugehen, sind 
zuvörderst gewisse Eigenschaften der 9's darzulegen. Aus (5.) folgt: 



(8.) 



(P-) 



(q.) 





9>a — 3La, 


9>{i 9{i7 


9« 9« } 


nt ff 

9/* 9ß 7 


TV '" 

(fa^ = 9)« 7 

etc. 


9>/ —Vfi^f 
etc. 


Femer folgt aus der ersten Zeile von 


i (5.): 


n - U^"' ^ 


ipa' - rj' V ; 


hieraus aber folgt weiter: 






(Min I,a<g)fi < Max Z«; 1 


f Min <pfi < tpa' < Max 9^, 




[ Dip^i < DZa, 


Dg)a < {Dtpfi) x; 



und zwar ergeben sich die Formeln links mittelst des Satzes (I.), 
(Ib.) pg. 398, die Formeln rechts mittelst des Satzes (NI.) pg. 430. 
Dabei bezeichnet x eine positive Gonstante, die < 1 ist, die Si- 
tuationsconstante des Curvensystemes a in Bezug auf die Galotte 
©^. Aus den vier Formeln (q.) folgt nun weiter durch Elimination 
von (p^i respective Dq>^: 

Min Ta ^ g>a ^ Max Z«, 
D(pa<(DZa)x. 

Ebenso wie diese Formeln (r.) aus der ersten Zeile von (5.) 
sich ergeben haben, ebenso werden entsprechende Formeln aus den 
folgenden Zeilen von (5.) resultiren; so dass man, Alles zusammen- 
gefasst, folgende Tabelle erhält: 



(r.) [ 



(9.) 



Min Za ^ <Pa 


< Max Zo, 


Dq>J 


< (Dia) X, 


Min (fa < g>a" 


< Max q>a, 


Dq)d'' 


< (Dg)«' ) X < (DZa) x^ 


Min g>a" < g>a^ 


< Max tpa", 


I>q>a'' 


< (!)<') X < (2>Z.) X», 


etc. 






etc. 
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Aus diesen Formeln (9.) folgt sofort: 
(10.) lim,=.«9>a<^»+^> = a, 

wo a eine bestimmte, und zwar der Formel 

(10a.) Min Z« < o < Max I« 

entsprechende Constante vorstellt. 

Erläntemng. — Will man die in (9.) 
genannten Minimal- und Maximalwerthe 
auf einer gegebenen geraden Linie, etwa 
auf der vertikalen ^-Axe eines recht- 
winkligen Coordinatensystems 3£, ^ ah 
Abscissen auftragen, so hat man zuvör- 
derst auf dieser 3)-Axe zwei Punkte p 
und q zu markiren, der Art, dass die 
Abscissen (op) und (oq) respective die 
Werthe von Min Z^ und Max I^^ vor- 
stellen. Da nun nach der ersten Formel 
(9.) zwischen Min I^ und Max Z^ sämmt- 
liche Werthe von tpj also z. B. auch 
Min q>J und Max 9^' gelegen sind, so 
werden Min q>^/ und Max (p^' durch zwei 
Punkte Pi und $^ dargestellt sein, die 
beide zwischen p und q liegen. In ana- 
loger Weise folgt aus der zweiten Formel 
(9.), dass Min (pj" und Max cp^'" durch 
zwei Punkte p^ und q^ dargestellt sind, 
die beide zwischen p^ und gj liegen. In 
solcher Weise ergiebt sich eine von p aus 
aufsteigende Punktreihe: 

(A.) PtPitPzyPbi • • 'Pin-\-l • • • 

und andererseits ein von q aus absteigende 
Reihe: 



?) 



(B.) 



(C.) 



3- 


- (Max Z J 


3i - 


- (Max 9„') 


38- 


- (Max qp;") 




• 


9- 


- 


Pi' 


. (Min <jp^'") 


Pi - 


■ (Min tpj) 


P- 



. (Min ZJ 



Zufolge der Formeln (9.) rechter Hand ist aber 

oder ausfuhrlicher geschrieben: 

Max y«^^" +^^ — Min 9^^*» +^> < (Max Z„ - Min Z J x*-*"^ , 
oder, in die geometrische Vorstellungswebe übersetzt: 

(P^n + l 92n + l) ^ (l>3)*'*■*'^ 

wo die eingeklammerten Grössen die gegenseitigen Abstände der betreffen- 
den Punkte vorstellen. Und diese Formel (C.)« in welcher x einen positiven 
ächten Brtuih vorstellt, zeigt, dass jene beiden Punktreihen (A.) und (B.) 
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sich gegeDseitig itis Unendliche nähern. In der That wird man, zufolge 
(C), die Zahl n so gross machen können, dass der Ahstand (l>2fi4.i 9an+i) 
kleiner wird als jedwedes noch so kleine c. 

Beachtet man dies, und beachtet man ferner, dass die eine Reihe 
beständig aufsteigt, die andere beständig absteigt, so erkennt man sofort, 
dass beide Reihen von verschiedenen Seiten her gegen einen gemeinschaft- 
lichen und völlig bestimmten Grenzpunkt convergiren, welcher g heissen mag. 

Solches constatirt, ist also 

P.) lim.„. Min 9.„'*»+« - {og), 

und ebenso auch: 
(E) lim.^. Max 9.a<*"+" - (.09), 

WO {og) die Abscisse jenes Grenzpunktes g vorstellt. Aus diesen beiden 
Formeln (D.), (E.) folgt aber sofort, dass sämmUicfie Werthe der Function 

<pj^^'^^\ bei wachsendem n, gegen {og) convergiren. Es ergiebt sich 
also die Formel: 

Hiermit sind, falls man {og) ^^ a setzt, die Formeln (10.), (10a.) bewiesen. 

Um zum Ziele zu gelangen, sind nun schliesslich an die For- 
meln (9.) noch einige einfache Bemerkungen anzuknüpfen. Nach 
der zweiten Zeile von (9.) ist: 

Min q)a ^ 9>o'" < Max g)a. 
Selbstverständlich ist aber auch: 

Min g)a ^ <pa < Max (pa. 

Aus diesen beiden Formeln zusammengenommen folgt sofort, dass 
die Differenz 

f in 

ihrem absoluten Betrage nach stets ^ (Max q>a — Min q>a) d. i, 
stets ^ Dq)a ist. So ergiebt sich also die Formel: 

abs {q>a — q>a") < D^Pa, 

und in analoger Weise die allgemeinere Formel: 

abs (9>a(2n-i) __ ,,„(«».+1)) < 2)g>a^2«-i), 

oder mit Rücksicht auf (9.): 

abs (9>a<2«-i) _ ,,^(2«+i)) ^ (jr)5;„) x\ 

Nach (8.) ist aber ^a^^''-^^ = W^''^ Somit folgt: 
(11.) abs (g>«(»-) - g>a<2~+^)) < (DI«) x\ 

Andererseits ist nach (8.): 9^^^^*) «= 9>/^'*^"^^ folglich: 
(12.) abs iq>/^-) - g>^(*»+^)) = 0, mithin z. B. £ (DI«) x\ 
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Solches constatirt ist jetzt das allgemeine Convergenztheorem 
(pg. 435) unmittelbar anwendbar auf die zu untersuchende Reihe: 

(13.) ;^ = (<p _ ^') + (<p" _ <p'") . . . + (<p(2n) _ g,(2n + l)) + ... in iuf. 

Das allgemeine Glied dieser Reihe 

ist nämlich; nach (7.), eine Fundamentalfunction der Fläche ©«/*, 
also auf ®aß eindeutig und stetig, und innerhalb ©«^ harmonisch. 
Ausserdem besitzt dieses allgemeine Glied am Bande von @a/9 Werthe, 
die, zufolge (ll.)> (12.), dem absoluten Betrage nach, durchweg 

< (Dia) X« 

sind, wo DTa und x zwei gegebene positive Gonstanten vorstellen 
und X < 1 ist. Zufolge jenes Convergenztheorems wird daher % nicht 
nur in jedwedem Punkte der Fläche ©«/? convergent, sondern zugleich 
auch eine Fundamentalfunction der Fläche ©aß, d. h. eine Function 
sein, die auf ©«/? eindeutig und stetig, und innerhalb ©«/? harmo- 
nisch ist. Es bleibt noch übrig, die Werthe dieser Function % am 
Bande von (Saß zu untersuchen. 

Man kann die Formel (13.), da ihre Congruenz erwiesen ist, 
auch so schreiben: 

(14.) X = lim»= « [(9 - V) + W - V") • • • + (v'*"' - 9''"^'% 
Hieraus folgt, was den Rand a, respective den Rand ß betriflft: 

X^ = lim„=oo [(g?a — q>a) + (g?a" — 9«'") • • • + (V«^^"^ ^ 9>a^^''"*"^0] ; 

X^ = lim„=oo [((JP^ - 9ß) + W - 9/1 . . . + W"' - <Pi^^"^'% 
also mit Rücksicht auf (8.): 

Xa = 2:« — a. 

Die von uns construirte Function x ist also eine Fundamental- 
function der Fläche ©«/*, die am Bande dieser Fläche die Werthe 
besitzt: 
(15.) Xa = ^« - «; ^^^ %ß = 0. 

Dabei bezeichnet a die durdi die Formel (10.) definirte Constante, 
also eine Constante, deren Werthj nach (10a.), der Formel entspricht: 

(16.) MinIa<a;^MaxZa. 

Bemerkung. — Man kann die hier dargelegte Constractionsmethode 
der Function % z- B. auf den specieHen Fall anwenden, dass die auf a vor- 
geschriebenen Werthe Z^ constant, etwa sämmtlich i» 1 sind. Bezeichnet 
man die für diesen speciellen Fall sich ergebende Function % ^^^ Z» ^o 



X^ = lim„=« [0], 
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wird dieses % eine FundametUaJfunction der Fläche 9^^ sein^ welche am 
Bande von @^^ die Werthe hat: 

Dabei bezeichnet alsdann a' eine ConstantCt die, zufolge (16.), der Formel 
entspricht: . ^ ' <! i 

also eine Constante, deren Werth nothwendig =» i ist. Solches constatirt, 
gehen aber die Formeln (£.) über in 

(f.) Z« ^ 0, und z^ « 0; 

woraus, mit Rücksicht auf den Satz (18.) pg. 395, sofort folgt, dass die 
Function %' »»^ ^a-i (^^^nthalben = ist. 

Will man also eine Fundamen talfunction der Fläche S^^ haben, 
welche am Rande a einen von verschiedeticn constanten Werth, anderer- 
seits am Rande ß den Werth hat, so wird ein anderes Verfahren ein- 
zuschlagen sein. Und dieses soll zunächst jetzt dargelegt werden. 

Markirt man auf der gegebenen Kugelfläche zwei feste Punkte 
c und q, so kann die monogene Function 

, z — e 
^ z — c^ 

in solcher Weise festgesetzt gedacht werden, dass sie auf der ganzen 
Kugelfläche eindeutig und stetig ist, mit Ausnahme der Punkte c,c^ und 
einer von c nach c^ gehenden Linie [vgl. pg. 229, 230]. Setzt man also: 

iEf — c «== re*^ und js? — Cj = ^i^*^', 
mithin log ^£^ = (log ~) + i («■ — -»"O, 

m 

80 wird der reelle Theil dieser Function, d. i. log — auf der ganzen 

Kugelfläche eindeutig, stetig und harmonisch sein, mit alleiniger 
Ausnahme der Punkte c und c^ [Satz (7.), pg. 390J. 

Denkt man sich also c und c^ ausserhalb ®aß gelegen, und 
zwar c innerhalb der abgesonderten (disjungirten) Calotie @^®, und 
denkt man sich überdies um c^ (als Centrum) eine unendlich kleine 
Kreisperipherie ß^ beschrieben [vgl. die folgende Figur], und den 
von ß und ß^ begrenzten Theil der Kugelfläche mit ©^^^ bezeichnet, 
so wird der in Rede stehende reelle Theil 



r 
r. 



(17.) L = log 

auf @^^, ausnahmslos eindeutig, stetig und harmonisch sein. Aehn- 
liches gilt daher für die Function: 

(18.) F^L-Vi'''-.*) 

Es wird nämlich F auf ©^^^ eindeutig und stetig, und innerJialb 

*) Dieses V soll die auf pg. 487 festgesetzte Bedeutung haben. 
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®fifi^ harmonisch sein. Gleichzeitig wird diese Function F am 
Bande von ©^^^ die Werthe besitzen: 

(x.) Fß = 0, jF>. durchweg > 0. 

Denn F ist (ebenso wie L) im Punkte c^ positiv unendlich , folglich 
auf der um Cj beschriebenen kleinen Kreisperipherie ß^^ von äusserst 
grossem, und zwar positiven^ Werth. 

Aus diesen Eigenschaften d^r Function F folgt nach bekann- 
tem Satz [(17.) pg. 395], dass dieselbe auf dem innerhalb ©^/f, be- 
findlichem Curvensystem a (d. i. «i, c^, . . . ah) durchweg > ist*); 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 

(y.) Fa durchweg > 0. 

Die hier von um construirte Function F ist, wie aus den an- 
gegebenen Eigenschaf ten folgt, eine Fundamentalfunction der Fläche 
©^^,, mithin (weil ©«^ ein Theü von ©^^^^ ist) auch eine Funda- 
mentalfunction der Fläche ©«^. Und zwa/r besitzt sie am Rande 
von &afi [zufolge (x.), (y.)] Werthe, die den Formeln entsprechen: 

(19.) Fa durchweg > 0, und F^ = 0. 

Denkt man sich jetzt, auf Grund der Bandwerthe Fa, Functionen 
0, <t)', 0", ... X genau in derselben Weise gebildet, wie früher, 
auf Grund der Rand werthe Z«, die Functionen 9, ip', 9?", ... % 
construirt wurden, so wird das so resultirende X eine neue Fun- 
damentalfunction der Fläche ©«^9 sein, mit den Randwerthen: 

Xa = -Fa — A, und X^ = 0, [vgl. (15.)], 

*) In der Figur ist die Zabl h wieder *-■ 4 gesetzt. 
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wo A eine der Formel 

Min Fa^Ä£ Max F„, [vgl. (16.)], 

entsprechende Constante vorstellt. Aus dieser letzten Formel folgt 

mit Rücksicht auf (19.) sofort, dass Ä> (niemals === 0) ist. 

Subtrahiren wir nun die Function X vott F, so erhalten wir 

eine Fundatnentalfunction F — X der Fläche ®a^, mit den Band- 

werthen: 
(20.) F« - X« = -4 > 0, und F^ — X^ = 0. 

Addiren wir jetzt endlich die mit j multiplicirte Function F — X 

hinzu zu der früheren Function % (15.), so erhalten wir eine neue 
FundamentalfuncHon der Fläche ©«/«: 

(210 Y^z + ^CJ'-X) 

mit den Bandwerfhen: 
(22.) Va = I«, und V^ = 0. 

Hiemit aber sind wir, was die Beantwortung der ursprünglich 
vorgelegten Frage (3.) betrifft, zu folgendem Satz gelangt: 

Sind am Bande a der Fläche ®a(i irgend welche (stetigen) Werthe 
Ta in beliebiger Weise vorgeschrieben, so lässt sich, falls die in (3.) 
genannte Voraussetzung erfüllt gedockt tvird, stets eine Fundamental- 
(23.) function V der Fläche ©«^j construiren, welche an jenem Bande a die 
daselbst vorgeschriebenen Werthe I« besitzt, andererseits aber am Bande 
ß durchu)eg = ist ♦ 

In ganz analoger Weise wird sich nun offenbar eine zweite 
Fundamentalfunction V der Fläche ©«^ construiren lassen, welche 
umgekehrt am Rande a durchweg = ist, andererseits aber am 
Rande ß beliebig vorgeschriebene (stetige) Werthe Z^ besitzt 
Demgemäss wird alsdann 

(24.) Q = V + V' 

eine Fundamentalfunction der Fläche ®aß sein, mit den Randwerthen: 
(25.) Q« = Ia, und Q.^ = I^^, 

so dass man also zu folgendem Resultat gelangt: 

Resultat. — Es sei S irgend ein von beliebig vielen Curven be- 
grenzter Titeil der gewöhnlichen einblättrigen Kugelfläclie. Irgendwo 
im Innern von @ werde eine Calotte au^ der Fläche © herausgenommen, 
(26.) und die so entstellende neue Fläche mit % bezeichnet. Alsdann wird 
many falls irgend welche Methode zur Lösung der Fundamentalaufgabe 
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(20.) pg. 396 für die ursprüngliche Fläche © bekannt ist, diese 
Fundamentalaufgabe stets auch für die neue Fläche % zu losen im 
Stande sein. Dabei sind © und % respective substituirt an Stelle 
der bisherigen umständlicheren Bezeichnungen @a und ®a(i' 

Jene Fundamentalaufgabe ist nun aber [Satz pg. 430] lös- 
bar fiir jedwede Calotte der Kugelfläche. Durch successive Anwen- 
dung des soeben gefundenen Satzes (26.) ergiebt sich daher, dass 
sie auch lösbar ist für einen von 2 oder 3 u. s. w. Kreisen be- 
grenzten Theil der Kugelfläche. Also der 

Satz. — Die Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 isi lösbar ßr 
(27.) einen von beliebig vielen Kreisen begrenzten Theil der einblättrigen 
KugelfläcJie, 

Mit andern Worten: Für jeden solcJien Theil sind die Funda- 
mentalfunctionen construirbar für beliebig vorgetriebene {stetige) Band- 
werthe. 

Es sei jetzt eine m- blättrige Normalzonc mit den Randcurven 
a und ß gegeben [vgl. die Definition pg. 426], Construirt man 
diejenigen beiden Tangentialkegel der Kugelfläche, deren Contact- 
curven respective mit a und ß zusammenfallen, und bezeichnet man 
mit c und c' diejenigen beiden Punkte, in denen die Kugelfläche 
von einer durch die Spitzen der beiden Kegel gelegten geraden 
Linie geschnitten wird, so kann offenbar jene Normalzone mittelst 
der Substitution: 

Z — d~^ 

umgewandelt werden in eine in der 5- Ebene liegende, von zwei 
concentrischen Kreisen begrenzte einblättrige Fläche [vgl. die Betrach- 
tungen pg. 428, 429]. 

Denkt man sich nun am Rande der Normalzone d. i. längs a 
und ß irgend welche (längs a und ß stetige) Werthe Z vorgeschrie- 
ben, so wird die diesen Z's entl[)rechende Fundamentalfunction U 
der Zone ein und dieselbe sein, einerlei ob man die Zone in ihrem 
ursprünglichen Zustande verharren, oder ob man sie, mittelst der 
angegebenen Substitution, in jenen einfacheren einblättrigen Zustand 
übergehen lässt. Für den letztem Zustand ist aber die Fundamen- 
talfunction U unrkUch construirbar zufolge des Satzes (27.). Gleiches 
gilt daher auch für den erstem. Man gelangt somit zu folgen- 
dem Satz. 
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Satz aber die Normalzone. — Sind an den Bändern a und ß 
einer Normalzone [vgl. die Definition pg. 426] irgend welche längs 
a und ß stetige Werthe Z rorgesclirieben , so toird die diesen Z'^ zu- 
(28.) gelwrige Fundatnentalfunetion der Zone stets construirbar sein. 

Mit andern Worten: Es wird stets eine Function construirbar 
sein, welche auf der Zone eindeutig und stetig, innerhalb derselben 
* harmonisdi, und am Rande derselben identisch mit jenen T's ist. 

§3. 

Adjunctive oder combinatorisohe Methoden zur Bildung der 

Fondamentalfiinotionen. 

Man kann zwei geg^ene Flächen 9 und 93 so aufeinander legen, 
dass theilweise Deckung stattfindet. Man kann sodann die sich 
deckenden Flächentheile mit einander verschmelzen lassen^ und hier- 
durch jene Flächen 9 und S3 in eine einzige Fläche verwandeln. 
Diese letztere Fläche mag die aus % und 93 conibinirte Fläche ge- 
nannt; und mit {% 83) bezeichnet werden. Ich werde nun im Fol- 
genden zeigen, dass in vielen (noch näher anzugebenden) Fällen die 
Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 für die combinirte Fläche («, 85) 
stets losbar ist, falls man nur in Besitz irgend welcher Methode 
ist zur Lösung derselben für die einzelnen Flächen % und 83. 

Zwei Kreisfläclien % und SB können der Art zur theilweisen 
Deckung gebracht werden, dass ihre Randcurven einander sdmeiden. 
Alsdann repräsentirt das Deckungsgebiet einen Abschnitt (ßeguieui) von 
%, und ebenso auch einen Abschnitt der Fläche 83. Analoges ist 
zu bemerken über zwei Calotten % und 83, vorausgesetzt, dass sie 
von einerlei Krümmung, dass sie also Theile von Kugelflächen sind, 
die denselben Radius besitzen. Die aus den beiden Kreisflächen re- 
spective aus den beiden Calotten combinirte Fläche (S, 83) wird 
alsdann offenbar eine einzige in sich zurücklaufende Randcurve be- 
sitzen, die zusammengesetzt ist aus einem Theil des Randes von % 
und aus einem Theil des Randes von 83. — Andererseits aber kann 
man zwei solche Calotten % und%, falls die Summe ihrer sphä- 
rischen Radien > 180^ ist, auch der Art zur theilweisen Deckung 
bringen, dass ihre Randcurven einander nicht schneiden. Alsdann 
repräsentirt das Deckungsgebiet einen Gürtel (Zone) von %, und 
ebenso auch einen Gürtel der Fläche 83. Und gleichzeitig wird 
alsdann die combinirte Fläche (^, 83) nichts Anderes sein, als die 
ganze volle Kugelfläche. — Diesen Beispielen entsprechend sind 
also zwei Fälle zu unterscheiden: 
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Erster Fall: Die Verschmelzung zweier Flächen 31 und S5 
(A.) findet in solcher Weise statt, dass das Verschmelzungsgebiet durch irgend 
weldie Abschnitte der Fläche 81, und ebenso auch durch irgend welcJie 
Abschnitte*) der Flädie S5 dargestellt ist. Alsdann mag die Ver- 
schmelzung selber eine abschnittförmige heissen. 

Bei Behandlung dieses Falles werde ich stets voraussetzen, dass 
(A •) die Randcurven von ?l mit denen von 83 nirgends in Berührung 
sind, dass vielmehr diese Curven in jedem Punkte, den sie mit ein- 
ander gemein haben, einander schneiden; so dass also in jedem 
solchen Punkte die von den Curven gebildeten Winkel von ver- 
schieden sind. 

Zweiter Fall: Die Verschmelzung zweier Flächen ?l und 93 findet 
in solcher Weise statt, dass das Verschmelzungsgebiet einen Gürtel 
(B.) der Fläcfie ?l, und ebenso auch einen Gürtel der Fläche S3 repräsen- 
tirt. Alsdann mag die Verschmelzung selber eine gürtelförmige ge- 
nannt werden. 

§ 4. 
Erste oombinatorisohe Methode, (abschnittförmige 

Verschmelziing). 

Es sei ?( irgend ein Theil der gewöhnlichen einblättrigen Kugel- 
fläche, doch mag (der Einfachheit willen) diese Fläche Sl nur eine 
Randcurve besitzen. Mit dieser Fläche % mag irgend eine einblättrige 
CcUottc 93 abschnittförmig verschmolzen, und die so entstehende neue 
Fläche mit (Ä, 93) bezeichnet sein. Es sei nun, ude unr express 
voraussetzen, irgend eine MetJiode bekannt zur Lösung der Funda- 
(1.) mentalaufgabe (20.) pg. 396 für die ursprünglich gegä>ene Fläclie ?t. 
Es soll untersucht tverden, ob man alsdann diese Aufgabe vielleidU 
auch für die combinirte Fläche (%, 93) zu lösen im Stande ist. Es 
soll also eine Fundamentaifunction der neuen Fläche (Ä, 93) xt« con- 
struiren versucht werden, die am Rande dieser Fläche belidtig vor- 
geschriebene stetige Werthe Z besitzt. 

Die Theile, in welche die Randcurven von % und 93 einander 
gegenseitig zerschneiden, mögen a, ß, y, d heissen, der Art, dass 
die Randsegmente der Fläche % mit a, y, die der Fläche 93 mit 
ß, d, endlich die Randsegmente des Yerschmelzungsgebietes mit 
a, ß benannt werden; wie solches deutlicher angegeben ist in den 
folgenden Zeichnungen: 

*) Die Anzahl dieser Abecbnitte ist z. B. s» 1 in der Figar pg. 448 Unker 
Hand. Hingegen ist dieselbe == 2 in der Figur rechter Hand. 
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(2.) 



(3.) 





Diese Figuren, in denen die Yerschmelzungsgebiete durch Schraffi- 
rung hervorgehoben sind, beziehen sich auf den Fall, dass die 
llandcurven von % und S3 einander 2 mal oder 4 mal schneiden*). 
Analoge Figuren kann man sich leicht vorstellen für den Fall einer 
6 maligen, 8 maligen u. s. w. Durchschneidung. Den Randsegmenten 
a, ß, y, ö entsprechend kann man die Flächen ?l, © und (Ä, S)) 
folgendermassen benennen : 

während gleichzeitig das [in der Figur schrägte und im Allge- 
meinen aus mehreren Stücken bestehende] Verschmelzungsgebiet 
mit ®a{i zu bezeichnen ist. 

Die vorgeschriebenen Z's befinden sich am Rande der combinirten 
Fläche (21, 93) =» @y<r, d. i. in den Curven y, d; so dass also z. B. 
die Curven a, ß von diesen Z's völlig frei sind. Wir wollen nun 
aber diese Curven a, ß ebenfalls mit solchen Werthen versehen^ 
dieselben ganz willkürlich wählen, und ebenfalls mit Z bezeichnen. 
Nur mag dabei dafür Sorge getragen werden, dass diese den Curven 
a, ß zuertheilten auxüiären Z's in stetigem Zusammenhang sind so- 
wohl untereinander wie auch mit jenen vorgeschriebenen Ha der 
Curven y, ä] so dass also Z z. B. eindeutig ist in jedem der Schnitt- 
punkte g [vgl. (2.)]. 

Die Fundamentalfunctionen Uund V der Flächen 81 = ©ay und 



*) Die beiden Schnittpunkte sind in der Figur linker Hand mit g bezeich- 
net. Desgleichen mögen die vier Schnittpunkte in der Figur rechts ebenfalls 
mit g bezeichnet gedacht werden. 
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93 «= ©^a sind ohne Weiteres construirbar [die einen auf Grund der 
Voraussetzung (1.), die andern zufolge des Satzes pg. 430]. Dem- 
gemäss kann man also der Reihe nach folgende Functionen q>, il^, 
q/y ^', 9", ^", . . . construiren: 



(4.) 



etc. 
Zugleich werde gesetzt: 



etc. 



6J =9 — ^, 



(5.) 



CO =9 



CD 



V-', 



=■- g> — * , 

etc. 

Bemerkung. — Hier ist z. B. unter 11"'^''^^ diejenige Fundamental- 
Punction der Fläche 51 zu verstehen, welche auf a die Werthe ip — 9 be- 
sitzt, andererseits aber auf y überall =» ist. Demgemäss könnte der 
Einwand gemacht werden, dass dies keine eigefitliche Fundamentalfonction 
sei, da bei einer solchen die Yorgeschriebenen Rand werthe immer stetig 
sein mÜBsten; was hier nicht der Fall sei. 

Dieser Einwand verschwindet offenbar, sobald wir zeigen können^ 
dass fjf — <p in den zwischen a und y vorhandenen Grenzpunkten g ver- 
schwindet. — Nun ist nach der ersten Zeile der Formeln (4.): 9=1 , 
ebenso ^^ = I^, mithin 1^^ — 9^ = 0. Q. e. d. 

Aus den Formeln (4.) ergeben sich ohne Mühe folgende Rela- 
tionen: 



(6.) 



9a = 21ft, 
9>a = Wa y 

etc. 



etc. 



etc. 



(7.) 



(8.) 



9/ = ^y = Xj,, 

etc. 
Ferner ergiebt sich aus der zweiten Zeile von (4.): 

9[! = ^>?+ U(i"^ v'-y, ti^j = ^a + rj^ y-^, 

also, weil nach (6.) (p^ = ^/ und ^a = 9?«' ist, • 
also, mit Rücksicht auf (5.) 

Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf die Sätze (Ic.) pg. 399 und 
(NU.) pg. 431: 

Max abs o}/ ^ Max abs Oa, Max abs co«' < (Max abs m^ X\ 

Neamann, Aberiohe Integrale. 8. Aufl. 29 
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dabei bezeichnet A eine positive Constante, die < 1 ist, die Situa- 
tionsconstante des Curvensystems a in Bezug auf die Calotte 39 = @^j. 
Ebenso wie die Relationen (8.) aus der zweiten Zeile (4.) ent- 
standen sind, ebenso ergeben sich analoge Relationen aus den fol- 
genden Zeilen (4.), so dass man, Alles zusammengenommen, und M 
zur Abkürzung für Max abs gesetzt, zu folgenden Formeln gelangt: 

M(Of! ^ M(Oa , MiOa 5^ {M(o^ ) A, 

Jffij/"< Maa\ Mcsa''< {M(öf) A, 

etc. etc. 

Hieraus folgt, indem man die Gleichungen von Neuem hinschrei- 
bend, die grössere der beiden Constanten Mcoay MOfi mit M be- 
zeichnet, und dabei jede Gleichung mit Rücksicht auf die vorher- 
gehenden umgestaltet: 

M(X)/ ^M, MmJ <MA, 

Jifco/' <MA, M(Da" <MA, 

Jtfcö/" <MA, 3fcöa'" ^MAS 

3/cö^iv <: f^x% J/o.iv <: MA^ 

etc. etc. 

mithin allgemein: 

Jf cö/^H-i) < M AS 3f ©a^^H-i) < M AH-i . 

Diese vier letzten Formeln aber kann man, unter Verstärkung der 
darin enthaltenen Ungleichheiten, einfacher so schreiben: 

oder, ausführlicher dargestellt: 

(9.) Max abs co/-) :^ M (V^)""', Max abs Oa^") < M (]/Ä)"""' . 

Solches constatirt, bilden wir jetzt die Reihe: 

(10.) <t) = 9? + (9?' - g)) + (9" - 9^') • • • + (9^^+'^ — 9^*0 + ... in inf., 
eine Reihe, auf welche das allgemeine Convergenztheoreni [pg. 435] 
unmittelbar anwendbar ist. Das allgemeine Glied der Reihe: 

ist nämlich nach (4.) eine Fundamentalfunction der Fläche % = ©«y^ 
und besitzt am Rande derselben nach (6.) und (5.) die Werthe: 



{: 



{ 
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woraus mit Rücksicht auf (9.) folgt: 

Max abs (q>J-+') - (pj-)) < M (}/Ä)'-' , 

Max abs (g)/«+i) — 9/«)) ^ 0, mithin z. B. ^ M(VÄ)"~' ; 

dabei bezeichnen M und yj, zwei gegebene positive Constanten, und 
zwar ist ]/A < 1. 

Zufolge des genannten Theorems [pg. 435] wird daher das in 
(10.) angegebene nicht nur für jedweden Punkt der Fläche 31 co^i- 
vergent, sondern zugleich auch eine Fundanwiitalfioiction dieser Fläche 
sein. Jenes aber kann, nachdem seine Convergenz constatirt ist, 
offenbar auch so geschrieben werden: 

= lim„==^ [9 + {q>' - 9>) + (9" - 9') • • • + (<P^'^'^ - 9<"0:i, 
d. i. = lim„=oo 9^"+^^, oder, was auf dasselbe hinauskommt: 
(IIa.) 0«lim„=«, 9)(«). 

Hieraus folgt, weil, nach (6.), q)y == 9/ = 9?/' = . . . = Zy ist, sofort: 

(IIb.) 0y = ly. 

In analoger Weise lassen sich offenbar die Functionen ^, ^', V'", ... 
behandeln; so dass man also zu folgendem Resultat gelangt: Wird 

(12.) = lim„=« q>^^^ und "V = lim„=« ^^'•^ 

gesetgty so repräsentirt eine Fundamentalfunction der Flüclw ?(, 
andererseits V eine Fundamentalfunction der Fläche 58. Und m^ar 
entspredien diese Functionen den Formeln: 

(13.) ^Y = ^Y ^^ M'rf = I(J. 

und M^ sind daher z. B. auch Fundamentalfunctionen des- 
jenigen Gebietes ©a/y, in welchem 81 und 83 einander decken. Nun 
ist nach (12.) und mit Rücksicht auf (5.): 

(14.) _ V = lim„=co cö("). 

Die o, (o\ cd", . . . CD^^\ . . . aber sind Fundamentalfunctionen des 
Gebietes ®a(i, und entsprechen zugleich am Rande von @a^ den 
Formeln (9.). Nach dem allgemeinen Convergenztheorem [(16.) 
pg. 436J wird daher limn=» cj^^^ für jedweden Punkt der Fläche ©„ ^ 
versditüinden. Die beiden Functionen 0, V sind demgemass, nach 
(14.), auf der Fläche ©„^ unter einander identisch, und repräsentiren 
also zusammengenommen eine einzige die ganze Fläche (9, S3) oder 
©yj bedeckende Function Q. 
Die in solcher Weise 

(auf« durch Q = 0, 

auf © durch Q = V 

29* 



(15.) 
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definirte Function Q ist eine Fundamentalfunction der Fläche 
(3t, S5) = ©y<j, und am Rande dieser Fläche identisch mit den da- 
selbst vorgeschriebenen Z's; wie solches aus dem Satze (12.), (13.) 
sofort folgt. Denigemäss repräsentirt also die Function Q die Lösung 
der zu Anfang dieses Paragraphs in (1.) gestellten Aufgabe. 

Die Voraussetzung, dass SC nur eine ßandcurve besitzt, ist nur 
der Bequemlichkeit willen eingeführt. Man kann dieselbe ohne Wei- 
teres fallen lassen. Ebenso habe ich auch, nur der bequemeren An- 
scliauung willen, im gegenwärtigen Paragraph auf einblättrige Flächen 
mich beschränkt. In der That sind alle Betrachtungen und For- 
meln dieses Paragraphs, wie man nachträglich leicht übersieht, ohne 
Weiteres auch anwendbar auf mehrblättrige Flächen; so dass man 
also zu folgendem Resultat gelangt: 

Satz. — Es sei ^ ein von beliebig vielen Bandcurven begrenzte 
Tlieil einer ein- oder metirblättrigen Riemann'schen Kugelflüclie. 

Denkt man sich nun diese Fläche Sl mit irgend einer Normal- 

(16.) cahtte 33 abschnittförmig verschmolzen [vgl. die Definition (A.), 

(A'.) pg. 447], so wird die Fundamentalaufgabe [pg. 396], falls sie 

für die ursprüngliche FläcJie 31 lösbar ist, stets auch lösbar sein für 

die durdi jene VerscJimelzung entstehende neue Flädie (31, S3). 



(17.) 



§ 5. 

Zweite combinatorische Methode, (gürtelförmige Versohmelzung). 

Wir wollen auch hier mit möglichst einfachen, anschaulichen 
Fällen bej^nen. Es sei 31 ein von zwei Randcurven a und y be- 
grenzter Theil der einblättrigen Kugelfläche, ferner 83 eine einblätt- 
rige Calotte mit der Randcurve ß. Endlich sei (3t, 83) diejenige 
neue Fläche, welche aus 31 und 83 durch gürtelförmige Verschmelzung 
jvgl. die Definition (B.) pg. 447] entsteht; wie solches näher ange- 
geben ist in der folgenden Zeichnung: 
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Demgemäss werden die Flächen 8, 83 und (%, 85) nach ihren Rand- 
corven folgendermassen zu bezeichnen sein: 

(18.) Sl=©ay, 85 = ©^, (Sl,85) = ©y, 

während gleichzeitig das [in der Figur schraffirte] Verschmelzungs- 
gebiet mit ®a[i zu benennen ist. 

Es sei nun, wie wir voraussetzen, irgend welche MetJiode he- 
(19.) hannt zur Lösung der Fundamentalaufgabe fpg. 396] für die ursprüng- 
liche Flädw ?l. Es soll untersucht werden y ob man alsdann diese 
Aufgabe audi für die neue Fläche (21, 33) zu losen im Stafvde ist. 

Man kann hier Schritt für Schritt dieselben Betrachtungen und 
Formeln wie im vorhergehenden Paragraph von (4.) bis (7.) wieder- 
holen, wobei nur die Formeln mit dem Index 8 gegenwärtig zu 
unterdrücken sind. Auf die Formeln (7.) 

(20.) o/ = - ü"^«' % Oa' = - F/' " 

ist aber gegenwärtig ein anderes Räsonnement anzuwenden, unter Be- 
nutzung der Sätze (II.) pg. 402 und (Ic.) pg. 399. Mittelst dieser 
Sätze erhält man: 

(21.) Max abs ©/ < (Max abs c»«) l, Max abs ©«' ^ Max abs cö/*; 

dabei repräsentirt k eine positive Constante, die < 1 ist, die Situa- 
tionsconstmite der Curve ß in Bezug auf die Fläche ?( = ©«y. Be- 
handelt man diese Formeln (21.) ähnlich wie vorhin die Formeln 
(8.), so gelangt man zu ähnlichen Resultaten wie damals, nämlich 
zu den mit (9.) übereinstimmenden Formeln: 

(22.) Max abs cö/«) £ M (Vl)""' , Max abs- Oa^^) < M (VIT'' ; 

so dass man hierdurch von Neuem in das Geleise des vorhergehen- 
den Paragraphs hineingelangt. Demgemäss wird auch das Endresul- 
tat dem damaligen analog, nämlich durch folgenden Satz ausge- 
drückt sein: 

Satz. — Es sei % ein von beliebig vielen Randcurven begrenzter 
Theil einer ein- oder mehrblättrigen Riemann'sdien Kugelfläche. 

Denkt man sich nun diese Fläche 8 mit irgend einer Normal- 
(23.) calotte 85 gürtelförmig verschmolzen [vgl. die Definition (B.) pg. 447], 
50 wird die Fundamcntalaufgabe [ pg. 396] , falls sie für die ursprüng- 
liche Fläche 31 lösbar ist, stets auch lösbar sein für die durch jene 
Verschmelzung entstehende neue Fläche (81, 83). 

Bemerknng. — Der üebergang von (20.) zu (21.) stützt sich auf den 
Satz (II.) pg. 402; für die Anwendbarkeit dieses Satzes ist aber erforder- 
lich, dass die Fläche % mindestens zwei Randcurven besitzt. Demgemäss 
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scheint also der vorstehende Satz nur dann richtig zu sein, wenn 9C min- 
destens zwei Randcurven hat. 

Trotzdem aber ist dieser Satz (23.), auch ohne eine derartige Be- 
striction, völlig correci Denn wenn die Fläche 9( nur eine Randcurve hat, 
so wird offenbar die combinirte Fläche (9(, ^) eine geschlossene sein. Die 
FundamentalfiiDctionen einer gesMossenen Fläche sind aber in der That 
construirbar, nämlich dargestellt durch lauter Constanten [vgl. (20 b.) 
pg. 396]. 

§ 6. 
Anwendung der Besultate der beiden vorhergehenden Paragraphe. 

Es sei 91 irgend eine Riemann'sche n-blättrige Kugelfläche mit 
beliebig vielen Windungspunkten und Uebergangslinien. Irgend einer 
dieser Windungspunkte mag c heissen und m- blättrig sein (also 
m < n). Um c werden sich alsdann zwei nach m Umgängen in 
sich zurücklaufende Kreislinien a und ß beschreiben lassen^ der Art^ 
dass der von a und ß begrenzte Flächentheil eine ^t-blättrige Nor- 
malzone ^aß repräsentirt. Dabei mag a die äussere und ß die in- 
nere Randcurve dieser Zone vorstellen. Ueberdies mögen die beiden 
Theile, in welche SR selber durch ß zerlegt wird, mit Sl^^*^) und 91^ 
bezeichnet werden, der Art, dass JR^^^^ den Punkt c enthält. Die 
ganze Fläche 9{^ kann alsdann angesehen werden als eine Erwei- 
terung der Zone ©«^ über a hinaus. Und zwar kann diese Erwei- 
terung dadurch bewerkstelligt werden, dass man ®aß successive 
theils mit ein-, theils mit mehrblättrigen Normalcalotten verschmel- 
zen lässt. 

Für die Zone ©«^ ist aber die Fundamentalaufgabe lösbar 
[Satz pg. 446]. Lässt man also jene Verschmelzungen in solcher Weise 
stattfinden, dass sie durchweg theils dbschnittförmige, theils gürtel- 
förmige sind [vgl. die Definitionen (A.), (A'.), (B.) pg. 447], so wer- 
den die Sätze (16.) und (23.) von Augenblick zu Augenblick an- 
wendbar sein; woraus folgt, dass jene Fundamentalaufgabe für die 
durch diese Verschmelzungen schliesslich resultirende Fläche 9t^ 
ebenfalls lösbar ist. 

Genau dieselben Betrachtungen sind natürlich auch dann an- 
wendbar, wenn man für c einen gewühnliclien Punkt nimmt (die Zahl 
m ist alsdann =1); so dass man also zu folgendem Satz gelangt: 

Satz. — Die FuYidamentalaufgabe [pg. 396] ist lösbar für jeden 

(24.) von einer Kreislinie begrenzten Tfieil einer Riemann' sehen Kugel fläche; 

wobei es gleichgültig ist, ob diese Kreislinie eine gewöhnliche oder aber 

eine solche ist, die erst nach mehreren Umläufen in sich zurückkehrt. 

In analoger Weise ergiebt sich offenbar auch folgender 
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Allgemeinerer Satz. — Jene Fufidainentalaufgabe ist lösbar fiir 
einen von beliebig vielen Kreislinien begrenzten Tkeil einer liie^yiann- 
(25.) sehen Kugelfläche. 

Dies ist derselbe Satz, der speciell für die einblättrige Kugel- 
fläche schon früher gefunden wurde, in (27.) pg. 445. 

§ 7. 

Ueber die Constnurbarkeit reeller Functionen mit 

Yorgesohriebenen Unstetigkeiten. 

Auf einer Itiemann'schen n-blättrigen Kugelfläche SR sei irgend 
eine w- blättrige N&rmalcalotte 21 abgegrenzt (mithin m<n)] ferner 
sei auf 31 eine monogene Function von z = x -}- iy gegeben: 

(1.) r{^) = F* + iG*, 

welche innerhalb Ä mit irgend welchen Unstetigkeitsstellenf) behaftet, 
hiervon abgesehen aber auf % eindeutig und stetig ist. 

Es ist wohl za beachtefh^ dass diese FaDction f*(z) lediglich auf % 
gegeben sein soll. Ihre sonstigen Werthe sind also als nicht vorhanden, 
respective als unbekannt zu betrachten. F* = F*{Xy y) soll den reellen, 
und tCr* = iG*(x, y) den rein imaginären Theil der Function bezeichnen. 

Der Rand der Calotte 31 wird dargestellt sein durch eine nach 
m Umläufen in sich zurückkehrende Kreislinie a. Da nun die Un- 
stetigkeitsstellen Yonf*(z) innerhalb % liegen sollen, so kann inner- 
halb 31 eine zweite nach m Umgängen in sich zurückkehrende Kreis- 
linie ß construirt werden, in solcher Weise, dass die durch a und 
ß begrenzte Normalzone ®afi von jenen Unstetigkeitsstellen völlig 
frei ist. 

Solches ausgeführt gedacht, sind alsdann f*, F*, G* auf ®afl 
(2.) eindeutig f stetig und harmonisch, Markirt man also z. B. innerhalb 
©«/* irgend zwei Punkte Zq und z^, so wird für die zugehörigen 
Werthe von Cr* die Formel gelten: 

die Integration erstreckt über eine beliebige von Zq nach z^ gehende, 
jedoch innerJuilb ©„^^ bleibende Curve 6, Lässt man die Curve ö 
zwischen den beiden Rändern a und ß weiter und weiter fortlaufen, 
bis sie schliesslich nach m Umgängen in sich zurückkehrt, also z^ 
in Zq hineinfällt, so erhält man: 

t) Diese Unstetigkeitsstellen können theils Funkte theils Linien sein. 
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wofür man mit Rücksicht auf die bekannten zwischen F* 
stattfindenden Relationen auch schreiben kann: 

3F* ^^ 



(^■) o=n^'y- 



Dies vorausgeschickt, stellen wir uns jetzt folgende Aufgabe: 
Es soll versucltt werden, eine reelle Function Q ^ Q(x,t/} zu con- 
struireii, von solcher Bcscliaß'enlieit, dass Q, abgeseften von jenen inner- 
(4.) halb Sl liegenden Unstetigkeitsstellen der Function F*, a«f SR cindeii- 
tiff, stetig und Itarmoniscli ist, femer von soldter Beschaff enJiät, dass 
die genannten drei Eigenschaflen innerkalb SU der Differenz Q — F* 
anhaften . 

Die Kreislinie a zerschneidet die ganze Fläche 31 in zwei Theile. 
Von diesen beiden Theilen ist derjenige, welcher die Zone ©„^ ent- 
hält, mit 81 bezeichnet Audererseiis aber zeri^llt die unversehrte 
Fläche SR durch die Kreislinie ß ebenfalls in zwei Theile, und von 
diesen m^ der die Zone ©^^ enthaltende mit S3 bezeichnet sein. 
Die beiden Flächen 81 und 93 besitzen dann im Gebiete @„jf eine 
gürtelförmige Deckung und liefern bei ihrer Verschmelzung die ganze 
Fläche SR; wie solches einigermassen angedeutet ist durch die bei- 
stehende Figur. 

A Heidin g8 kaan dieae Figur eine 
deutliche VoiBtellnng der virktichen 
VeriiKUnisee nur für den »pfcieUen Fatl : 
I» "= 1 liefern. Denn eu ist im Ange 
EU behalten, de^a die Curven a, v, ß 
im ÄUgemeirten mehrere, nämlich tn 
Umgänge machen, bevor aic in eich 
zorackhebien. 

Die Fundamentalfunctionen Ü 
und V der Flächen « und » sind 
[zufolge der Sätze pg. 454, 455] ohne 
Weiteres construirbar, für beliebig 

vorgeschriebene Randwerthe. Hiervon Gebrauch machend, wollen 
wir nun, was die Lösung unserer Aufgabe (4.) betrifft, folgende 
Functionen construiren: 
(5.) (p = F*— U'-"', il>^0, 

femer folgende; 
^^ V' =?> + V-'f-v, 1/,' =^ -j- V-^-i', 

^" = <p'-\- O-.v'-y'j ,{," = ^' + Vfi'V'-l-\ 

etc. etc. 



i^■) 
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und überdies setzen: 

CD =s q) — ^ 

etc. 
Aus (5.), (6.) ergiebt sich sofort: 

q>a =0, t(i = 0, 

(8.) 9>a = tay V = (P^i, 

f/ , / , ff f 

etc. etc. 

Ferner ergiebt sich ebenso wie früher aus der ersten Zeile (6.): 

9/ = ^f + f/"/'"'-^, ta = ^a + Fa/^-V-V-, 

also, weil nach (8.) q)fi = t/ und i^v == 9?a' ist: 

also mit Rücksicht auf (7.): 

(9.) < = - (/,,«• -, ««' = - F/'-. 

Soweit ist das eingeschlagene Verfahren ziemlich ähnlich dem 
früheren auf pg. 449. Fow. hier ab tritt nun aber im Vergleich mit 
dafnals eine wesentliche Abweichung ein, die ihren Grund liat in den 
hier vorliegenden schwierigem Verlwltnissen. Zuvörderst ergeben 
sich aus (9.) die Formeln: 

(10.) Dcd/ < (Z)cD,0 X, D(o'a < D(o.r, 

und zwar ergiebt sich die Formel links mittelst des Satzes (NX.) 
pg. 430, die Formel rechts mittelst des Satzes (Ib.) pg. 399. Dabei 
bezeichnet x eine positive Cofistante^ die < 1 ist, die Situationscon- 
stante der Curve ß in Bezug auf die Normalcalotte 9. 

Ebenso wie diese Formeln (10.) aus der ersten Zeile (6.) abge- 
leitet sind, ebenso ergeben sich analoge Formeln aus den folgendeti 
Zeilen (6.); so dass man im Ganzen folgende Relationen erhält: 

(1 1.) D«/ < (/)«./) X, Dcd/ < JDfi)/, 

etc. etc. 

Diese Formeln nun können genau ebenso behandelt werden, wie 
die Formeln (g.) pg. 450. Man erhält alsdann die mit (i^.) pg. 450 
analogen Formeln: 

(12.) Doj^C) < A {Y^y~\ jDcö«(-) < A (V^)""' 5 
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dabei ist unter A die grössere der beiden Constanten DtOa und Dco^ 
zu verstehen. 

Es lässt sich jetzt, wie sogleich erläutert werden soll, nach- 
weisen, dass unter den Werthen, die o^**) längs der Kreislinie a be- 
sitzt, mindestens einer vorhanden sein wird, der = ist. Wenn 
(13a.)aber eine Function innerhalb eines gegebenen Spielraums irgendwo 
= ist, so wird offenbar ihr absolut grösster Werth innerhalb die- 
ses Spielraums stets kleiner sein als ihre Schtvankung innerhalb des 
genannten Spielraums, höchstens ebenso gross. Somit folgt also: 

Max abs aj''^ < DoJ^'K 

Ferner lässt sich, wie ebenfalls sogleich erläutert werden soll, nach- 
{ldh.)weisen, dass unter den Werthen, die a^^^ längs ß besitzt, mindestens 
einer == ist; woraus alsdann wiederum folgt: 

Max abs cd^^*») < Day^^^K 
Aus diesen beiden Formeln folgt aber mit Rücksicht auf (12.): 

(14.) Max abs co^^») < A (V^)**"' , Max abs cd«(») < A ()/x)"~' . 

Erläutenmg zu (13a.) und (18b.). — Die Functionen tp — F*, qp' — % 
«p"— 9', . . . sind nach (6.), (6.) lauter U% d. i. lauter Fundamentalfunc- 
tionen der Fläche 3L Desgleichen sind nach (5.), (6.) die Functionen ^, 
ilf' — ip, V" — '^'> • • • lauter F's, d. i. lauter Fundamentalfunctionen der 
Fläche 9. Die einen sind also innerhalb %, die andern innerhalb B ein- 
deutig, stetig und harmonisch. Und hieraus ergeben sich sofort [vgl. 
(8.) pg. 391] die Formeln: 

etc. etc. 

wo a die schon früher besprochene, z. B. in der Formel (3.): 

auftretende Curvef) vorstellt. Aus den Formeln (A.) erhält man nun 
durch successives Addiren, und mit Kücksicht auf (B.): 

etc. etc. 



t) Auch in der Figur pg. 456 ist diese Gurve c angedeutet. 



(D.) 



(E.) 



(F.) 
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Dies vorangeschickt, wollen wir jetzt die die Curve ö enthaltende 
m- blättrige Normalzone @^^ mittelst der Substitution 

^ ^ ytn 

? = s 

z — c 

in eine auf der £- Ebene liegende, von zwei concefUrischen Kreisen be- 
grenzte, einblättrige Fläche übergehen lassen. Zu diesem Zweck sind die 
Punkte c und c' respective auf SU und 93 der Art zu wählen, dass sie in 
gerader Linie liegen mit den Spitzen derjenigen beiden Tangentialkegel, 
deren Contactcurven durch cc und ß dargestellt sind. 

Gleichzeitig wollen wir die arithmetischen Mittel derjenigen Werthe, 
welche qp, cp', g?", . . . undwi/>, tf>\ ip'\ ... auf dieser neuen einblättrigen 
Fläche S^ w längs cc und ß besitzen, durch ein vorgesetztes 3J2 bezeichnen, 
so dass also z. B., zufolge (7.\ die Gleichungen stattfinden: 

m CO,/ =3 3R 9,; - 3R 1/»;, m « ; = m q>^' - m ^^^' , 

etc. etc. 

ferner zufolge (8.) auch folgende Gleichungen stattfinden: 
(I.) 2K9„ = 0^ aK^^^ = o, 

9Äcp'«= 3Ä^„ , (IL) TOift^' «3»y ^, 

(lU.) 3Wcp;'= 3»!^;, 3ÄiA/=- 2R9>^', 

wi q>;r= 3K <', (IV.) g?tt/,;-= 3»y;, 

CvC. eic. j 

wobei die unterstriclienen Formeln mit (I.), (II.), (IIT.)i (IV.), etc. bezeich- 
net sind. 

Auf diese arithmetischen Mittel 3k findet nun der früher bewiesene 
Hülfssatz (5.) pg. 424, weil cp, qp', cp", , . . und tp, i/>', t^", . . . auf ©^^ ein- 
deutig und stetig, und innerhalb S^^ harmonisch sind, unmittelbare An- 
wendung; wobei die Fläche ©^^ bestö.ndig in ihrer neuen einblättrigen 
Gestalt zu denken ist. Bezeichnet man nämlich die Formeln (C.) respec- 
tive mit (0.), (Y.), (<!>'.), (M''*)) etc., so kann man folgendermassen räson- 
niren: 

Nach (I.) ist SWqp^^ =- 0. Hieraus aber und aus der Formel (0.) folgt 
nach jenem Hülfssatz, dass 2)^9^ ebenfalls = ist. Demgemäss ist nach 
(II.) auch ^t^^' = 0. Hieraus aber und aus (H''.) folgt nach jenem Hülfs- 
satz, dass "Si^fa ebenfalls =» ist. Demgemäss ist nach (III.) auch 
Wcp,/' = 0. Hieraus aber und aus (<!>.") folgt, dass 9Rqp/' ebenfalls «= 
ist. Demgemäss ist nach (IV.) auch 3ÄVv' ' "* ^* ^* ^* ^' ^' ^' ^' 

In solcher Weise findet man, dass in den unterstricJietien Formeln (E.) 
die TI'a durchweg = sind. Und in ähnlicher Weise ergiebt sich, dass 
Gleiches auch gilt für die 3K's der nicJU unterstrichenen Formeln. Man 
findet also allgemein: 

3ilq>Jin) = 0, 3W9^(») = 0, 
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also nach (D.) anch: 
(G.) 2» w„(n) =» , 3K m^in) = . 

Das arithmetische Mittel der längs a vorhandenen Werthe von 
oy^' verschwindet also; und hieraus folgt sofort, dass mindestens einer von 
diesen Werthen = ist. U. s. w. Q. e. d. 

Nach Constatirung der Formeln (14.) betrachten wir jetzt die 
(vielleicht divergirende) Reihe: 

(15.) d) = ((p' - (p) -f. (9" — 9') . . . + (9)(«+i) - q)^-)) + ... in inf. 

Die einzelnen Glieder (9' — 9), (9" — ^f), . . . sind nach (6.) lauter 
U's, also lauter Fundamentalfunctionen der Fläche 9^ mithin auf 
S( eindeutig, stetig und innerhalb ^ harmonisch. Was femer die 
Werthe des allgemeinen Gliedes ^(»+^)— ^C«) am Rande a der Fläche 
% betriflFt, so ergiebt sich nach (8.) und (7.): 

also nach (14.): 

Max abs (q)J^+'^ - g>J^^) ^ A (Y^Y^' , 

wo A und X Constanten sind^ und x < 1 ist. Zufolge des allge- 
meinen Convergenztheorems [pg. 435J ist daher die Reihe conver- 
genty und selber eine Fundatnentalfundion der Fläcfie St. Jenes 
lässt sich aber, nachdem seine Convergenz constatirt ist^ offenbar 
auch so schreiben: 

= lim„=.« [(9' -fp) + (9" -q>')"' + (9>^"+'^ - 9^*0], " 
d. i. = lim„=ao [— ff + 9("+^^J, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt: 
(16.) 9? + lim„=.« 9<«). 

Analoge Betrachtungen sind, wie leicht zu übersehen, anstell- 
bar hinsichtlich der Functionen ^, tf;', tlf'\ . . . ; so dass man also 
zu folgendem Resultat gelangt: Wird 

(17.) = — 9) + limn=oo 9?^"^ «wrf V= — V' + lim»=* ^^'•^ 

gesetzt^ so repräseniirt eine Fundamentalfunctioti der Fläche Sl, 
andererseits V eine Fundatnentalfufictioii der Fläche S. 
Setzt man jetzt 

f für alle Punkte der Fläche 31: Q = + o), 

^ '^ (andererseits für alle Punkte von 83: Q = M^ -f- ^, 

so sind die so definirten heiden Functionen Q auf dem Deckungs- 
gebiet @a,4 unter einander identisch, wie sich leicht zeigen lässt. 
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Mit Rücksicht auf (17.) ist Dämlich 



[ auf Ä: ö = lim^_^ qp^ 

(andererseits auf 33: Q =■ lim^_^ %jf^ 



(19.) 



Auf dem Gebiet @^o ist daher die Differenz der beiden Functionen Q 

also SS 0, wie sich, auf Grund der Formeln (14.), durch Benutzung des 
Convergenz-Theorems [(16.) pg. 436] sofort ergiebt. Q. e. d. 

Solches constatirt, ist also jetzt auf der ganzen Fläche 9t nur 
eine einzige Function Q ausgebreitet; und diese ist definirt durch die 
Formeln (18.), die mit Rücksicht auf (5.) auch so darstellbar sind: 

auf «: Q = + i^* — U^^^\ 
auf 93: Q = V. • 



{; 



Nun ist 0, nach (17.), eine Fundatnenfalfunction der FläcJie % Glei- 
ches gilt aber auch von [/"'*'*, und, abgesehen von den Unstetig- 
keitsstellen der Function 2^*, auch von F* selber. Andererseits 
ist, nach (17.); ^ ^^^® Fundamentalfunction der Fläclie 33. Und mit 
■Rücksicht auf diese Eigenschaften von 0, ü"*^*y F* und Y, folgt 
aus (19.) sofort, dass die Function Q, abgesehen von den Unstetig- 
keitsstellen von F*, auf 91 eindeutig, stetig und liarmonisch ist, und 
dass ferner innerhalb % die genannten drei Eigenschaften der I^f- 
ferenz Q — F* anhaften. Demgeniäss repräsentirt also Q die Lösung 
der gestellten Aufgabe (4.). — Man gelangt also zu folgendem 

Satz. — Auf einer Riemann'scfiefi Kugelflädie 9i sei irgend eine 
Normalcalotte 31 al)gegrenzt Femer repräsentire f*(is) eine nur auf 
51 gegebene monogene Function, die innerlialh % irgend welche Unstetig- 
keitsstellen besitzt, hiervon abgesehen aber auf 5K eindeutig und stetig 
ist. Endlich sei der reelle Theil von f*{z) mit F* bezeichnet: 

(20.) F* = Rth f*{z). 

Alsdann wird man stets eine reelle Function Q = Q(x,y) zu con- 
struiren im Stande sein, von solcher Besdiaffenheit, dass Q, abgesehen 
von jenen UnstetigJceitsstellen der Function F*, auf 9i eindeutig, 
stetig und harmonisch ist, femer von solcher Beschaffenheit, dass 
die genannten drei Eigenschaften innerhalb 81 der Differenz Q — F* 
airiiaften. 
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§ 8. 

Ueber die Constmirbarkeit monogener Functionen mit 
vorgeschriebenen Unstetigkeiten. 

Nimmt man insbesondere für f*{z) eine Function, deren ün- 
stetigkeit innerhalb 31 auf irgend ein Linienelefnent l sich beschränkt, 
und vertauscht man zugleich die Buchstaben Ä, F*, Q respective 
mit %y U*y U, so gewinnt der vorhergehende Satz folgende Gestalt: 

Satz. — Auf einer Eiemann^sdien Kugelfläche SR sei irgend eine 
NoriYialcalotte % abgegrenzt. Femer repräsentire 

(A.) rW= U* + iV* 

eine nur auf % gegebene Function, die in irgend einem vnnerhalb 
Z liegenden Linienelement l unstetig, sonst aber auf % eindeutig 
und stetig ist. 

Alsdann unrd stets eine reelle Function 

construirbar sein, von solcher Beschaffenheit, dass U, abgesehen von l, 
auf SR eindeutig y stetig und harmonisch ist, femer von solcher 
Beschaffenheit, dass diese drei Eigenschaften innerhalb % der Dif- 
ferenz U — U* anlmfteiu 

NB. Das gegebene Linienelement l kann beliebig Tcurg, also z. B. 
auch ein Punkt sein. 

• Wir wollen jetzt die Function U als unrklich construirt be- 
trachten, und eine neue Function V zu bilden suchen, der Art, dass 
U -\- iV eine monogene Function von z ist. Dabei wird Gebrauch 
zu machen sein theils von den Flächen SR, SRo^c, ^abci, ^abeimf theils 
von den Flächen % und %i. 

Wie gewöhnlich [vgl. die Bemerkung pg. 185] soll 31^^ diejenige ein- 

fcbch zusammenhängende Fläche sein, in welche 91 durch die bekannten Rie- 
mann'echen Schnitte a^, b^, c^ übergeht. Dabei sollen aber diese Schnitte 

der Art construirt gedacht werden, dass die gegebene Calotte % von ihnen 
völlig verschont bleibt. Ferner soll 91^^^^^ diejenige, ebenfalls einfach zu- 
sammenhängende Fläche sein, in welche 9i^^ durch zwei Schnitte Z, m über- 
geht, von denen der erstere längs der gegebenen Linie l fortläuft, während 
der letztere eine Fortsetzung des erstem bis zum Rande von 91^^ vorstellt, 
[ebenso wie früher, pg. 221]. 

Endlich sollen 91^^, und X^ diejenigen Flächen sein, in welche 91^^ 

und X durch einen einzigen längs l ausgeführten Schnitt sich verwandeln. 

Bei den folgenden, etwas complicirten Betrachtungen sind nun, 

was die Eigenschaften der gegebenen Function f*(ßs) = Z7* + iV* 
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und der construirten Function U betriflft, namentlich drei Punkte 

im Auge zu behalten. 
(1.) Erstens: Die monogene Function f*{z)= U"^ + iV*' ist, mit 

Ausnahme von l, auf % eindeutig und stetig. 
(2.) Zweitens: Die reelle Function U ist, mit Ausfialime von l, auf 

der ganzen Fläcfte 9i, mithin z, B. auch auf^abetm eindeutig, stetig 

und harmonisch. 
(3.) Drittens: Die Differetiz U — Z/* ist innerhalb % ausnahmslos 

eindeutig, stetig und harmonisch. 

Markirt man jetzt innerhalb %i irgend zwei Punkte Zq und z, 

so ist die Differenz der zugehörigen Werthe F* nach (1.) darstell- 
bar durch die Formel: 

d. i. durch die Formel: 

(4.) r.-n.-/(^";.,-f!.«), m, 

die Integration von Zq und z jedesmal hinerstreckt gedacht über 
eine innerhalb %i liegende Curve^ wie solches angedeutet ist durch 
das beigesetzte [%i\ . Nimmt man also z. B. für die Integrations- 
curve irgend eine innerhalb % um l herum und in sich zurück- 
laufende Gurve r, so erhält man: 

Andererseits aber folgt aus (3.), unter Anwendung eines früheren 
Satzes [(8.) pg. 391], sofort: 

also, falls man diese Formel zur vorhergehenden addirt: 

Der soeben citirte Satz [pg. 391] ist aber auch auf U selber 
anwendbar. Die Fläche ^abcim ist nämlich einfach zusammenhängend, 
und zerfällt also durch jedweden Rückkehrschnitt ö in zwei ge- 
trennte Stücke, von denen eines blos von 6 selber begrenzt ist. 
Die Anwendung jenes Satzes auf dieses Stück liefert daher, falls 
man die in (2.) angegebenen Eigenschaften von U beachtet, die 
Formel: 
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Diese Formel ist also gültig für jedwede innerhalb ^ahcim Hegende 
geschlossene Curve a\ wie solches angedeutet sein soll durch das 
beigesetzte [SRo^cim]. 

Jetzt führen wir eine neue Function V ein, indem wir setzen: 

c 

wo c irgend ein fester Punkt sein soll. Alsdann ist offenbar 

«- = — , , - und -^— = -=-- , mithin U + tV eme monogene Jbunc- 
ox öy dy ox ' ' ^ 

tion von is = x -\- iy. Ferner ergiebt sich aus (2.) und (6.), dass 

V innerhalb ^abeim eindeutig und stetig, und in den Curven a^, 6x, 

Cxy fn mit Constanten Differenzen behaftet ist. Diese Differenzen 

sind übrigens in den Curven Cx durchweg = 0, wie man leicht 

übersieht [vgl. die Betrachtungen auf pg. 216]. Und die Differenz 

in der Curve m ist ebenfalls = 0, zufolge (5.). Demgemäss besitzt 

also V die Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit nicht nur 

innerhalb ^ahcim, sondern auch innerhalb JR««. Und das Binotn 

f/+ iV repräsentirt daher eine monogene Fundion von z, die inner- 

(8.) halb 9lfl6/ eindeutig und stetig, überdies aber in den Curven ay., b^ mit 

Constanten rein imaginären Differenzen behaftet ist Es bleibt noch 

übrig, das Verhalten dieser Function in der Linie Z, oder allgemeiner 

auf der Calotte % zu untersuchen; wobei zunächst bemerkt sein 

mag, dass in der Formel (7.) statt [9i„/,c/wJ auch [Sto/,/] geschrieben 

werden darf, weil V in den Curven Cx und m keine Differenzen also 

keine Stetigkeitsunterbrechuugen darbietet. Jene Formel (7.) ist mit^ 

hin ersetzbar durch die etwas einfachere: 

(9.) ^=/CJ''y-|f'^^)' [9*-]- 

c 

Nach (3.) ist nun V — TJ* innerhalb % eindeutig, stetig und 
harmonisch. Gleiches aber gilt daselbst auch von V — F*. Markirt 
man nämlich innerhalb %i zwei Punkte Zq und z, so ist die Differenz 
der zugehörigen Werthe F* darstellbar durch die Formel (4.): 

y* - ^0* =/(^ dy - '^d^, [Z.], 

andererseits aber die Differenz der zugehörigen Werthe F, zufolge 
(9.), darstellbar durch die analoge Formel: 
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y-yo=-f(^^äy-'^ä.), [3;.], 

«o 

die Integration jedesmal hinerstreckt über eine von Zq nach z 
gehende und innerhalb %i bleibende Curve. Durch Subtraction der 
beiden letzten Formeln folgt: 

(.0.) v-r'=r,-v'+f(m^,,^m-jn,,), [xj. 



*o 



Nach (3.) ist aber U — U* innerhalb % ausnahmslos eindeutig, 
stetig und harmonisch. Somit folgt aus (10.), dass V — V* inner- 
halb 2^ ausnahmslos eindeutig und stetig ist. Und demgenüiss tmrd 
also innerhalb % auch 

(11.) (f7 + iF) — (C7* + iF*) 

ausnahmslos eindeutig und stetig sein. Dies Ergebniss mit dem 
früheren Resultat (8.) zusammengefasst, gelangt man zu folgendem 
Theorem. — Auf einer Riemann'sclien Kugelfläche SR sei ein 
Liniensegment l gegeben, welclies beliebig kurz, also z. B. auch ein 
,^v Punkt sein kann. Jedenfalls aber sei l von solcher Lage und Grösse, 
^ '^ dass auf SR eine Normalcalotte % angebbar ist, innerhalb deren l 
sich befindet. Ferner bezeichne f*(z) eine blos auf % gegebene mono- 
gene Function, die in l unstetig, sonst aber auf% eindeutig und stetig 
ist. — Alsdann wird stets eine monogene Function f{z) von folgenden 
Eigensdiaften construirbar sein: 

I. f(z) ist, mit Ausnahme von l, a^, bx (x = 1, 2, • • • j>), auf SR 
eindeutig und stetig. 

II. f(z) ist im Bereich von l durcli die Formel 

f[z) = f*(/) + [eindeut. stet. Funct.] 

darstellbar, überdies aber in den Curven a^f bx mit constanten rein 
imaginären Differenzen behaftet. 

Etwas einfacher gestaltet sich der Satz, wenn l ein Punkt ist. 
Denkt man sich z. B. auf SR irgend einen Punkt c markirt, das 
Bereich desselben mit ]X(c,z), respective ?t(y, 6) bezeichnet, und 

r (^) « -. - 



gesetzt, wo N irgend eine positive ganze Zahl sein soll, so ist offen- 
bar stets eine Normalcalotte angebbar, innerhalb deren c sich befindet. 
Denn man erhält eine derartige Oalotte einfach dadurch, dass man 
den Rand des Bereiches Vi(c,z) in geeigneter Weise determinirt. 

Neu mann, Aberscke Integrale. 2. Aufl. 30 
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Man darf somit im vorhergehenden Theorem für l den Punkt c, 
und für f*(0) die soeben genannte Function nehmen, und gelangt 
so zu folgendem 

Satz. — Markirt man auf einer Riemann'schen Ktigelflcwhe SR 

irgend einen Punkt c, bezeichnet man femer das Bereich dieses Punktes 

(C.) 7nit U(c, jEf), respective 2((y, 0? ^*^^ verstellt man ausserdem unter N 

eine beliebig gegebene Zahl aus der Eeihe 1,2, 3, . . ., so tmrd stets 

eine monogene Function f\z) von folgenden Eigenschaften construirbar sein : 

I. Sie ist, mit AusnaJime des Punktes c und der Linien a^, fix? 
a%if SR eindeutig und stetig, ^ 

II. Sie ist im Bereich des Punktes c durch die Formel 

fU) SS — + [eind. stet. Punct.] 

darstellbar, daselbst also mit einem Pol JT*®' Ordnung beJtaftet] und sie 
besitzt überdies in den Linien a*, bx constante rein imaginäre 
Differenzen. 

§9. 

Beweis der Biemaim^sohen Ezistenztheoreme. 

Bezeichnet 9t eine Riemann'sche Kugelfiäche, und c irgend einen 
auf 91 markirten Punkt, so wird sofort eine Function r(z) angebbar 
sein, die im Bereich von c eindeutig und stetig ist, und die über- 
dies in diesem Bereidi keinen Nullpunkt hat, ausser einem in c selber 
(1.) befindlicJien Nullpunkt erster Ordnung. Auch übersieht man sofort, 
dass die Function r{z) durch diese Anforderungen noch keineswegs 
bestimmt ist, dass also unendlich viele derartige Functionen r(z) 
existiren. Sind r{z) und r'(z) irgend zwei derselben, so wird der 
Quotient 

(2.) * 41 

^ '' r (z) 

eine Function sein, die im Bereich von c ausnahmslos eindeutig, 
stetig und nicJitverschwindend ist 

Ich habe hier die Bezeichnung r oder r(z) genau in demselben 
Sinne gebraucht, wie es von Riemann geschehen ist [vgl. die Be- 
merkung pg. 200]. 

Dies vorangeschickt, mag nun, ebenso wie in (B.) pg. 465, auf 
9i irgend ein Liniensegment l von solcher Lage und Grösse gegeben 
sein, dass eine Normalcalotte % angebbar ist, innerhalb deren l 
sich befindet. Diese Calotte % kann mittelst der Substitution 

(3.) fl-c' = 5"' 
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in eine in der g-Ebene liegende einblättrige Kreisfläche verwandelt wer- 
den. Dabei bezeichnet mr die Blätteranzahl von %, ferner c den 
Windungspunkt von % (oder, falls m= 1, einen beliebigen Punkt 
innerhalb %), endlich c den in Bezug auf die Randcurve der Calotte 
zu c conjugirten Punkt. Bei dieser Umwandlung wird das innerJmlh 
der Calotte % befindliche Liniensegment Z, dessen Endpunkte c^, c^ 
sein mögen, in ein innerhalb der Kreisfläche liegendes Liniensegment 
X übergehen, dessen Endpunkte y^, y.^ heissen mögen. 
Die Function 

(4.) 9{l) = \'Erl 

ist alsdann auf jener Kreisfläche,- mithin auch auf % selber regtdär^ 
und daselbst nur mit einetn Pol und ebenso nur mit einem Null- 
punkt behaftet. Ersterer liegt in y^ respective c^, letzterer in y^ 
oder c^j und beide sind erster Ordnung. Definirt man also jetzt 
eine neue Function f*{z) mittelst der Formel 



(5.) /*(^)=/^ 



(S) ' 



■to 



SO wird dieselbe, bei geeigneter Einschränkung der Integratious- 
curve, auf %, abgesehen von Z, eindeutig und stetig, in l mit der 
(6.) Constanten Differenz 27ti behaftet , und in den Bereichen der Punkte 
c^ und c^ respective durch die Formeln 

r W = — log (g - yO + [eind. stet. Funct.], 
^^•) f*{z) = + log (e - y^) -f [eind. stet. Funct] 

darstellbar sein, [wie solches aus dem Satz (F.) pg. 231 sofort folgt]. 
Absichtlich soll auch weiterhin irgend eine specielle Voraussetzung 
Ober die Lage der Linie l innerhalb % vermieden werden. Ob also 
irgend ein Punkt der Linie l, z. B. einer ihrer Endpunkte c., c, 
mit dem Windungspunkt c der Calotte % zusammenfallt, soll völlig in 
suspenso bleiben. Wie dem auch sei, jedenfalls wird die Function 
5 — Vi (zufolge ihrer Definition) im Bereich des Punktes Cj ein- 
deutig und stetig sein, und daselbst keinen Nullpunkt haben, ab- 
gesehen von einem in c^ selber liegenden Nullpunkt erster Ordnung. 
Genau dieselben Eigenschaften besitzt aber nach (1.) auch ^i(^), 
falls man nämlich unter r^Qs) irgend eine beliebige unter den dem 
Punkte Cj zugehörigen Functionen r(z) versteht. Demgemäss ist also 

L-yy^E,{z), 

wo JEi{z) eine Function vorstellt, die im Bereich von c^ eindeutig^ 

80* 
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stetig und nkhtverschwindend ist. Setzt man also dieser Formel ent- 
sprechend 

log (g — Yi) = log r,{z) + log E,{2), 

so werden sich dabei die Logarithmen in solcher Weise festsetzen 
lassen, dass log (g — y^) mit dem in (7.) vorhandenen Logarithmus 
identisdi, und dass gleichzeitig log E^ (ß) im Bereich von q eindeutig 
und stetig ist. Solches ausgeführt gedacht, ist also: 

log (S — yj = log r^ (0) + [eind. stet. Funct.]. 
In analoger Weise erhält man oflFenbar: 

log (S — ?i) = log ^2(^) + [eind. stet. Funct.]; 
und demgemäss kann man also die in (6.), (7.) gegebene Charak- 
teristik der Function /**(^) gegenwärtig auch so aussprechen: 

Die Function f*(js) ist, abgesehen von der Linie l, auf der 
Calotte % eindeutig und stetig. Sie ist längs der von c^ nach c, 
laufenden Linie l mit der constanten Differenz 27ci behaftet: 

(8.) längs l: f*(X) — /^(p) =" 2x1 

Und sie ist endlich in den Bereichen der Punkte q und Cg respec- 
tive durch die Formeln darstellbar: 

f*{z) = — log r^{z) -|- [eind. stet. Funct], 

/**(jgf) = -f- log r^{ßi) + [eind. stet. Funct.]. 

Auf diese Function f*{z) ist somit das Theorem (B.) pg. 465 
ohne Weiteres anwendbar, ebenso auch auf die Function Cf*{z)^ 
falls nämlich C irgend welche Constante vorstellt. Man gelangt 
daher zu folgendem Resultat: 

Satz. — Auf einer Biemann'schen Kugelfläche SR sei ein Linien- 
Segment l mit den Endpunkten q, c^ gegeben von solcher Lage und 
(D) ^^^^^) ^^^^ ^^^f ^ irgend eine Normalcdlotte angehbar ist, innerhalb 
deren l sich befindet, Ueberdies sei gegeben eine beliebige Constante C, 
Alsdann wird stets eine numogene Function f{z) von folgenden Eigen- 
sdiaften consfruirbar sein: 

L Sie ist^ mit AusnaJime der Linien l und ax, 6x, auf SR ein- 
deutig und stetig. 

IL Sie ist in den BereicJien der Punkte c^ und c^ respective durch 
die Formeln 

f(js) = — Clog r^{z) + [eind. stet. Funct.], 

f{z) = -f- (7 log r^{e) + [eind. stet. Funct.] 

da/rsteUbar^ und gleichzeitig in der von c^ nach c^ laufenden Linie l 



(9.) 



k 
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mit der constanten Differenz C , 27ti belmfleL Ueberdies besitzt sie 
in den Curven a^y &x constante rein imaginäre Differenzen. 

Dabei bezeichnen r^{z) und r^{z) die deih Punkten c^ und c^ zu- 
gehörigen Riemann'scJien Functionen r(z); [vgl. (1.) pg. 466]. 

Stillschweigend haben wir bis jetzt stets vorausgesetzt, das 
Linienelement l solle die Curven a«, 6x weder schneiden noch be- 
rühren. Man übersieht aber leicht, dass die gefundenen Sätze fast 
genau in gleicher Weise auch dann noch ableitbar sind, wenn l 
seiner ganzen Länge nach in eine jener Curven hineinfällt. Man 
erhält alsdann z. B. au Stelle des letzten Satzes, indem man gleich- 
zeitig für C die Constante - — r eintreten lässt, folgenden Satz: 

Satz. — Irgend eine der 2p Ckirven rtx, &x f^iÖge mit s bezeichnet, 
und diese Gurve s durch zwei Funkte c^ tmd C2 in zwei Theile l und 
(s — l) zerlegt sein, und ztvar in saldier Wei^e, dass auf 91 irgend eine 
,^v Narmalcalotte angebbar ist, innerhalb deren l sich befindet. Gleich- 
zeitig mögen jene Theilpunkte in solcher Auswald mit c^y c^ bezeichnet 
sein, dass die Bichtung c^ c^ des Segmentes l zusammenfällt mit der 
Richtung von s selber. Alsdann tvird stets eine monogene Function f(z) 
von folgenden Eigenscliaften construirbar sein: 

I. Sie ist, mit Ausnahme der 2p Curven «x, 6x, ötw/! SR ein- 
deutig und stetig. 

IL Sie ist in den Bereichen der Punkte c^ und c^ respective durch 
die Formeln: 

f(js) = — - — r log r^(z) + [eind. stet. Funci], 

f(/) = + ■^~" log ^2(^2?) 4- [eind. stet. Funct.]. 

darstellbar. Sie besitzt femer in sämmtlichen Curvefi a^, &x, jedoch in 
s nur längs des Tlieiles (s — l) constante rein imaginäre Differenzen, 
längs l hingegen eine Differenz, die um 1 grösser ist als die längs (s — T). 

Bezeichnet man also die DiflFerenz längs (5 — t) etwa mit iA, 
wo A eine reelle Constante vorstellt, so wird die Differenz längs l 
den Werth 1 + iA haben. 

Aus den beiden letzten Sätzen sind jetzt weitere Consequenzen 
zu ziehen, zunächst aus dem Satze (D.). Sind auf 91 zwei ganz be- 
liebige Punkte Cj, c^ markirt, und denkt man sich die 2p Curven 
ax, bx der Art eingerichtet, dass keiner der beiden Punkte hart an 
einer dieser Curven liegt, so wird man stets auf 9i von q nach c^ 
eine die Curven ax, 6x vermeidende Linie L ziehen können. Hier- 
auf aber wird man L in einzelne Segmente l zerlegen können, deren 



(F.) 
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jedes der in (D.) gestellten Anforderung entspricht. Denkt man 
sich nun für jedes solches Segment l die im Satze (D.) angegebene 
Function f{z) construirt, und die Sumtne air dieser Functionen f(ß) 
mit F(z) bezeichnet, so gelangt man [die in (D.) auftretende Con- 
stante (7=1 gesetzt] zu folgendem Resultat: 

Satz. — Sind auf SR irgend zwei Punkte c^, Cj markirt, femer 
die Curven a^, b^ so eingerichtet, dass jene Pwikte vofi diesen Curven 
durch irgend welche Zwischenräume getrennt sind, und ist endlich von 
Cj nach Cg auf 91 irgend eine die Curven ax, 6x vermeidende Linie L 
gezogen, so unrd stets eine monogene Function F{z) von folgenden 
Eigenschaften construirhar sein: 

I. Sie ist, abgesehen van den Linien l, a^, 6x, aufSi überall ein- 
deutig und stetig. 

IL Sie ist in den BereicJien der Punkte c^, c^ respective durch 

die Formeln 

F(z) = — log r^(z) + [eind. stet, Funct.], 

F(js) = + log r^(z) + [eind. stet. Funct.] 

darstellbar, und gleichzeitig in der von c^ nach c^ gehenden Linie L 
mit der constanten Diff^erenz 2ni behaftet, Ueberdies besitzt sie in den 
Curven a^, bx constante rein imaginäre Differenzen. 

In ganz analoger Weise führt endlich der Satz (E.), falls man 
die dortige Curve s ebenfalls in einzelne hinreichend kleine Segmente 
l zerlegt, für jedes solches Segment l die zugehörige Function f{z) 
construirt, -und die Summe air dieser Functionen f{z) mit F{z) be- 
zeichnet, zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeichnet man irgend eine der Curven a«, 6x ^wiY s, so 
(G.) wird stets eine monogene Function F{z) von folgenden Eigenschaften 
construirbar sein: 

I. Sie ist, mit Ausnahme der Curven ax, bx, auf SR überall ein- 
deutig und stetig. 

iL Sie ist in den Curven ax, bx mit constanten Differenzen be- 
haftet^ und zwar ist der reelle Theil der längs s vorhandenen Differenz 
= 1; während die reellen Theile der Differenzen fü/r die übrigen 
Curven ax, bx durchweg «= sind. 

Durch Superposition mehrerer derartiger Functionen F{z) ge- 
langt man alsdann sofort zu folgendem allgemeinem Satz: 
/j£\ Satz. — Es wird stets eine monogene FunctUyn <i>{z) von folgen- 

den Eigenscliaften construirbar sein: 

I. Sie ist, mit Ausnahme der 2p Curven ax, bx, auf SR überall 
eindeutig und stetig. 



\. 
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IL Sie ist in den Ourven a^, 6x wtY constanten Differenzen he- 
liaftetj deren reelle Theile beliebig vorgeschriebene Wertlie besitzen. 

Dieser Satz (H.) ist aber nichts Anderes als das erste Existenz- 
flieofem pg. 238. Femer ergiebt sich, durch Gombiuation dieses 
Satzes (H.) mit dem früheren Satz (C.) pg. 466, die Richtigkeit des 
mveiten Exist^nztJteorems pg. 239. Combinirt man endlich den Satz 
(H.) mit (F.), und beachtet man dabei die hinsichtlich der Func- 
tionen r(z) auf pg. 466 gemachten Bemerkungen, so erhält man den 
Beweis für die Richtigkeit des dritten Existenztli£orenis pg. 239, 
wenigstens innerhalb desjenigen Spielraumes, in welchem dieses 
Theorem bei den Untersuchungen des vorliegenden Werkes in An- 
wendung gebracht ist. 

Den genannten Existenztheoremen stehen gewisse Unitätstheoreme 
zur Seite. Ich habe mich im gegenwärtigen Gapitel auf den Beweis 
der erstem beschränken können. Denn die letztem sind bereits 
früher absolvirt worden, durch die Sätze (1.), (2.), (3.) pg. 236. 



472 Bezeichnungen und Abbreviaturen. 

Die in diesem Werk benutzten Bezeichnangen 

und Abbreviatoren. 

Da es mir aus Erfahrung bekannt ist, wie schwer es oft wird, sich in dem 
Sprachgebrauch eines Autors zurechtzufinden, so benutze ich diese letzte 
Seite, um den Leser über die von mir benutzten Bezeichnungen und Abbrevia- 
turen zu Orientiren. 

L Punkte. — Windungspunkte, pg. 67—74. 
Das Bereich eines Punktes, pg. 37. 

Das Bereich eines Punktes im ursprünglichen und natürlichen Zustand, pg.94— 97. 
Pole oder polare Unstetigkeitspunkte, pg. 38. 
Niveaupunkte einer regulären Function, pg. 116, 117. 
Simultane Bahnen dieser Niveaupunkte, pg. 292 (dritte Zeile). 
Conjugirte Punkte, pg. 427. 

II. Linien nnd Schnitte. — üebergangslinien, pg. 68, 69, 84. 
Querschnitte und Eückk ehrschnitte, pg. 148, 149. 
Sigmaförmiger Querschnitt, pg. 148. 
Ströme, pg. 173. 

Die Biemann^schen Schnitte oder Ströme a, &, c, pg. 176 — 185. 
Simultane Bahnen der Niveaupunkte, pg. 292 (dritte Zeile). 

HL Flächen. — Positive ümlaufung einer Fläche, pg. 3 und pg. 55. 
Horizontal ebene und Antipodenebene, pg. 52, 53, etc. 
Windungsfläche, pg. 67—74. 
Ordnung der Windungsfläche, pg. 69. 
Elementarfläche, pg. 146. 
Einfach zusammenhängende Fläche^ pg. 146. 

Mehrfach zusammenhängende Fläche, pg. 159 (zweite Bemerkung). 
Punktirte Fläche, pg. 150. 

Grundzahl einer Fläche oder eines Flächensystems^ pg. 152, 168 nnd 185. 
Normalcalotte und Normalzone, pg. 426. 
Abschnittförmige und gürtelförmige Verschmelzung zweier Flächen, pg. 447. 

IV. Functionen. — Functionen vom Charakter E, pg. 37. 
Die Ordnungszahlen einer Function, pg. 40 und 102. 
Eeguläre Functionen, pg. 117. 

Reguläre Functionen g*®' Ordnung, pg. 117. 

Harmonisch, pg. 890. 

Fundamentalfunctionen, pg. 396. 

Unterscheidung von auf und imierhalh^ pg. 393 (Bemerkung). 

V. Zeichen. — Das Congruenzzeichen F= und das neue 2^ichen =|= haben 
die auf pg. 330 und pg. 337 (Note) angegebenen Bedeutungen. 
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